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I. Symboles) et]]

Définitions

Etant donné des nombres réels ay, ..., a,, il arrive fréquemment que I'on ait besoin de considérer leur
somme et/ou leur produit. Une premiére possibilité est d’utiliser des points de suspension :

— ay+ap +---+ ay, pour désigner la somme des n nombres ay, ay, ..., a;

— ay x az x -+ x a, pour désigner le produit des n nombres a;, ay, ..., a,.

Dans les notations ci-dessus, il faut bien comprendre que si n vaut 1, alors la somme et le produit
considérés valent simplement a; (I'écriture du terme a, avant les points de suspension ne sert qu’a
bien expliciter la liste utilisée).

Pour pallier cet inconvénient et éviter toute ambiguité, nous introduisons les notations suivantes :
n
— Z ay pour désigner la somme de ces n nombres;
k=1
n
— H ay pour désigner le produit de ces n nombres.
k=1

n
Pour xeRet neN*, onpose x" = xx---xx =[] x.
\w—" .
n termes k=1
Pour n € N*, on appelle factorielle n, et 'on note n!, le nombre entier :

n
n!:IXZx'--X(n—l)xn:Hk.
k=1

On a ainsi
1'=1, 2!'=2, 3!'=6, 4!=24, 5!=120, 6!=720, 7'=5040, 8!=40320, 9!=362880.

Plus généralement, si p et g sont deux entiers vérifiant p < g, et si'on dispose de ¢ — p + 1 nombres
réels numérotés de p a g, disons ay, ..., a,, on note :

q
— leur somme est notée a, + - + a4, ou Z ar;
k=p
q
— leur produit a, x -+- x a4, ou kl_[ ag
=p

On utilise indifféremment les notations suivantes :

q q
Z ag, Z ag, Z A, H ag, H A, H ag.

k=p ke[p,q] p<k<q k=p kelp.q] p<k<q

Cas d’'une famille finie quelconque

On étend les notions introduites ci-dessus au cas de n'importe quelle famille (ay)c;, ou 'ensemble
d’indexation I est fini et non vide :

— Z ay désigne la somme de tous les termes de la famille;
kel

— H ay désigne le produit de tous les termes de la famille.
kel

La somme des termes de la famille (k?) ke[-3,2] vaut:
Y k= (=37 + (=27 + (-1)*+0* +1%+2% = 19.
ke[-3,2]

On voit dans cet exemple que les termes d'une famille ne sont pas nécessairement deux a deux dis-
tincts. Une valeur peut donc étre comptée plusieurs fois dans une somme.



e Lorsque tous les termes de la famille (ay) ey sont égaux, les calculs de Z ay et l_[ aj sont immédiats.
kel kel
En effet, en notant alors 7z le nombre de termes de la famille (i.e. le nombre d’éléments de I), et a leur

valeur commune, on a:

Y ag=g+---+a=na et [Jax=gx--xa=a".

kel n termes kel n termes
m
o Chers Pistons 3, que vaut H 3?
k=0

m
Et ) 3?2
k=0

Somme vide, produit vide

¢ On étend les notions de somme et produit au cas ot I'’ensemble d’indexation est vide, en convenant
qu'une somme vide vaut 0 et qu'un produit vide vaut 1 :

Y ar=0 et JJar=1

ke kep

q q
¢ Si p=g¢g+1,onconvient que Z ar=0et H ap=1.
k=p k=p
o Cette convention permet d’étendre naturellement :

0
— la notation x" pour n=0 (o1 x ER) : xO:Hx:I;
k=1

0
— lanotation n!pourn=0: 0l=][k=1.
k=1

Question. (Produit des entiers pairs, produit des entiers impairs)
sol — 19 .
Soit n € N.

1. Exprimer, al'aide de 7!, le produit A,, des entiers pairs compris entre 1 et 2n.

2. On note By, le produit des entiers impairs compris entre 1 et 2n + 1. Montrer que :

2n+1)!
Bn =
2" n!

Question. Soit n € N*. Montrer que :
n n
[Tuk-2)=[](n+k)
k=1 k=1

Question. Soit n € N*. Montrer que :

n-1
Y k< nl
k=0
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Premieres regles de calcul

Les regles de calculs dans R nous donnent les propriétés de calcul suivantes, qui ne sont pas a apprendre
par coeeur, mais a comprendre! Pour cela, il ne faut pas hésiter a les vérifier en les écrivant avec des points
de suspension.

o Grace ala commutativité et ’associativité des lois + et x,on a:
Z(ak"‘bk)zzak"'zbk et H(akbk)Z(Hak)(ku).
kel kel kel kel kel kel

¢ En notant n le nombre d’éléments de I :

Y A+ap) = D A+) ar = nd+)_ ax et H(/lak):(l_[/l)(nak):/lnnak

kel kel kel kel kel kel kel kel
e Diverses opérations (A€ R, peN):

p
Y Aa) =AY ax et H(ak)p=(l_[dk)

kel kel kel kel

e Relation de Chasles. Pour p <r < qg,ona:

épak:lé)ak+ i ay et k]f[pak:(ﬁak)( ﬁ ak).

k=r+1 k=p k=r+1

e Additivité par rapport a l'ensemble d’indexation. Pour I; et I, deux ensembles finis disjoints, alors :

Y ak=) ax+ ) ax et [T ax=1] axx [] ax-

kehul, kel kel kelhul, kel kel

Changements d’indice

Décalage d’indice

q
Soit r € N. Dans la somme S = Z ay, on peut effectuer un décalage d’indice en utilisant le changement

k=p
d’indice [j=k+71]:
q+r
S= Z aj—r
j=p+r
Question. Soit n > 2.
sol — 19 E t 2 1 1 ) l.ﬁ 1 S i 2
n remarquant que =—- , simplifier la somme S= ) ————
A e er2) "k ka2 TP & ke(k+2)

La formule trouvée est-elle encore valable pour n =17

Symétrisation

Dans certains calculs, il peut étre judicieux d’inverser I'ordre des termes.

e Pour n €N, considérons une somme de la forme :
n
S=)Y ay. (%)
k=0

Pour inverser I'ordre de sommation, effectuons le changement d’indice [j = n — k]. Lorsque k décrit
I'ensemble [0, n], alors j décrit sans redondance le méme ensemble [0, #]. On a donc :

n
S=) anj. (k)
j=0

Sil'on écrit les sommes avec des points de suspension :

({ &



— lécriture (%) corresponda S=ap+a; +---+ ay;
— l'écriture (xx) correspond a S = a, + a,—1 +--- + ap.

* Dans ce qui précede, les indices k et j étant des variables muettes, on peut utiliser la méme lettre
avant et apres le changement d’indice. Ainsi, il est correct d’écrire :

Z ar = Z Afe+1-

k=p-1
Cependant, I'utilisation d’'une nouvelle lettre permet de réduire les risques d’erreurs dans la détermi-
nation des nouvelles bornes. En particulier, cela permet de faire de téte les raisonnements suivants :
— «quand k vaut p, alors j vaut... et quand k vaut g, alors j vaut... »
— «quand k décrit'ensemble I, alors j décrit’ensemble ... »

@ Proposition. Pour tout n €N, on a
z”: n(n +1)

k=1

« Preuve. Le résultat est évident pour n = 0, puisqu'une somme vide vaut 0.
Soit n € N*. Optons pour une démonstration intuitive, en utilisant des points de suspension.
Notons S la somme considérée, et sommons une fois dans un sens, et une fois dans 1'autre :

S = 1 + 2 + - + (n-1) + n
S = n + (n-1) + - + 2 + 1
28§ = (n+1) + (m+1l) + -~ + (n+1) + (n+1)

Onadonc2S=n(n+1), cest-a-dire S =

Plus formellement :

n
28=) k+) k
k=1 k=1
n
=Y k+) (n—j+1) changement d’indice [j = n — k + 1] dans la 2¢™¢ somme
k=1 j=1
n n
=Y k+) (n—-k+1) onrenomme j en k dans la 2°™ somme
k=1 k=1
n
=) (n+1) linéarité du symbole X
k=1
=nn+1) somme dont le terme général est constant
nn+1
D'ou S = ( )
2
o et S o S nn+1)
« Laformule peut bien sir s’adapter trés facilement lorsque la somme commence 20...Ona »_ k= —
k=0

o Plus généralement, pour p < g,on a
i (g-p+D(p+q)

@ Proposition. Soit (1) xen Une suite arithmétique. Pour tout (p, q) € N? tel que p < g, ona:

Up + g

q
D> Uk = (g-p+1l)———
k=p 2

La somme des termes consécutifs d'une suite arithmétique est égale

nb termes x (1¢* terme + d¢* terme)
2
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Sommation par paquets

Dans ce qui suit, I désigne un ensemble fini d'entiers.

« Etant donné une somme S = Z ay, il peut étre intéressant de traiter séparément les termes d’indice
kel
pair et ceux d’'indice impair; cela consiste a écrire :

S:Zak+ Z ay.

kel kel
k pair k impair
2n+1
¢ Considérons une somme S = Z ay, avec n € N*, dans laquelle on souhaite séparer les termes d’in-
k=1

dice pair et ceux d’indice impair. On peut écrire :

S= Z ay + Z ayg.
ke[1,2n+1] ke[1,2n+1]
k pair k impair
Pour rendre la formule plus explicite, constatons que, dans I'ensemble [1,2n + 1] :
— les éléments pairs sont les entiers de la forme 2p avec 1 <2p <2n+1,
autrement dit % <p<n+ %, c’est-a-dire, puisque p est un entier, 1 < p < n;
— les éléments impairs sont les entiers de laforme 2p+1avec 1 <2p+1<2n+1,

autrement dit0 < p < n.
n n
On aboutit a la formule suivante: S= ) app,+ ) adzp+1.
p=1 p=0

2n
Question. Soit n € N*. Calculer S = Z (—l)kk.
preuve k: 1
Télescopie

Dans ce qui suit, on suppose p < ¢.

q
e On appelle somme télescopique toute somme de la forme Z (Ag+1— ag)-
k=p

Lintérét de ce type de somme est que sa simplification est immédiate, car tous les termes, sauf le
premier et le dernier, se simplifient. En effet, on a:

q
Z (ax+1—ag) = (aq+1 - aq) + (aq - aq—l) +eeet (ap+2 - ap+1) + ((flp+1 - ap)
k=p
= aq+1 - ap.

Une autre maniére de voir les choses est la suivante :

q q q
Y (Ars1—ap) =) axs1— Y Ak
k=p k=p

k=p
q+1 q
= Y aj-) a [j = k +1] dans la premiére somme
j=p+l1 k=p
q q
=agn+ ), aj= ), ax—ap
j=p+1 k=p+1
=0
= aq+1 - ap.

({ &



q
y . . a N .
¢ On appelle produit télescopique tout produit de la forme | | ﬂ, ol les ay sont supposés tous non
k:p aj

nuls. La simplification d’un tel produit est immédiate. De fagon analogue au calcul précédent, on a:

1—[ ak+1 _ Ap+1 ) ap+2 agq . ag+1
k=p Gk ap Aap+1 Aq-1  A4q
_ Qg+1

- ’

ap

ou, d'une autre maniere plus formelle :
q+1

q
[Taca [T a

k=p j=p+1 . .
= [j = k+ 1] dans le produit du haut

k=p k=p
q
( [1 “J)aqﬂ
j=p+1
B q
ap 1 a
k=p+1
Qg+l
ap

n
Question. Soit 12 € N*. Simplifier la somme S= ) In (1 + %)
k=1

sol — 20
a b
@ Question. Déterminer deux nombres a et b vérifiant : V k € N*, = +—-
sol — 20 k(k+ ].) k+]. k
n 1
Soit n € N*. Donner une écriture simplifiée de S = Z —_
o k(k+1)

Erreurs classiques

no1 n 1
—etCy, = Z ——. Calculer S§;,11 =S, et Cpi1—Cy,.
=1 n+

Attention. Soit n € N*. On pose S, = ) p
k=1

n
Attention. Soit n € N*. Simplifier A, = ) (2k-1).
k=1
Un éleve propose la solution suivante :

On fait le changement de variables j =2k —1 et on aalors

zpl 2n-1)(2
Ap =) J = e 2)( We@n-1n
j=1

Le prof'lui répond :

Vous avez di faire une erreur...
En effet, on a A, =1+ 3 =4, et avec votre formule vous trouvez :

2n—-1)n = 2x2-1)x2=6

({8
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II. Quelques calculs remarquables

Somme des premiéres puissances

Proposition. Pour tout n €N, on a

preuve

n?(n+1)>
4

n :n(n+1) i _nn+1)2n+1) st 3 (n(n+1)) _
=1 6 2

Somme des termes d’'une suite géométrique

Proposition. Soit g € R. Soit m < n deux entiers. On a

m n+1 n-m+1
— ]__ .
" -9 _ q™ q sig#1
Z qk _ l-¢g 1-
k=m
n-m+1 sinon

¢ On a, par télescopage :

1-¢q) Z qk — kz (qk k+1) _ q 67 1.

k=m

e Prenons une suite géométrique (uy)xen de raison g #1. Onaalors VkeN, ug = up qk.

n n k
Zuk=uozq
k=m

k=m

Prenons les deux expressions pour g # 1 :

X": B qm—q”“ _ upq™ —upg"*!  1°"t.présent — 1° t. absent
k=m l-qg I-q l-q
n 1— n-m+1 1— nb de t.
5wy = g L e L
k=m l-qg I-q
A retenir. )
; L , 1er t. présent — 1° t. absent
La somme des termes d'une suite géométrique de raison q # 1 vaut ;
-q
_ qnh det.
La somme des termes d’'une suite géométrique de raison q # 1 vaut 1° t. x ﬁ

n

uestion. Simplifier la somme Z cos(kt).
k=0

)
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Formule de Bernoulli

Proposition. Pour tout n € N* et tous @, beR,ona:

preuve
n—1
a’-b" = (a-b) Z akp" 1k,
k=0

e Cette formule peut aussi étre écrite
a'b’/

a"-b" = (a-b) )

i+j=n-1

ol1la somme porte sur les couples (i, j) € N? vérifiant i + j = n— 1.
En effet, un tel couple peut s’écrire (k,n—1— k) d’ot1 I'égalité des deux sommes.

2n+1 + b2n+1.

e Factorisation de a
— (=b)?>"*1, Ainsi, en appliquant la formule de factorisation, on a:

2n+1 + b2n+1 — a2n+1

k=0

Onaa

2n
k=0
(k et 2n — k ont la méme parité)

2n
=(a+bh) Y (-DFa*p*" "
k=0
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III. Sommes doubles

Sommes rectangulaires

On a, jusqu’ici, considéré des sommes simples, c’est-a-dire des sommes qui sont indexées par un seul
indice.

On va maintenant considérer des sommes indexées par deux indices.

Considérons ce tableau

a | diz | a13 | A14

)

az1 | az2 | A3 | 24

a1 | azz | dA33 | d3a

La somme des éléments de ce tableau est notée

On peut évaluer cette somme de plusieurs fagons :

— on peut sommer d’abord les termes de chaque ligne du tableau, puis additionner les trois sommes
ainsi obtenues :

— on peut sommer d’abord les termes de chaque colonne du tableau, puis additionner les quatre
sommes ainsi obtenues :

A retenir. Le calcul d'une somme double sur un rectangle se rameéne au calcul de deux sommes
simples imbriquées.

+ La somme double Z aj,j notée encore Z aj,j, peut s’écrire a 'aide de deux }_ :
i, )e[1,n]x[1,p] I<isn
1<j<p

3 (%)

i=1\j=1 j=1

s La somme double Z a;,j notée encore Z aj,j, peut s’écrire a I'aide de deux }_ :

G, j)e[Ln]? 1<i,j<n
n n
3 (X e (3 aus)
i=1\j=1 =1\i=1
Question.
Soit n € N. Déterminer S,= ) min(, j).
(i,))e[0,n]?

=



Un cas particulierement favorable est celui ou la famille (a;,j); jye[1,n]<[1,p] €St telle quil existe deux
familles (b;) i1, ] €t (¢}) jeu,p] VErifiant :

V(i,j)e[l,n] x[1,p], aij=Dbic;.
La somme double se ramene alors a un produit de deux sommes simples, comme I'énonce la proposi-

tion suivante :

Proposition.
Soit (D) je[1,n] €t (¢j) je[1,p] deux familles de réels. On a:

% o™ (22 (50)

@, pe1,n]x1,p] g

Exemple. Soit n € N*. On souhaite calculer S = Z i2l.
(i,)e[1,n]?
On est dans les conditions de la proposition précédente, d’ ot :

=[x

n

zf') = @(2”“ —-2)=nn+1)R"-1).
1

Proposition (Le carré d'une somme simple est une somme double).
Soit n € N*. Soit x1,..., x, des réels. On a

.(glxk)ZZ Z XiXj

1<i,j<n

Généralisation : somme rectangulaire quelconque
Plus généralement, on parle de somme double rectangulairelorsque I'ensemble d’indexation est un pro-
duit cartésien: Y a; ;.

(i, ))eIx]
Ce qui a été énoncé dans le cas [[1, n] x [1, p] se généralise :

— une somme double rectangulaire se ramene a deux sommes simples imbriquées :

>, Gi =Z(Z“m‘) =2 (Zai,,-);

@, ))elx] iel'\jeJ jeJ Viel

— le cas ol la famille est de la forme (b; cj)(;, j)erx7 méne a un produit de deux sommes simples :

5 bicj:(Zb,-)(ch).

(i, eIx] iel jeJ
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Sommes triangulaires

Considérons ce tableau

ayy | a2 | ay3 | adia

aro | A23 | A4

ass | asa4

ag 4

La somme des éléments de ce tableau est notée
> aij

On peut évaluer cette somme de plusieurs fagons :

— on peut sommer d’abord les termes de chaque ligne du tableau, puis additionner les quatre sommes

ainsi obtenues :

— on peut sommer d’abord les termes de chaque colonne du tableau, puis additionner les quatre

sommes ainsi obtenues :

S= Z (éai'j)

j=1

A retenir. Le calcul d'une somme double sur un friangle se rameéne au calcul de deux sommes

simples imbriquées dont le deuxieme indice dépend du premier.
Ona:
n n n Jj
Loaj= ) @j= ), aj= ), @j=) ) aij
=1j=i 1<i<n 1<i<j<n 1<j<n j=1li=1
i<j<n 1<i<j

1

n .
Question. Soit » € N*. On note S = Z i2'. Montrer que S = (n—1)2"1 + 2.

sol — 21 i=1

n n 1

Question. Soit 1 € N*. Calculer la somme double S= ) )" -

sol — 22 l:].]:l

12
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IV. Coefficients binomiaux

Définition et propriétés

n
Soit n € N. On rappelle que factorielle n est le nombre entier n! = k.On a en particulier 0! = 1.
k=1

Définition. Soit n, p € N.

n
Le coefficient binomial « p parmi n » noté ( ) est le nombre (rationnel, a priori) défini par:

p
p termes
n\ nmn-1)---(n-p+1) 1P
( ) ) ==~ [l
p p! P! <o

« On étend la définition & p € Z. On convient que (I’;) =0 pour tout p < 0.

n| n! .
p| pln-p)

) = 0. En effet, 'un des termes du numérateur est nul.

Pour p € [[0,n],ona:

®

n
p

Pour n, p €N, le coefficient binomial (Z) peut s’interpréter comme le nombre de parties a p éléments

Pour p>n,ona (

d’'un ensemble a n éléments. De maniére informelle, cela signifie qu’il y a (Z) maniéres de choisir p
objets parmi n. Confer le chapitre « Dénombrement ».

Proposition.

1. Petites valeurs de k. Pour tout neN,ona:

\S)

. Symétrie

VneN,VkeZ = "
' "kl \n-k

3. Formule d’absorption, dite aussi « formule du capitaine »

VneN' vkez®, | =271
’ " k] okl k-1

4. Formule du triangle de Pascal
vnen, vkez, ["|+| " |=(""!
’ "ok \k+1)  \k+1

n
VneN,VkeZ, (k)el\l

5. C’est un entier!
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* Laformule du capitaine peut aussi s’écrire sous cette belle forme :

-1
vnen', [VEeZ] k(Z):n(Z 1)

qui peut étre retenue sous la forme « pour tout n pour lequel cela a du sens, et pour tout kK du monde
entier,ona...»

o Il faut savoir « translater » de téte les indices, et passer d'un membre a un autre.
Par exemple, la formule du triangle de Pascal s’écrit :

) )

vnen, vikez | 7 |+(?=|"M!
' " \k-1) k] | k

Par exemple, la formule du capitaine de I'énoncé peut aussi s’écrire :
n k+1(n+1

VneN,VkeZ, = —
k n+1llk+1

Question. Montrer :

VneN Vkez® |T|=ZkEL|on
’ "kl Kk k-1

(tire-



Formule du binome de Newton

Proposition (Formule du bin6me de Newton). On a :

n
Va,beR, VneN, (a+bh" = Z(Z)akb”‘k
k=0

« Autre expression. Ecrivons avec des points de suspension la formule du binome :

(a+b)" = i P2 i P RTINS Al L PP
0 1 k n—1 n
—_—— —,—— —_— —]——

b nab"-1 na""lp a

On a aussi, par symétrie du coefficient binomial :

(a+b)" = (n)a”bo + (n)a”_lb1 + ---+(r.l)a"_jbj + ( " )alb”_l + (n)aob”
0 1 j n-1 n
—_— —_—— —_—

e —
a” na"lp nab™-1 pn

Bref, on a
n n
k=0 k j=0

* Remarque super importante pour la suite de 'année!
Pour tout xeR,ona:

nn-1 n
n-1 ¥xn_2+...+(

x+D" = x"+nx""+ 5 k)xk+---+nx+1

Dit autrement, le coefficient en x* de (1 + x)" vaut (}).

¢ Preuve. Fixons a, b € R. Montrons, par récurrence, que

n
VneN, (a+bh)" =Y |"|akpm*
k=0 k

~ J/
v~

Hn

Initialisation. On a /4 (WHY?)
Hérédité. Soit n € N tel que #,.On a:

(a+b)™!' = (a+b)(a+b)"
- (a+b)2(n)akb”_k
i=o\k
=) kink N (P kpneke
= Y |, |a"p" T+ Y | |at "
k i—o \k
— (d +Z( ) k+1bn k) + i(Z)akbn_k+l+bn+l
k=1

0
( alp" it o4
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V. Des résultats classiques en guise d’exercices

Sommes de coefficients binomiaux

Exercice.

1. Somme sur une méme ligne
Ona
)
VneN, ) ( ) = 2"
i=0\k
La somme des coefficients de la ligne n du triangle de Pascal vaut 2".
2. Somme alternée sur une méme ligne
Ona
1 sin=0
n i n
VneN, ) (-1) ( ) =
k=0 k
0 sin>1

La somme alternée des coefficients binomiaux sur une méme ligne est nulle, sauf pour la ligne
n°o0

3. Somme des indices pairs (et impairs)

Su= 3% (2729) o T=) (an+ 1)

p=0 p=0

Soit n € N*. On pose

Ona
S, =2""1 et T,=2""1

4. Formule de Pascal généralisée
Ona
mo[ m+1
VmeN,VceN, Y | |=
i—e\C c+1
5. Autres sommes
PourtoutneN, on a

n

Yk

k=0

n) =n2" Y (k- 1)(”) —nn-12"2 Y kz(”) = n(n+1)2"2
k k=0 k k=0 k

6. Formule de Vandermonde

) ) ’ ) k p—k p




Autres résultats

La formule du capitaine.
Soit ¢, j,neNavec ¢ < j < n. On ala formule suivante :

n\(j nifn-c

Jjl\c cl\j—c

\

Plus tard dans 'année, on prouvera cette égalité en récitant le petit texte suivant
«Pour constituer une équipe de j joueurs ayant c¢ capitaines (avec n joueurs a disposition), on peut procéder de deux facons :

— commencer par choisir les j joueurs (parmi les n a disposition), puis parmi ces j joueurs, choisir les ¢ capitaines

— ou bien, commencer par choisir les ¢ capitaines (parmi les n joueurs a disposition), puis choisir j — ¢ joueurs parmi

les n — c joueurs restants. »

La formule d’inversion de Pascal.
Soit (a;) et (b,;) deux suites vérifiant la relation

" n

vneN, b, =) | |ak
i=o\k

Il existe une formule permettant d’« inverser » la formule précédente et ainsi exprimer a,, en fonc-

tion des by :
" (n
vneN, a,= Y [ |-D"F b
k=0 k
Linégalité de Cauchy-Schwarz.
Soit n € N*. Soit ay,...,a, et by,..., b, des réels.
Ona: ; ; ;
2
(L) < (X o) (X 2)
k=1 k=1 k=1

Pour n = 1, cela dit (a1 b1)? < a3 b?, ce qui est évident.

Pour n =2, cela dit (a1 by + axbs)? < (a% + ag)(bf + bg), ce qui n'est pas évident.
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Calculs

algébriques

preuve et éléments de correction



n
1. Le produit des entiers pairs compris entre 1 et 2n s’écrit A, = H (2k).
k=1

Les regles de calculs du symbole [] nous donnent alors :

n
n=2"]]k=2"n!.
k=1

1x3x---x2n-1)x2n+1)

1
En multipliant le numérateur et le dénominateur par A,, on voit apparaitre :

2. OnaB,=

— au numérateur, le produit de tous les entiers compris entre 1 et 2n + 1, c’est-a-dire (2n + 1)!
— au dénominateur A,, c’est-a-dire 2" n!

On en déduit :

_(2n+1)!
nToonp) .
Ona ) . )
Vikell,n|, _— = ———
cbn) T2 "% T2
"1 L 1

Par somme, on obtient S = - — _—
1;::1 k D k+2

Effectuons le changement d’indice [j = k + 2] dans la deuxiéme somme :
n 1 n+2 1 n+2 1
L AT AR

j=3J k=3

la derniére égalité étant justifiée par le caractere muet de la variable de sommation.

On obtient :
no1 n+21
=Y 1-2 1
i1k sk
1 21 no] 1 1
=(1+=+Y 2|- 4 carn =2
2 kgék) (k;k n+l n+2 ( =2
3 1 1

Al'avant-derniére égalité du calcul précédent, on notera la justification « n > 2 ». En effet, pour pouvoir

n n+2
sortir deux termes des sommes Z —et Z E’ celles-ci doivent en comporter au moins deux.
k=1 k=3

2 2
Pourn=1,onaS= 3" Et la formule donne 3 La formule est donc encore valable pour n = 1, chose que

I'on justifie a posteriori!

Remarquons quel'ona:
§S=-1+2-3+4-5+6—---—(2n-1)+2n.

({8
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En regroupant les termes deux a deux, il vient :

S=(-142)+(-3+4)+(-5+6)+ -+ (—(2n—1)+2n)
=1+1+1+--+1

-

n termes

=n.

Le plus souvent, pour mettre en évidence un regroupement de termes pertinent, il est plus facile d’utili-
ser I'écriture avec des points de suspension. Effectuer une sommation par paquets revient alors a placer
judicieusement les parentheses.

Ona

= In(n+1)-1Inl par télescopie

= In(n+1)

Soit k € N*. En réduisant au méme dénominateur, on a:

a +I_9_ka+(k+1)b_k(a+b)+b
k+1 k  k(k+1)  k(k+1

On constate alors que le couple (a, b) = (—1,1) convient, c’est-a-dire que 'on a:

1 1

k(k+1) k k+1

Y keN*

Onadonc:

= - par télescopie

(tire-



Une preuve par récurrence est envisageable, mais nécessite de connaitre a I'avance le résultat. Nous
optons pour une autre démonstration, qui consiste a calculer de deux manieres la somme télesco-
pique Y7_, ((k+1)% - k3).

La formule est évidemment vraie pour n = 0, puisqu'une somme vide est nulle.

Soit n e N*.

Ona

Y (k+1%-k%) =Y Bk +3k+1).
k=1 k=1

n
— A gauche, on reconnait une somme télescopique : Z ((k+ 13- k3) =(n+1)°-
k=1

— Adroite,on a:

+1
Z(3k2+3k+1) 32 k2+3z k + Z 1_32 K + "(n n
. . . 3 Lo, _nn+1)
En identifiant les deux membres, on obtient (n+1)°—1=3 Z k- + 3T + n.
k=1
Isolons 3Y7_, k* puis simplifions :
1 +1 +1
3y kZ:(n+1)3—1—3%—n:(n+1)3—3%—(n+1)
k=1

_ 2 3n
_(n+1)((n+1) -3 —1)

_ AN ni2n+1)
_(n+1)(n +E)—(n+1)—2 ,

nn+1)2n+ 1).

n
ce qui donne la formule souhaitée ) k* = 5
k=1

On a, en partant du membre de droite de I'égalité souhaitée :

— n
(a- b) a bn 1-k _ ( k+1 bn—l—k_ akbn—k) — (ak+1 bn—(k+1) _ ak bn_k).

On reconnait alors une somme télescopique qui vaut a"b° - a®b", i.e. a" - b".

Aifixé, ona Z§'=1 2! = 2!, ce qui explique que S = PO j’:l 2L,
Intervertissons les deux symboles ) :

Y o2= Y 2= Y 2i=y 3ol

1<i<n 1<j<ign 1<j<n j=li=j
NV j<ign

Lasomme interne estle somme des termes d'une suite géométrique, que I’on sait donc calculer : Z?:]. 2! =
2n+1 _ 2]
On obtient : ;
j=1 j=1
et donc, a nouveau en reconnaissant une somme géometrlque (la seconde somme ci-dessus) :

S=n2"l "l _2y = (n-1)2""1 +2.

({8
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Sous cette forme le calcul est difficile car a i fixé, nous ne connaissons pas d’expression simple pour la

LN |
somme Z - Intervertissons les deux symboles }_ :

j=iJ
1 1 1 &d1
1<isnJ1<i<j<n) 1<j<nd j=1i=1)
iSjsn 1<i<j

J 1
Le calcul est alors immeédiat, car pour j € [1, n] fixé, on a Z — =1.0n obtient:

i=1

n
S=) 1=n.

j=1

({ &
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