Calculs

exercices

(O4exo—Calculs.pdf, 14 octobre 2022, 18:54)




Somme

Somme des nombres impairs

Donner une formule (et la démontrer) pour la somme 1+3+45+---+(2n—1) des premiers nombres
impairs.

102 | Télescopie

n

En utilisant une somme télescopique, calculer Z kk!.
k=0

103 | Somme alternée

n

Soit n € N*. Donner une forme simplifiée de A,, = Z(—l)kk.

k=1
.s¢ ob 83i18q 8l 9b moitonot o eso 9b moitomofeib oay 9138-tueq s1Us Y 11
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104 | Récurrence forte!
Soit (uy)n>1 une suite a termes strictement positifs vérifiant :

P

(%) Vp=>1, Zp:u? _ (Z%)z

i=1

Montrer par récurrence forte Vn > 1, u, = n.

s

€, . ISR I

S : g ob moidomol mo | f Tommitgxd
=3

=~

:1 5| Une inégalité
Montrer Vn > 2, n! < (n_l)n

106 | Somme des distances a 1

Soit n € N*. Calculer Z lw— 1.
wely,

Coefficient binomial

107

Montrer que pour tout n € N*

=

n n
(-1

Z A k) Z
k=1 k=1
108 | Minoration du coefficient binomial central

Montrer Vn>1, A < (2n>
2\/n n

1 9omot1uods

1
1
)

=~

109 | Somme tronquée alternée des coeffs binomiaux

Soit m,n € N. On consideére
m,n — -1 BT
S = 31 ;)

0

Calculer Sy, 1.

(2)ollowp 280 9o emsd ¢ omimroa 93395 10luslsn apov-vovse st Jo sv ob etwelsv eslloup 1od
§ apov-vozeisnnoo (2)svusiq

¥ oiqooesldd 18q 9vI9Iq 9 192001 2UOV-89ITUEE

sup 99-32d .Is1d05g 28 ol ansb 2 1oluslss 1woq siqooeslds 18q svuoiq sl xodqsbs Jusmainisl
0 = s ‘woq oldslsv des slumriot o1dov
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Avec les complexes

Somme de puissance de racines n®™e
Soit n € N* et &, ...,&,—1 les racines n-iémes de 'unité.
n—1

1. Soit p € N*. Calculer S, = Zfﬁ.

k=0
2. Soit n > 3. Montrer que Z &€& = 0.

0<k,L<n—1
(%)

ST

Soit n € N

1. Soit z,y € R. Calculer la somme

c=y (Z) cos(z + ky)

k=0

2. Soit x # § [x].
Calculer

5_ Z cos(kx) ot T sin(kx)

Sommes doubles

:1:1:2?} Ecart 4 la moyenne
Soit n € N*.
1. Soit a1,...,a, € R.

Pl

(a) Montrer ’équivalence :

n

S AS0) ey e
i=1

i=1 i=1 i#j

(b) Montrer que

(Sled)’

N =

zn:ai =0 E=4 En:alz <
i=1 =1

1 n
2. Soit x1,...,x, ERet m = — le Montrer que
n

i=1
n n
1 2
(e —m)? < 5 (Dl —ml)
k=1 k=1
Une somme double
Simplifier :
n n
22 in—=3)
i=1 j=i
(E+ L+ (L = o) tovyotd Jiob 0O
INN
Trois sommes doubles
Pour n € N*, calculer
1 e g . . .
=Y minGg) Y fi—
1<Ei<j<n J 1Sisn 1<ig<n
1<5<n 1<5<n
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Miscellaneous

Transformation d’Abel

Soit (an)nen €t (By)nen deux suites de nombres complexes.
On définit deux suites (A, )nen et (bn)nen en posant :

VneN, A,=> ap, et by=DBn—B,
k=0

1. Démontrer que

n n—1
VneN, ZakBk = A,B, — Z Apby
k=0 k=0

2. Soit n € N. En déduire que Z ok = 2"t (n — 1) + 2.
k=0

:1:6?} Dérangement
Soit d la suite définie par

s
1
\

I'_[I

~ (D"
VneN, dy =nly
k=0

1. Soit u la suite définie par

ug = 1
VneN, upi1 = (n+ Du, + (—1)"

Montrer que les deux suites u et d sont égales.

2. A T'aide de la question précédente, montrer que
Vn 2 2, dn = (Tl - 1)(dn_1 + dn_Q)

3. Soit (fn)nen la suite de terme général f, = nl.

Montrer que
VRZQ, fn = (n_l)(fn—l +fn—2)

4. Les suites d et f sont-elles égales?

{;l_ 7, Equation de Pell-Fermat

Le but de l'exercice est de démontrer que I'équation 22 — 2y = 1 d’inconnue (z,y) € N? admet

une infinité de solutions.
1. Soit n € N. Montrer qu’il existe un couple (z,,y,) € N? tel que (3 +2v/2)" = z,, + V2y,.
2. Montrer I'unicité d’un tel couple.
3. Soit n € N. Exprimer x,,41 et y,4+1 en fonction de z,, et y,.
4. Montrer que les suites (x,,) et (y,) sont strictement croissantes.
5. Conclure.

Autres
118

Pour tout n € N*, on pose T;, = Z iJ.
1<i<jsn
1. Calculer Ty, Ts, T3.

2. Soit n € N*. Exprimer 7T}, en fonction de n.
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119

" on+1 " /on+1
. . _ k _ k _ :
Soit n € N. Soit R,, = ,;_0 ( ok >(—1) et I, = ,;_0 <2k N 1) (=1)". On pose z = R, + iI,,.

1. Calculer z. On remarquera que (—1)* = i2¥,

2. En déduire REL + Iz.

Somme trigonométrique sans annulation

. e
Soit n > 1 et 61,0s,...,0, € R. Montrer que E oF #0.
k=1
otislugnsitd 93ilsgdai’l 1eility do obiveds'| 18q 1ormozisf
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Calculs

corrigés



101

n

Calculons S, = Z(?k -1).
k=1
On a

n n
n(n+1) 9
Sp = 2 k—Zl—2T—n—n
k=1 k=1
On peut aussi utiliser directement la formule donnant la somme des termes d’une suite arithmé-
tique :
a

D _(ak+b) = (q—p4 @t +lag+?)

k=p
Dot "
1 2n —1
Z(Qk—l):nx —|—(2n ) = n?
k=1
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On écrit k= (k+1) — 1.

On a alors
D kR = ((k+1)k! - k!
k=0 k=0

) = zn:((k—i—l)!—k!) = (n+1)!=0 = (n+1)!

k=0
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Distinguons deux cas.

Cas n pair, n = 2p.
On a
Aoy =D (=1 = D (== 1) +2¢) = p
k=1 =1
Cas n impair, n =2p + 1.
Par sommation par paquets et en utilisant le cas précédent, on a

2p+1 2p
Agpyr = Y (-1)*k = (Z(—Ukk) + (1) 2p+1)

k=1 k=1
=p—(2p+1)
= —(p+1)
Bilan :
zZ si n est pair
A, ?
—”TH si n est impair

Bonus. Il y a une formule close, sans disjonction de cas :

1
f4n/ _ (__1)n‘{7l‘F J
2
En effet,
Vl_y_lJ _ {%+%J Wéy%—l—{%J = §  sinest pair
2 ";“1 si n est impair

Autre bonus. Il y a une autre formule close, sans disjonction de cas, et sans partie entiére.
Deux formules trés pratiques :

n 1 sin est pair 1—(=1)~ 0 sin est pair
(1" = | N
—1 sinon 2 1 sinon
Comme
z si m est pair
A, = 2
f%f% si n est impair
one = (—1)"1  (=1)"2n+1)—1
n — (=" -1)"(2n+1) —
A, = (-1)"- = ———— =
(=1) 2 2 2 4
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Pour tout n > 1, on note P,, la propriété

P : KUp =1

Montrons, par récurrence forte, que Vn > 1, P,.

Initialisation. Je vous laisse montrer que P; est vraie.

Hérédité.

Soit n > 1.

Supposons que Py, Pa, ..
Montrons Pp41.

On a :

n+1

3
>
=1

n
§ 3 3
ILi + Qtn—%l
1=1

n
2 3 3

1Li + 1Ln—%1
=1

3
1Ln—%1

ltn—%l

2
ltn—%l

W2y~ s —n(n £ 1)

., Ppn sont vraies.

(Xw)

i=1

n 2
( :E:: u; + 1L71—k],)
=1

n n

(50)" o

i=1 %

*

K2

2
Ui)unJrl T Upgy
1

2
Ui)unJrl + Up4g
1

n

n
2 jg:: u; + Up+1
i=1

n
2> i+ Ung
i=1

0

hypothése (x) avecp=n+1

paquets (& gauche et a droite)

identité remarquable

simplification grace a (x) avec p =n

car Upt1 # 0

d’aprés Pq, Pa, ..., Pp.

calculs

On obtient que u, 11 est solution de I'’équation 2% —x —n(n+1) = 0, équation qui a pour solutions

n+1et—n.
Donc

Upt1 =N+ 1 ou Upt1 = —N

Or u est a termes strictement positifs, donc u, 11 =n + 1.

Et on a démontré P, 1.
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En factorisant par I’angle moitié, on obtient que la somme vaut 2 ZZ;& sin (%)
La somme est alors calculable et vaut 2 cotan (%)
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On peut faire une récurrence sur n.
Pour I’hérédité, utiliser Pascal, puis la formule d’absorption, puis la somme alternée des coefficients
binomiaux.
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Minoration du coefficient binomial central : preuve par récurrence

Pour tout n > 1, on note

P X A < 2n »
: < »
" 2y/n  \n

> Initialisation. Montrons que P; est vraie.

1
D’un coté, — =2

2V1
1
De l'autre (2 >1< ) =2

Donc P; est vraie.
> Hérédité.
Soit n > 1.

N " 2n
Supposons que P,, est vraie, cAdd —— <

Al 2n + 2
Montrons que P,,41 est vraie, cdd ——— < ( * )

2v/n+1 = n+1

Avant de commencer un quelconque raisonnement, remarquons que ’on a
2n+2 22n+1) (2n

(@) = =
n+1 n+1 n

Reformulons Py, :

0 4+l 2(2n +1) (2n
Pn = <
1 2v/n+1 n+1 n

cpley! 4%/n +1 < <2n)

2n+1 n

. . R 2n
Démarrons notre raisonnement en partant de P, qui dit F < .
n
A T'aide des équivalences ci-dessus, pour montrer P,,;1, on voit qu’il suffit de montrer que

any/n+ 1 4n
<
2n + 1 2./n

ce qui est équivalent &

vVn+1 1
<

c’est-a-dire a

2vnvn+1<2n+1

ce qui est vrai (de maniére générale, pour tous z,y € RT, on a 2,/7y < z + ¥, c’est 'exo 7)

> Bilan. D’aprés le principe de récurrence, on en déduit que :

Vn>1, P, estvraie
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> Hérédité, deuxiéme rédaction
Soit n > 1.

C4n 2n
Supposons que P, est vraie, cadd ——= <

e < (G

4n+l 2 2
Montrons que P,,4+1 est vraie, cdd ——— < ( nt )

2/n+1  \n+1

Avant de commencer un quelconque raisonnement, remarquons que l’on a
©) 2n+2\  2(2n+1) (2n
n+1 N n+1 n

Partons de P,,. On a :
4n . 2n
2yn - \n

On essaie de faire apparaitre le coefficient binomial central <

2(2n+1)

2n + 2

+1>, a laide de (V).

Pour cela, on multiplie par . On a donc :

n+1 2yn  \n+1l

Pour montrer P, 1, il suffit de montrer que :

2(2n 4+ 1) 47 o (2n+2>

4n+1 C 2@n+1) 4"
2n+1 = n+l 2yn

ce qui est équivalent &

1 _ 241 1
Vn+l  n+12yn

c’est-a-dire a :

2vnvn+1 < 2n+1

> Hérédité, troisiéme rédaction
Soit n > 1.

n 2n
Supposons que P,, est vraie, cdd —= < .
PP q n , ) \/ﬁ < (n

ntl 2n + 2
Montrons que P, 41 est vraie, cadd ——— < ( + )

2vn+1 = \n+1

Avant de commencer un quelconque raisonnement, remarquons que ’on a
2n+2 22n+1) (2n

(@) = =
n+1 n+1 n

Partons de P,,. On a :
4n < 2n
2v/n -\ n

47v+1
On essaie de faire apparaitre le membre gauche de 'inégalité de P,,41, & savoir

2v/n+1

n
. On a donc :

NG
vn+1

Pour cela, on multiplie par

gn+1 _ AVm (2
2n+1  Vnt+l\n

wea(n) < G
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Pour montrer P, 11, il suffit de montrer que :




ce qui est équivalent, a l'aide de (9©), a

4yn _ 2(2n +1)
vn+l = n+1

c’est-a-dire a :

2vnvn+1 < 2n+1
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1. Les racines n®™° de 'unité sont les complexes & = e¥, pour 0 < k< n—1
On a donc
2ipm
1 — (e n n . ipm
1 1 (—2L7f) sien” #1
S zikpr s/ 2ipr\ K L—em 0 sip#0[n]
Sp = Z e n = (e n ) = = .
Pt P n-1 n  sinon
Z 1* sinon
k=0
2. Onnote "= > &&. Ona (WHY?)
0<k,e<n—1
[
S% =8, 4 5’

Sin > 3, alors les entiers p € {1,2} sont tels que p # 0[n]. Donc S; = Se = 0, d’ou l'on
déduit S’ = 0.
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1. Ona:

n

Z (Z) cos(z + ky) = Re (

k=0 k
e (3 (1) )

k=0

=Re (e (14 €™)") Newton
= Re (e”ﬂei"y/2 (e7/2 4 eiy/Q)"> angle moitié
— Re (ei<f+ny/2>(2 cos(y/2))”> Euler

= 2" cos(z + ny/2) cos™ (y/2).

. Ona:

n

iz k
e e
S+iT = — = .
T kz:% (cosx)k kZ:O (cosx)

On a l’équivalence

eiz

=1 <= cosz+isinz=cosx <= sinz=0 <= x=0|[n]
cosw

— Siz=0|[n],alors S+iT=n+1,donc S=n+1et T =0.

— Sinon :
iz \nt+1
1 - (Cis.’l})
1 CcCos T
1 cos™ 1 g — eiz(ntl)
= X -
cos" cosr — e
_ cos" ™z — cos((n + 1)x) —isin((n + 1)z)
T cosx —1sinx
sin((n + 1)x) N .cos" L (x) — cos((n + 1)x)
= i .
cos™x X sinx cos™x X sinx
D’ou
- sin((n + 1)3:) ot T cos"t(z) — cos(.(n +1)x)
cos™x X sinx cos™x X slnx
BILAN :
n+1 six =0 [ 0 six=0 [
S = i et T = n+1 _
sin((n + 1)x) sinon cos" () cos(.(n + 1)z) sinon
cos™ x X sinx cos™x X sinx
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Ow v © = Z_ ":(""'3)
45£$1<w

S = Z_ Z_ ’CLM‘})
S T '
o ._/% g WHY
IV A

_ 4 > (o«-é)(éz'*'?})

y. ,}="- \—/’s—v—;—J ’
-—/}+Q"‘M +~4

" (O A I "”ééé)
2 e




m(m#)

L( . m(w)(2s) L
'y

]

« —_ /
‘\,"- O WA W
°‘°+M°‘;:;w o (ot Aovor 42.)
Nan mAm+

{

I

m(w4) (m‘+w _2_)
14

\

/

! WHY
M,KM»\-'\) (M-L)(M-l) i«

24
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e La premiére somme

e La troisiéme somme

Par sommation par paquets, on a :

> li—dl

1<i<n
1<j<n

STli= g+ > =g+ > li— ]
i=j

22 i — 4]

2 Z(j — )

2Z<Zuﬂ0
i=1 \ j=i+1

=1 2
Z (i — (2n+1)i +n(n+1))
n(n + 1)6(2n +1) (2n+1) n(n2+ 1)
nn+1)(n—1)
3

+n(n+1)n
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2
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G

—
=]
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1. On pose A_; = 0 de sorte que pour tout n € N,onaa, = A, — An_1.

On a alors :
> arBr =Y (A — Ax_1) By
k=0 k=0

n n
= ZAkBk - ZAk—lBk
k=0 k=0

j=—1
n n—1
=Y AxBp— Y _ A;jBja
k=0 j=0
n—1
=A,B,+ » Ay (Br— Bit+1)
k=0
n—1
= AB, — > Arby
k=0

=k-1]

terme pour j = —1 est nul

paquets dans la 1°*¢ somme puis linéarité

définition de by,

Résumons : pour faire ce calcul, il faut essayer de ne pas faire apparaitre de somme double,

autrement dit il faut transformer a; en A, — Ap_1.

2. Pour tout k € N, on pose aj, = 2F et By, = k.

Alors A,, = Z2k =92"tl _leth, = B,+1— By
k=0

D’aprés la question 1, on a :

> k2= (2" —1)n—
k=0

=2 —1)n-

=n+1)—n=1.

n—1

Z (2k+1 _ 1)

k=0
202" =1)+n

=2""(n—-1)+2
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1. Ty = 0 (la somme porte sur ’ensemble vide)
To=1x2=2
Ty =1x 2-+»1 x3+2x3=11

— 1¢ n—nn+1)Bn+2
Z(Z) ij] _ggy_] )= . = DD+
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) of 2 /on+1 2 /on+1
1. Ona: 5 def Z( o )(_1)k + i Z<2k+1>( 1)k
k=

k=0
rm 2 /on+1 L /on+1
mq :2k+1
S () X ()
k=0 k=0
2 1 2 1
S Y G LD R G
p q
;DE[[O,Q’r}-H}] qE[[(_),2n-j—1]]
p pair q Impair
re[0, 2n+1] r

7 pair ou r impair

N r

r=0

Newton (1+ i)2n+1

2 2n+1
2 Ona R+ 12 = |2 = [+ 2t = (L4i2) " =22,
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n 0y
e
Supposons par I'absurde que Z oh = 0.
k=1
. n_ify,
. e i e
On peut écrire I'égalité sous la forme 6291 + Z oh = 0, donc
k=2
i1 " ik
(%) D) = Z ok -
k=2
Or,
s aL . 0
— d’un coté, —621 = %;
— de lautre,
10k | itk . . . .
5% ‘ < Z o (inégalité triangulaire)
k=2 k=2
n
1
<D %
k=2
11
4~ ot
< 11
2
< 1 1
<37
1
< 5,

ainsi, on obtient une contradiction en appliquant le module de part et d’autre de 1’égalité
(%), ce qui conclut la preuve.
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