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Matrices et systéme linéaires

Opérations sur les matrices

Contre-exemple
Déterminer deux matrices carrées A et B de My (K) telles que :

1. AB = OMQ(K) et BA 7é OMZ(K)'
2. AB = Oy (k) BA = Oy (k) €6 A# Opre(xy €6 B # O oK) -

Produit matriciel avec la matrice J
On note J € M,,(K) la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1.
Soit M € M, (K). Calculer JM.J.

Calcul de puissance et Newton

0 1 —sinf
Soit A = -1 0 cos® | ot 6 € R. Calculer A® puis les puissances de A + I3.
—sinf cosf 0

Puissance de la matrice « surdiagonale unité »
Soit NV la matrice de taille n ayant des 1 sur sa sur-diagonale et des 0 ailleurs :

0 1
coeffij(N){l S%]:z-l—l N —
’ 0 sinon 1
0
Calculer les puissances successives de N.
En déduire que N est nilpotente.
, Vect(A,I)
2 -2 1
Soit A= | 2 —3 2].Montrer que A2 +2A4 — 31 =0.
-1 2 0

En déduire par récurrence que, pour tout n € N, la matrice A™ est combinaison linéaire de A et I.

Matrice colonne, matrice ligne
a®> ab ac
Soient (a,b,c) e R3 et A= |ba b* be

ca cb 2

Ecrire A comme le produit d’une matrice colonne et d’une matrice ligne.
En déduire A* pour tout k € N.

Calcul de puissances en pagaille
Calculer les puissances successives des matrices suivantes.

1 -1 11 1 2 a b cos —sind
A:<—1 1)’ B:(o 2)’ 02(2 1)’ DZ(O a)’ EZ(gino cos9>

a b b b
0 1 1 1 01 1 b a b
1000
F‘1000’G_123’H_b b
1000 b
b b b a
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Un peu de raisonnement

:08 , Centre de M, (K)
Déterminer ’ensemble des matrices de M, (K) qui commutent avec toutes les matrices de M, (K).

1109 ! Commutant d’une matrice diagonale
Soit D € M, (K) une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont deux a deux distincts.
Déterminer les matrices de M,,(K) qui commutent avec D.

110 | Matrice triangulaire commutant avec sa transposée
On veut montrer qu’une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) a coefficients réels commute
avec sa transposée si et seulement si elle est diagonale.

Un sens est évident, lequel 7
Pour I'autre sens, on considére une matrice A triangulaire supérieure commutant avec sa transposée.
On écrit A par blocs :

Montrer que v est la colonne nulle.
Puis expliquer comment conclure.

111 | Stabilité des matrices nilpotentes
On rappelle qu’une matrice carrée est nilpotente si 'une de ses puissances est nulle.
Soit A et B deux matrices nilpotentes qui commutent. Montrer que A + B et AB sont également
nilpotentes. Que dire si I’on enléve '’hypothése de commutativité ?

Matrices carrées inversibles

Avec un polynéme annulateur

0 1 1
1. Soit A= 1 0 1 |.Calculer A2— A. En déduire que A est inversible et déterminer A~1.
110

2. Pour n > 2, on considére la matrice carrée A de taille n dont tous les coefficients diagonaux
sont nuls et dont tous les autres coefficients valent 1. Est-elle inversible ?

S’appuyer sur la matrice pleine de 1 et sur le fait que le carré de cette matrice est connu.

{:1:13?: Nilpotence et inversibilité

1. Soit N € M,,(K) une matrice nilpotente.
En utilisant la formule de Bernoulli, montrer que la matrice I — IV est inversible et exprimer
son inverse comme polyndome en N (cad comme combinaison linéaire des puissances de N).

2. Soit A la matrice de taille n ayant des 1 sur la diagonale, des —1 sur la sur-diagonale et des 0

ailleurs :
1 -1
1 sij=1
coeffA; ; =¢ —1 sij=i+1 A=
0 sinon AR |

En utilisant la question précédente, montrer que A est inversible.

(114 TInversibilité et produit
Soit (A4, B) € (M,,(K))2. On suppose que AB est inversible.
Montrer que A et B sont inversibles.

Que peut-on dire de BA?
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{il_l:5j Matrice a4 diagonale dominante
Soit A € M,,(C) telle que

Vi e [[l,n]], |CL“‘| > E \aij|
J#i
1. Montrer que :
VX € Mpi(C), AX=0 = X =0
Une fois le raisonnement lancé, on pourra s’aider d’un raisonnement par ’absurde.

2. Que peut-on dire d’une matrice & diagonale dominante ?

Avec le critére AX =0

aq ‘ ags - Qp,
0
Soit M = | . € M, (K), avec ay,as,...,a, € K et une matrice N € M,,_1(K).
: N

0
Montrer que M € GL,,(K) si et seulement si a; # 0 et N € GL,,_1(K).

Utiliser le critére « du noyau nul ».

1
1
)

]

Une mini matrice compagnon
0 0 =z

Soit A = € My4(K). Montrer que A est inversible si et seulement si = # 0.

3
x EMg
y

€

R2 pour lesquelles la matrice A,y n'est pas

o o= O
o = O

0 0
10

18 | Inversible avec parameétres

Pour tout (z,y) € R?, on note A, , =

)

2

3

4
Représenter dans le plan l'ensemble des (z
inversible.

'Y)

119 | Inversible ou pas?
Déterminer si les matrices suivantes sont inversibles et, le cas échéant, calculer leur inverse.

1 1 2 01 2 1 4 7 i —1 21
A=|12 1|, B=[11 2|, c=(2 58], D= 2 0 2
2 1 1 0 2 3 3 6 9 -1 0 1

1 2 3 n 0 1 1 1

E= z 1 z (z€C), F= 001 - n=2 , G= 1 1
22 2z 1 Lo : .

00 0 1 -1

1 1 1 0

20, Echelonnement des matrices carrées
Montrer qu’une matrice est inversible si et seulement si elle peut s’écrire comme un produit de
matrices d’opérations élémentaires.
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Systémes linéaires

Trois, Deux, Un, Zéro

1. Soit a,b,c € K. Résoudre le systéme d’inconnue (z,y, z,t) € K* :

Ty + 3z + 17t = a
r + 2z + 5t =
-z + 5y + Tt o=
2. Pouvez-vous expliquer & l'oral & un camarade pourquoi les calculs précédents montrent que
0o 7 3
la matrice Z=| 1 0 2| est inversible?
-1 5 0

1122 | Valeur propre de J
Soit A € K.
Résoudre le systéme Sy suivant :

1-=XNz + y + z = 0
x + (1-Ny + z = 0
r + y + (1-Xz = 0

(123 de Téte?!
L’un des deux systémes suivants n’a pas de solution. De téte, déterminer lequel.
20 +3y—z2+t = 2 20 +3y—z2z+t = 2
20 4+ 3y + 2 = 4 20 4+ 3y + 2 = 4
2z + 3y + 22 = 3 2z + 3y + 22 = 3
2z + 3y = 5 2z + 3y = 4

124 | Systéme 2-2
Pour quelles valeurs de (a,b) € K? le systéme suivant admet-il : aucune solution ? une solution
unique ? une infinité de solutions ?

ax+by = 1
br+ay = 1

125 | Systémes a paramétres
Soit a,b,d, m,p,q,r,s € R des paramétres.
Résoudre les systémes suivants, en discutant selon les valeurs des paramétres.

1 Jrty=s ar  +y+ =z =1
T lr—y=d 5. T +ay+ =z =1

3z+y —z2=-1
2. {5 +2y—2z= a
de+y —z=2»5

z + y =1
axr + by =0
a’r+b*y=1
adr+by=0
mr+ y + z =1
r +my—+ z =m
r 4+ y +mz=1
r + Yy + z=m

(2a+ Dz +3y+(a+2)z=3

T +2y+az=1
3z+4y+2z=a
2 +3y— 2z =1

r+y+4z+4t=a
3x+y—4z+6t=0
x —dz+t =0

20+2z=p
—2x + 2z =¢q
—2r—vy =r
r —2y+2z=s
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—cos? 0 —cosfsinf cosf
On trouve A2 = | — cosfsinf —sin?6 sinf | et A3 =0.
—cos 6 —sin @ 1

Un point important est que I3 et A commutent, donc on peut utiliser la formule du bindme de
Newton.

— I3+ A)° =I;;

— (Is+A) =13+ A;

— (I3 + A)? =13+ 2A + A?;

— (I3+ AP =13+ 3A+3A%2 + A3 = I3 + 3A + 3A2.

Et ainsi de suite : comme A% = 0, on montre par récurrence que Yk > 3, A¥ = 0.
Continuons le calcul : sin > 2, on a

(Is+A)" = Z (Z) Ak =k (binéme de Newton)
= ( ) ( )Al (Z)AQ (car Vk > 3, A* = 0)
=I+nA+ (n; D g,
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On écrit la matrice par blocs

On obtient alors

AAT =

Cela entraine que v v = 0. Ce produit s’interpréte comme (la matrice 1x 1 dont 'unique coefficient

vaut) le scalaire v? + v3 + -+ +v2_; ot v = (v1,...,v,_1). On obtient donc une somme de réels
positifs de somme nulle, donc tous les réels sont nuls, donc tous les v; sont nuls, donc v = 0.

En recommencant la procédure sur la matrice Ay, qui est bien triangulaire supérieure et commute
avec sa transposée, on obtient de proche en proche que A est diagonale.
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111

— Comme A et B sont nilpotentes, on peut trouver a,b € N tels que A% = B? = 0.

Ainsi, pour tout k > a, on alors A¥ = AF=%A®* = (, et, de méme pour tout k > b, on a
B =0.

Alinsi, en posant p = min(a,b), on a A? =0 ou B? = 0.

On a alors

(AB)? = (AB)(AB)---(AB)

p fois
= AP B? (car A et B commutent)
=0 car ou bien p = a ou bien p =b

ce qui montre que AB est nilpotente.
Concernant la somme. Fixons p € N. Comme A et B commutent, on peut utiliser la formule
du binéme de Newton :

| L
(A+B)P = P yipi
11 suffit donc d’imposer p de sorte que 'implication suivante soit vraie :
itj=p = (z‘>aOUj>b)

Ceci est réalisé pour p = a+b. En effet, montrons cette implication en supposant la prémisse
i+ j = a+ b, puis en raisonnant par I'absurde. Si on avait i < a et j < b, alors on aurait
i+ j <a+b, ce qui contredit i +j = a + b.

Ainsi, on a (A + B)**t? = 0.

Si A et B ne commutent pas, le résultat ne tient plus.

On vérifie par exemple facilement que A = E; 5 et B € E 1 sont nilpotentes (d’aprés la régle
de multiplication des matrices élémentaires, on a en fait A> = B2 = 0).

Pourtant :
e La somme S = A + B vérifie

S? = B 9Fy 9 +E1 921 + Ea1FEy o+ By 1By
—— N——
-0 -0
=FEi1+ Eop.

On en déduit par récurrence que Vk € N*, §2k = Ei11 4+ Ez2 # 0, donc S n’est pas
nilpotente.

e Le produit P = AB = Fj; est une matrice diagonale trés simple qui vérifie P2 = P,
d’ott on déduit que Vk € N*, P¥ = P # 0, donc P n’est pas nilpotente.
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1. On a
2 0 0
A2—A=1[0 2 0] =2I
0 0 2
On a donc
AG(A-D)=1
(3A-1)A=1
Ainsi, A est inversible et :
1 -1/2  1/2  1/2
A*1:§(A71): /2 —1/2 1/2
/2 1/2 —1/2

2. Cette matrice A est liée a J, la matrice pleine de 1, par la relation A = J — I.

Comme on connait une relation entre les puissances de .J (a savoir J? = n.J), on écrit J en

fonction de A, puis on éléve au carré.

On a J = A+ 1. En élevant au carré, on a donc (A + 1) = n(A +1).
Avec la formule du binéme qui s’applique car A et I commutent, on obtient

A2 424+ T=nA+nlI dou

Comme n — 1 # 0, on a les égalités :

n—1

A2+ (2—-n)A=(n—-1I

A(L(A—(z—n)f))zf

Ainsi A est inversible et A™! = L (A — (2 —n)I).
n—1

Dessinons AL,

[ 2—n 1 1
1 2—-n 1
1
Al =
n—1 1
1 1
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Donnons deux solutions.

Avec échelonnement.

Rappel. Toute matrice carrée peut étre rendue triangulaire supérieure (inversible ou pas...) aprés
opérations élémentaires sur ses lignes. Autrement dit, il existe une matrice 2 € GL, (K) produit de
matrices d’opérations élémentaires et une matrice triangulaire 7" telle que QA = T. Et le caractére
inversible de A est le méme que celui de T (qui lui est facile & voir, car il suffit d’examiner la
diagonale).

Lemme. Soit ' de taille n — 1 inversible.

Alors la matrice

(faire le produit matriciel par blocs).

Supposons M inversible.

Utilisons le rappel a la matrice N : il existe une matrice ' € GL,,_1(K) telle que Q'N =T" ou T’

est triangulaire supérieure de taille n — 1.

L’idée est d’effectuer les opérations élémentaires correspondant a €’ sur la matrice M qui est

de taille un peu plus grande (donc les opérations élémentaires attaquent aussi la premiére colonne

de M, mais pas la premiére ligne, donc tout va bien!), ce qui ne change pas son caractére inversible,
ai ‘ az -+ Qn

on arrive alors & MoP-elem. —

: T

0
Cette matrice M°P-1™- est triangulaire (WHY ?), et elle est inversible (car M ’est). Donc M©P-elem-
n’a pas de zéro sur sa diagonale ce qui implique que a; # 0 et que T’ n’a pas de 0 sur sa diagonale,
donc T est inversible, donc N l'est !

Remarque. La matrice MOP-¢le™ est en fait le produit

Bilan : a1 # 0 et N est inversible.

Supposons a; # 0 et N inversible.

1l existe une matrice 2 inversible et une matrice triangulaire 7" inversible, telles que Q'N = T".
On a alors

1‘0 - 0 al‘ag e ap al‘ag S Ay
0 0 0

o : N R N
0 0 0

ce qui s’écrit

T/

Comme la matrice & droite est inversible, car elle est triangulaire supérieure avec aucun 0 sur la
diagonale (a; # 0 par hypothése, et il n’y a pas de 0 sur la diagonale de T”), et la matrice a
Pextréme gauche aussi (c’est le lemme initial), la matrice M est inversible (WHY 7).
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Apreés avoir essayé pour de petites valeurs de n, on montrer que 'inverse de F est la matrice ayant
une diagonale de 1, une premiére sur-diagonale de —2 et une deuxiéme sur-diagonale de 1 :

1 -2 1 - 0
0 1 -2

Fr=1 1

. »

0 0 0 1

Le calcul de FE est trés instructif.
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1. On échelonne la matrice & l'aide de I'algorithme du pivot de Gauss, sans oublier d’effectuer
les opérations élémentaires sur le second membre.

.7 31T a
A= 1 . 2 5
-1 5 7 | ¢ |
L1+ Ly ~ _
b
1 2 5 a
.7 3 17 c
-1 5 . 7 n -
1;3 < 1;3 —+ 1;1 _ b _
1 2 5 a
73 17 | b+
5 2 12
1 _ -
L2 — ?Lg b
1/7a
1 . 2 5 | bt
1 3/7 177
5 2 12
L3 <—L3—5L2 b
1/7a
1. 2 5 —5/Ta+b+c
1 3/7 177
~1/7 —1/7
L3+ —TLs3 b
1. 2 5 1/7a
1 3/7 17)7 5a — Tb — Tc
. 1 1
3
Lo+ Ly — ?L?,
b
1 1 2 g —2a 4+ 3b+ 3¢
11 5a —T7b — Tc
L1 <—L1 —2L3
1 . . 3
1. 2 —10a + 15b + 14c
11 —2a 4+ 3b+ 3c
da —T7b—Tc

Effectuer des opérations élémentaires sur les lignes d’un systéme ne change pas son ensemble
solution. On a donc ’équivalence

Ty + 3z + 1Tt = a T + 3t = —10a+ 15b+ 14c
r + 2z + 5 = b = Y + 2t = —2a+3b+3c
- + by + it = c z + t = ba—-Tb—"Tc
r = —10a+ 150+ 14c¢ + —3X
y = —2a+4+3b+3c + -2
= dreR, : = Ba—Th—Tc + —A
t = 0 + A
Bilan : I’ensemble des solutions du systéme initial est I’ensemble des quadruplets de la forme
(=10a + 150 + 14¢, —2a+3b+3¢c, ba—Tb—Tc, 0) + I-=3,-2,-1,1)
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ot A parcourt K.

0
2. On remarque que la matrice Z = | 1 est extraite de la matrice A initiale.

[SARNeniN |
SN W

-1
Cette matrice Z se transforme en l'identité via les opérations élémentaires décrites ci-dessus.

Ainsi (en louchant sur le second membre), on « voit que » (WHY ?!)

—-10 15 14
Zz'=| -2 3 3
5 -7 -7
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On peut commencer par remarquer que

’ z‘zaQ—bgz(a—b)(a—i—b).

Ainsi, si a # +b, la matrice du systéme est inversible, donc il a une unique solution (qui est en fait

_1
(“Tb ), mais I’énoncé ne le demande pas).

atb
Il reste alors a traiter les cas restants.
Sia = —b, le systéeme est
ar —ay=1 L. . ar—ay= 1
{—ax—i—ay:l, équivalent a {ax—ay:—l,

évidemment incompatible.
Enfin, si a = b # 0, les deux équations du systéme sont az + ay = 1, et ’on obtient une infinité de

1
solutions (qui forment I’ensemble { (‘1 y y) Y € R}, meéme si ce n’est pas demandé).
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Voici les ensembles de solutions.

1.

2.

s+d
()}
2
On a I’équation de compatibilité 3 +a + b = 0.
b+1
Si elle est vérifiée, ’ensemble des solutions est { z—3b—4],z€ K} ; sinon, il est vide.
z
Le systéme n’est compatible que sia=1etb=—-1lousia=—-1et b=1.
1
2
Dans ce cas, 'unique solution en est
1
2
l-y—=z
Si m =1, le systéme a pour ensemble de solutions { Y ,(y,2) € Kz}.
-1
Si m = —2, le systéme a une unique solution : | 0
-1
Dans tous les autres cas, le systéme est incompatible.
1l—y—=z
Si a =1, le systéme a pour ensemble de solutions { Yy ,(y,2) € KQ}.
z
Sia = —2, le systéme est incompatible.
1
at+2
Dans tous les autres cas, le systéme a une unique solution : | 1
a+2
1
a+2
3a>—2a—6
a+4
Si a = —4, le systéme est incompatible. Sinon, il admet une unique solution : | —242+2a+5
a-+4
a—1
a+4
b+4z—1t
Si a + 2b =0, le systéme a pour ensemble de solutions { —3b _282 -3t ,(z,t) € K2}.
t
Si ce n’est pas le cas, il est incompatible.
§=2¢—2r

9

Si p = 2q — 2r, le systéme a une unique solution, que I’on peut noter | 4¢—5r—2s
9

5q—4r+42s
9
Dans le cas contraire, le systéme est incompatible.
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