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Généralités

{_19_1_: Un vrai ou faux pour des suites réelles

1. Une suite qui n’a pas de limite est bornée.

2. Si limu,, = 0 alors lim u,v, = 0.
3. Si limu,v, = 0 alors limu,, = 0 ou limwv,, = 0.
4. Silimupuy,—1 = 0 alors limu,, = 0.
5. Silim(uy, + Upy1) = +oo alors lim u,, = +00.
6. Si (uy,) est strictement décroissante a termes positifs ou nuls, alors lim u,, = 0.
7. Si u, > 0 pour tout n, alors limnu,, = +oc.
8. Si uy, > 1 pour tout n, alors limu]r = +oo.
9. Si (|uy|) est convergente, alors (u,) est convergente.
10. Si (uy,) est convergente, alors (|u,|) est convergente.
11. Si uy, < v, < wy, pour tout n et si limu, =0 et limw, = 1, alors limv, € [0,1].
12. Si lim (w41 — uyn) = 0, alors (u,) est convergente.
13. Si (uy) est convergente, alors lim(uy,41 — uy) = 0.
14. Si (uy) n’est pas majorée, alors lim u,, = 400.
15. Si lim u,, = +o0, alors (u,) n’est pas majorée.
16. Si lim u,, = 400, alors (u,) est croissante a partir d’un certain rang.

102 | Suites a valeurs entiéres
Soit (uy,) une suite & valeurs dans Z convergente.
Montrer, en utilisant la définition epsilonesque, que u est stationnaire.
Puis montrer que la limite de u est dans Z.

Comparaison de deux suites

=
w

u v
Soit (uy) et (v,) deux suites de réels strictement positifs telles que  Vn € N, —tL < —2FL
U, Un,

1. On suppose que (v,) converge vers 0. Montrer que (u,) converge aussi vers 0.

2. On suppose que (u,) tend vers +o0o. Quelle est la nature de (v,,)?

1
1
)

m
=~

Deux situations amusantes
Soit u une suite réelle. Voici deux situations amusantes ot ’on peut montrer que u converge
Les questions sont indépendantes

1. On suppose que u est croissante et que (uQn) converge. Montrer que u converge.

2. On suppose que u vérifie n
PP 4 Vn,peN, 0L Upyp < +p
np

Montrer que u converge et déterminer sa limite.

Des limites

{_195 ! Nature
Donner la nature des suites dont le terme général est :

Y L 4= VAFT- Vi1
=
n + (=) +2 hy, = ViZ+n—nZ—n
b, = sin(nzg) o — e +n? . V7]
n TL4+1 in = T
¢, = D" f, = ol o
" n?+1 " n+4 In = o
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Lemme de d’Alembert pour les suites

Soit u € RY. On suppose que u est & termes strictement positifs et que Untl oy,
Un
1. On suppose ¢ < 1. Montrer que u,, — 0.
2. On suppose £ > 1. Montrer que u,, — +00.
3. Etudier le cas £ = 1.
Puissance n, warning
Montrer les assertions suivantes.
i) (vn EN, u, & ]—1,1[) = lmu’ =0  mais gel-1,1] = limg" =0
ii) limu, =0 = limu?=0
iii) limu, =¢€]-1,1[ = limul =0
iv) limu, =1 w=n"limu" =1
v) (VHEN, Up > 1) = limul =400 mais g>1 = lim¢" =+

vi) imu, =¢>1 = limu]! =400

La suite C tend vers In2
"1 1 1 1
o ’;k+n n+1+n+2+ +n+n

1. Rappeler une fagon de montrer que (C,,) converge.
2. Montrer que Vz €[0,1[, In(1+2z) <z < —In(1 — z).
3. En déduire que C), — In2.

Cosinus et sinus!
Les questions sont indépendantes

1. Déterminer la limite de u, = (2sin (1) + 2 cosn)”.

2. Montrer que la suite (z,,) définie par z,, = cos ((n + =)7) est divergente.
3. Montrer que, pour tout n € N, (3 ++/5)" 4 (3 — v/5)" est un entier pair.

En déduire que la suite (s,,) de terme général s,, = sin ((3 + v/5)"7) converge et déterminer
sa limite.

Suites récurrentes

Le retour de j a lire
Ug = a

Soit a,b € R et soit u la suite définie par ¢ wu; =b
VneN, upto+upy1 +u, =0

En une phrase, justifier que u est une suite réelle et déterminer une forme explicite pour wu,,.

En passant au log. ..
Uug > 0

Soit u définie par { u; >0 avec a,b € RT* tels que a + b < 1.
VneN, uppo = ulub

Montrer que la suite u converge et déterminer sa limite.

Que se passe-t-ilsia+b=17
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12| Suite récurrente linéaire d’ordre 2, mais affine (pas homogéne)
ug = 0
Soit u définie par ¢ u; =1
VneN, upto =uUpy1 +2u, —6

s
1
\

I'_ll

1. Montrer qu’il existe une suite constante w = (wy )nen telleque Vn € N, wp490 = wpi1 + 2w, — 6.
On note ¢ cette constante.

2. On considére la suite v de terme général v,, = u,, — c.

Montrer que v est une suite récurrente linéaire (homogeéne) d’ordre 2.
3. En déduire u,, en fonction de n.

4. Montrer que u admet une limite et la déterminer.

Suite récurrente d’ordre 1

. , . Ug = 0
Soit u définie par { YneN, unys = V6=,

Montrer que la suite u est bien définie.
Montrer que u converge et déterminer sa limite.

(14ae¥) 39 (nev) eodive a9b sinodomom sl 1ibuid stTivoq 0O

114 | Une suite retord

Soit u définie par n
VneN upp1=1+—
U

n
1. Expliciter la fonction f,, pour que Vn € N*, wu,i11 = fr(un).
Calculer les premiers termes (disons us, us, ug).

2. ** Montrer par récurrence que
1 1
Vn e N*, 5(1 +v4n —3) <u, < 5(1 +Vdn + 1)

3. En déduire que u est croissante, et donner un équivalent de u,,.

4. Montrer qu’il existe a et b deux réels tels que pour tout n € N*, on ait :

;+\/ﬁ<,/1+2—1> Sup —n <;+\/ﬁ<\/1+2—1>

5. Déterminer un équivalent de u,, — y/n.

{_1_1_5_: Racines imbriquées
Soit (un)nen+ la suite de terme général

unz\/n+\/(n—1)+---+ 2+V1

1. Etablir une relation de récurrence pour la suite wu.

2. Montrer que Vn € N*, /n <u, <+v2n—1.
3. Donner un équivalent de w,, (& I’aide de la relation de récurrence).
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Suites implicites

1116 | Une premiére suite implicite a lire
Soit u la suite réelle dont le terme général u,, est 'unique réel = € [0, 1] tel que 2™ +z — 1 =0.
Déterminer la nature de la suite u, puis le cas échéant sa limite.

117 | Une deuxiéme suite implicite DM
Pour n > 1, notons f, la fonction définie sur Rt par

n
fn: T 2" +2" 441 = Z:}:k -1
k=1

1. Soit n > 1. Montrer que 'équation f,(z) = 0 admet exactement une solution, notée u,.
2. Calculer u; et montrer que u, € ]0,1[ pour tout n > 2.
3. Etudier la monotonie de u et donner la nature de u.

4. Déterminer lim u,,.

.o\, ob moieestgxe’l 1emriotenstd otivens o oteixe {\s ob oiimiil sl sup Totimont 18q TEdMSMIMIOD STIHOG 1O

{;l_lS i Une troisiéme suite implicite

1. Montrer que, pour tout n € N, ’équation =z + Inx = n admet une unique solution dans R,
notée x,,.

[\

. Montrer que (2, )nen admet une limite et la déterminer.

3. Montrer que x,, ~ n. Puis que Inz,, ~ Inn.

W~

. Donner un équivalent de x, — n.

Avec deux suites'!

Suites imbriquées DM

Soient & = (2 )nen €t ¥ = (Yn)nen deux suites définies par

1
Tnt+1l = i(xn+\/yn)
1< zg<yo et Vn €N,

1
Yn+1 = i(yn + \/ﬁ)

Montrer que VnelN 1<z, <y,

Etudier la monotonie de la suite y.

En déduire que la suite y converge. On note £, sa limite.

En considérant la suite (\/QTH), montrer que la suite z converge. On note £, sa limite.
Montrer que £, = \/Ty et 0, = /1.

En déduire £, et Z,.

S G W=

120 | Moyenne arithmétique, moyenne géométrique
Soit a, b deux réels positifs. Soit u et v deux suites définies par

o Un+1 = 4/UnUn
ug = a
{ et VneN, Up + U

vo=>5 Vpg1 = 5

Montrer que les suites u = (un)n>0 €t v = (Up)n>0 convergent vers la méme limite.
On peut aussi poser la question difféeremment (c’est un peu plus précis, d’ailleurs) : montrer que
les suites (up)n>1 €t (Vpn)n>1, définies & partir du rang 1, sont adjacentes.
Dans cet exercice, on aura besoin de I'inégalité arithmético-géométrique :
r+vy
2

Vz,y >0, Ty <
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{:1:2:1?: Irrationnalité de e
Soit (uy,) et (v,) définies par

1 1
VnGN*, Up = Z_ et Up = Un"‘%
1. Montrer que u et v convergent vers la méme limite. On note e leur limite commune.

2. Montrer que Vn € N* nlu, < nle < nlu, + % On fera attention aux inégalités strictes.

3. En utilisant un raisonnement par ’absurde, en déduire que e est un nombre irrationnel.

Suites complexes

=
[\V)

Convergence ?
Etudier la nature de la suite définie par ug € C et w1 = %(3un — 2uy,).

=
w

Conjugué!
Soit (2, )nen une suite complexe telle que pour tout n € N, z,.1 = 3z, — Z,. Déterminer une
expression explicite du terme général z,.

m
N

Suite géométrique et somme

n
Soit z € C. Etudier la convergence des suites (2"),en et (Z zk> .
k=0 neEN

=
(S}

Joli!

n
Soit z € C tel que |z| < 1. Etudier la convergence de (H (1 4+ 22 )) et le cas échéant,
k=0 neN

déterminer sa limite.

1126 | Exponentielle complexe
Soit z € C.
z n
Pour n € N, on pose u,, = (1 + —) .
n

1. Montrer : |u,| — eRe(*).

I
2. Soit 6, € |-, w] un argument de (1 + %) Montrer 6,, — 0 et 0,, ~ mTEz)

3. Montrer que (uy)nen converge et déterminer sa limite.

Un peu d’analyse asymptotique

i:1:2:7] Vrai/Faux

Soient (un)nen €t (vn)nen deux suites telles que w,, # 0 et v,, # 0 & partir d’un certain rang. Pour
chacune des propositions suivantes, dire si elle est vraie au fausse (en justifiant).

1. Si u, ~ v, alors u,, —v,, — 0.

Si u,, — v, — 0 alors u,, ~ v,.

Si u, ~ v, alors ¥ ~ e,

e¥n ~ e gi et seulement si u, — v, = o(1).

Si uy, ~ v, et u, > 0 a partir d’un certain rang alors In(u,) ~ ln(vy,).

A

Si uy ~ vy, et u, — +oo alors In(uy,) ~ In(vy,).

28 | Classement
Classer les suites, dont les termes généraux sont les suivants, par ordre de négligeabilité.

s
1
\

I|_|I
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n n
1. 2 1 1 —_— .
n, n?, nlnn, /nlnn, o o
9 1 1 Inn Inn 1 1
"n’n?2’ n’ n2’ lInn’ nlon’

En bas et en haut
Déterminer un équivalent simple de :

1
1\" 1\\" 1\" 1 1\*"
un:(l—I——) vy = V/n wy, = (14sin| — xn=|—] —1 Ynp=—(1——
n? n n? n n

Fibonnaci
On définit la suite de Fibonnaci par Fy =0, F1 =1et Vn e N, Fj,y0 = F11 + F,.
Déterminer un équivalent simple de (F},)nen.

Equivalent simple
Déterminer un équivalent simple et la limite des suites données par les termes généraux suivants :

an = (n 4+ 31nn)e" >+ . o —Inn+1
n — _____75________
2 n?+1
n+1 "= Sn 3
vnZ+n+1 1 1
n?2—n+1 n—1 n+1
w3 — T hn=+vn+1—+vn—1
b= e in=/M{n+ 1) ()
Inn — 2n2 n
Rapide ?

Soit (un)nen décroissante telle que uy, + tUp4q1 ~ —.

n
Montrer que u,, — 0, déterminer le signe de u,, et en donner un équivalent simple.

Un équivalent, cela peut servir a ¢a
On suppose que (nu,) admet une limite.
Montrer que la suite (nu,11) admet la méme limite.

Somme de parties entiéres

n
Soit « € R. Trouver une constante C' € R et un exposant o € N tels que ZLka ~ Cn®.
k=1

Une belle limite

1. Soit a > 0.

Déterminer un équivalent simple de {/a. Méme question avec In( {/a).

e — 1 )
=1.

Et avec {‘/a — 1. On pourra utiliser que linf)
Tr—r

2. Soit u une suite telle que u,, — 1.
. Inz
Montrer que In Uy, ~ Uy — 1. On pourra utiliser que ,lillll R 1.
3. Soit a, b strictement positifs.
“a+ Vb
f_> ~ Cne.

Trouver une constante C' € R et un exposant a € Z tel que In ( 2

Déterminer

lim
n—-+oo

Va+ Wb\
2
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1136 | Qui I’emporte?
(Inn)™
n!
, puis utiliser un lemme avec un joli nom.

On souhaite déterminer lim u,, ot u,, =

Un+1
Un,

Commencer par déterminer lim

Autres

1137 | Série alternée
Soit (un)nen une suite décroissante de limite nulle.
n
Montrer que la suite de terme général S,, = Z(—l)”un converge.
k=0

Mon(14nc) 39 1s(nc) 2odiva aol 1oibudt

(=D*

n
En déduire que la suite de terme général Z o converge.
k=1

138 | Difficile. ..
Soit (ay) et (b,) deux suites réelles convergeant respectivement vers « et f3.
aObn + e+ anbO
n+1
1. Expliquer comment déduire de ce résultat le théoréme de Cesaro.

L’objectif est de montrer que la suite w de terme général w,, = converge vers af3.

2. Démontrer le théoréme avec la définition epsilonesque de la limite.

Exploiter la convergence de (an) et (by).

Découper, apcr, w,, en trois morceaux G, Cy, D, puis montrer que

|wp, — af| < |Gn| + |Cn — afB| + | Dy
— Constater que |G| et |Dy| sont aussi petits que 'on veut.
Découper C), — a8 en deux morceaux et montrer que ces morceaux sont aussi petits que 'on veut

(pour le « premier » morceau, utiliser un jeu d’écriture comme celui utilisé dans la limite d’un produit,
puis exploiter que les suites (ay) et (by) sont bornées; pour le « deuxiéme », montrer qu’il est du type
cste

n —+ 1

1139 Un exercice de Kholle
. . .. Un + Un+41 5
Soit (un)nen une suite positive telle que Vn € N uy, 19 < —s Montrer qu’elle converge.
(Igsd q¥) X800 = (6 M D 6V 18q oiaildb (gv) odive sl otivbotial
1140 eind

Soient 6 € R et (uy)nen et (vn)nen les suites définies par : Vn € N, u,, = cos(nf) et v,, = sin(nf).
1. On suppose que % est rationnel.
(a) Montrer que les suites (uy,) et (v,,) sont périodiques.
(b) En déduire que (u,) et (v,) convergent si et seulement si 6 € 277Z.
2. On suppose que % est irrationnel.

(a) Montrer que (u,) converge si et seulement si (v,) converge.

Utiliser les formules de trigonométrie pour écrire cos ((n, + 1)9).

(b) En déduire que (u,) et (v,) divergent.

Somme des inverses des coefficients binomiaux

n

1
Soit B la suite de terme général B,, = Z —. Montrer que la suite (B,,) converge.

=G
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102

Soit (ty)nen une suite d’éléments de Z. On suppose qu’il existe £ € R tel que w,, — ¢.
Remarquons qu’a priori, rien ne nous indique que £ € Z (ce sera en fait une conséquence importante

de l'exercice).

On applique la définition de la limite & € = % > 0.

On peut trouver un rang N € N tel que Vn > N, |u,, — €| <
Remarquons que cela entraine en particulier |uy — ¢| <
Soit n > N.

On a donc |u, — €] et |uy — ] < 4.

D’apreés 'inégalité triangulaire, on en déduit que |u, —un| <
ainsi, les deux entiers u,, et uy sont %—proches.

1
3
3-

2.
£ :

Comme deux entiers distincts ne sont jamais %—proches (pour deux entiers x et y, si y > z, on a
y—x>21l;siy<z onaxz—y>1:dansles deux cas, |z —y| > 1), on en déduit que les deux

entiers u, et uy sont égaur.
On a donc montré
vYn > N, u, = upn,

ce qui montre que la suite (u,)nen est stationnaire.
On en déduit que la limite de u vaut uy et est donc dans Z.

Variation de la preuve précédente.

Soit (n)nen une suite d’éléments de Z.

On suppose qu’il existe £ € R tel que u,, — £.

Par opérations sur les limites, on a ;41 — u, — 0.

On applique la définition de la limite a € = % > 0.

Ainsi, il existe un rang N € N tel que Vn > N, |upq11 — up| <
Ainsi, Vn > N, upy1 —un € ZN [%, %]

Or ZN|3,3] = {0}.

Donc Vn > N, upy1 —uy, =0.

Donc (uy,)n>n est stationnaire.

1
5-
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Vous devez trouver :

2
vneN, wu,=acos <%) +

2 (1)
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On introduit f : x + /6 — . L’intervalle [0, /6] est stable par f. En effet :

x 0
Variations V6  »
de f

L’intervalle [0, /6] contient uq et est stable par f.
Donc, par récurrence immeédiate, on a Vn € N, u, € [0,/6].
En particulier, la suite u est bornée.

La fonction f est décroissante, donc f o f est croissante.

Par conséquent, les suites (ug,) et (u2,+1) sont monotones (récurrence immeédiate pour la mono-
tonie de (usy,), puis sans récurrence on obtient la monotonie de (u2,41))-

De plus, elles sont bornées.

D’aprés le théoréme de la limite monotone, elles convergent.

Pour 'instant, on ne sait pas encore que u converge.

On sait simplement que les deux suites extraites (ug,) et (ug,+1) convergent.
Notons a = limug, et b = limug,41.

D’aprés le cours, on sait que u converge si et seulement si a = b.

Pour cela, examinons b — a et regardons si ce réel est nul ou pas.

On a ugpy1 = f(un) et uspyo = fugnt1).

Dou b = f(a) et a = f(b).

Dou b—a= f(a) — f(b), ce qui s’écrit

6-a)—(6-b) b—a
V6—a+vV6—b V6—a+V6-b

(b—a)(l— mim) =0

Montrons que la parenthése est non nulle. Raisonnons par ’absurde. Supposons que

1
1 = d’ou 1 =+v6—a++vV6—>
vV6—a++vV6—-05b

Orv6—a+v6—-0b>v6—a>vV6—v6>1.
D’ou la contradiction.
D’ot a = b, c’est-a-dire lim ug,, = limugy41.

b—a = V6—a—V6—0b =

D’ou

Donc (WHY), la suite u converge.
Par théoréme, la suite u converge vers un point fixe de f, c’est-a-dire vers ¢ vérifiant f(¢) = ¢,
c’est-a-dire /6 — ¢ = £.

On obtient (WHY ?) £ = 2.
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1. On pose fn::vr—>1+ﬁ de sorte que Vn € N*| uy,41q :1+£.
x u

n

2. Pour tout n € N*, posons H,,

1 1
5(1+\/4n73) < Uy §§(1+\/4n+1)

Initialisation. Pour n = 1, la double inégalité s’écrit

) 1+5
X u X
! 2
1 5 1 3
Comme u; = 1 et que +2\[ +2\[ 5 onen déduit que H; est vraie.

Hérédité. Soit n € N* tel que H,,. Montrons H,, ;1.
D’aprés H,, on a :

1 1
5(14—\/471—3) < Uy <§(1+\/4n—|—1)

On passe a I'inverse, on multiplie par n, on ajoute 1

2n 2n
14 T m + — <1+ H\/ﬁ
Il n’y a plus qu’a croiser les doigts pour que
(@) 1(14—\/4717—1—1) <lp—n et (D) 2n < (1+W)
2 1++adn +1 i 1++vAdn—3
Pour (G), on a les équivalences suivantes :
Q) &= VATl < l4— D o (VI T I-1) (VAT 1+1) <4n <= (dnt1)—1 < 4n

14+ +v4n+1
L’assertion finale étant vraie, on en déduit que (G) est vraie.

Occupons-nous de (D). En posant V = v/4n — 3, on a les équivalences suivantes :

e R I e S
= dn+1++4n—-3 < \/4n+5(1+\/4n—3)
2
— (dn+1+vIn—3)" < <\/4n+5(1+\/4n3>>
= (“@n+1)72+24n+ 1)V + 4n—3) < (4n+5)(1+2V +4n —3)
= 16>+ 12n—2+2(4n+ 1)V < 16n% +12n — 10+ 2(4n + 5)V
= 242V <10+ 10V
— 0<-14V
— 1<4n -3
<~ 1<n

L’assertion finale étant vraie, on en déduit que (D) est vraie.
I)’Oﬁ,?{n+q.
3. e La double inégalité précédente s’écrit v, < Uy < Vpy1.

Ainsi, on a Uy < Vpy1 < Upy1, A0 Uy < Upgq.

e On a

1
Vn e N*, 5(1+\/4n73) < Up (1++vidn+1)

[\.'J\H
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Ce qui s’écrit encore

1 3 1
VneN, —4+ym/l—-— <u, <=+vVm/l+—
2 4n 4dn
En divisant par y/n, on a
11 n 11 1
Vn € N, 5 <X <-o—=+4/1+ —

- 1—- 2 <=
2 vn m Sun Sa2vn in

Le membre gauche et le membre droit tendent vers 1.
D’aprés le théoréme des Gendarmes, on en déduit que

limu—n =1

vn

. En soustrayant y/n a la double inégalité, on a

1 3 1 1
VneN, =++n \1-—-1 <up,—vn <=+vVn 1+—-1
2 4n 2 4n

-3 1
Dootta=—-etbh=-.
ou a 1 € 1

. Reprenons la double inégalité précédente et examinons la limite des membres extrémes.

On a
Jied o Jr+ 2o
a a n a n
]. 7_]. - X ——- 0= — X —
ﬁ(\/ D ) v n a vn a
n n
On a
. a
ngrfooﬁzo vlJr%il 1
d’ou, par composition de limites, lim -——(F—— = =
C VIFt—-1 1 n—+0o = 2
lim ———— = = n
t—0 t 2

De plus, lim % = 0. Par produit, on a lim\/ﬁ<, 1+ % - 1) =0.

1
Ainsi, le membre gauche de la double inégalité précédente converge vers 2
On montrerait de méme que le membre droit converge vers 5
1
D’aprés le théoréme des Gendarmes, on en déduit que (un — \/ﬁ)n ey Converge vers 5

1
Donc  u, —+/n ~ 3
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1. — La fonction f,, est continue (en tant que fonction polynomiale)
— On a fp(0) = —1 et Em fn = +00, donc 0 est une valeur intermeédiaire entre f,(0) et
o0
li .
lim fr
Avec ces deux points et le théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit qu’il existe un
zéro dans [0, +oo[ pour la fonction f,.

— De plus, f, est strictement croissante (en tant que somme de fonctions strictement
croissantes et d’une fonction constante égale a —1).

Cette stricte monotonie prouve 'unicité du zéro.

Bilan : on a montré qu'’il existe un unique u,, € R* tel que f,(u,) = 0.

2. > Ona f;:x+— x— 1. Lunique zéro de f; est 1, donc u; = 1.

> Montrons que Vn > 2, u, €]0,1].

Soit n > 2. Pour bien comprendre la situation, voici ce que nous avons & notre disposition :

Variations / +oo
de f, o, —0

Petit zoom sur [0,1] (on an—1> 0, WHY ?)

x 0 Un, 1
. n—1
Variations —
de fn 1 _—— 0

Ecrivons ce que nous voyons. On a
-1 <0< n-1

ce qui s’écrit encore

Par croissance (la stricte croissance n’est pas utile ici), on en déduit 0 < wu, < 1 (en effet, si
on avait 0 > wu,, on aurait par croissance de f,, 'inégalité f,(0) > f,(un), ce qui n’est pas; idem pour si on avait

un > 1, etc.)
Si on avait eu la question suivante : montrer que u,, € [0, 1], voila ce que nous aurions écrit.

On a
-1 <0< n-1
ce qui s’écrit encore
fn <0> < fn (“11,) < fll(l )
Par stricte croissance (la stricte croissance est utile ici), on en déduit 0 < uy, < 1 (en effet, si
on avait 0 > wu,, on aurait par stricte croissance de f,,, I'inégalité f,,(0) > fy(un), ce qui n’est pas; idem pour si
on avait u, > 1, etc.)
3. e Etudions la monotonie de wu.
Fixons n € N*.

Deux solutions possibles : étudier f,,(un+1) ou fri1(uy). Je rédige la seconde solution.

a retenir : Pour comparer u, et u,y1, on va comparer leur image par f,41 qui est stricte-
ment croissante.

> Pour commencer, on cherche une relation entre f, 1 et f,.
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Ona f,:oxra”+2" ' +..-+2—1, donc

vV, frt1(z) = "t fn()

> On évalue la relation précédente en u,, en utilisant que f,(u,) = 0.
On obtient
Frr(un) = up™t + 0

> Cherchons & comparer f,11(uy) et fni1(unt1), autrement dit & comparer u? ™! et 0.
D’aprés la question précédente, on a u, > 0, d’ott u™ ™t > 0, ce qui s’écrit encore f, 11(un) >
frt1(tngr).

Comme f, 11 est strictement croissante, on en déduit wu,, > U,41 (en effet, si on avait u, < uny1,

on aurait, par stricte croissance de f,, 11, 'inégalité fp4+1(un) < fnt1(un+1), ce qui n’est pas).

Bilan : la suite u est décroissante.

e La suite u est décroissante et minorée (par 0), donc d’aprés le théoréme de la limite
monotone, elle converge.

. ** D’aprés la question précédente, la suite u converge vers un certain £ € R que l'on cherche
a déterminer.

Pour cela, commencons par montrer que lim u; existe.

On a e
— X
Vo #1, fal@) = o ——

Comme u,, # 1 pour n > 2, on a, en prenant r = u,, :

-1

1 —u”
Vn>2, 0 = up—m
1—upy,

On a envie de passer a la limite dans cette égalité; ce n’est pas encore licite, car on ne sait
pas si limu] existe.
Prouvons-le.
On a (WHY ?)
Vn > 2, 0 < upy < uy
Or up € ]-1,1], donc uf — 0.
D’aprés le théoréme des Gendarmes, on en déduit que u;, — 0.

Reprenons ce que l'on voulait faire, qui est maintenant licite. On obtient (car 1 — ¢ # 0,
WHY ?) :

1-0
0=40— —1
1-/
En résolvant cette équation d’inconnue ¢, on trouve ¢ = %
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1. On procéde par récurrence. Pour tout n € N, notons H,, :
1<z, <y,

e H, est vraie : c’est immédiat d’aprés I’énoncé.
e Soit n € N tel que H,, est vraie. Montrons H,,41.
D’aprés Hy, on a x, > 1 et y, > 1.

1
*Onadoncxn+1:§( T +Yn ) > 1
>1 >1
* On a

st = tnsr = 5 (0 = 20) = (Vi — Vi) = 5( VB = vVan) (W + VE) — 1) > 0

>0 cf.H, >1 cf.Hn

Autre solution.

Remarquer que ¢ — t — /t est strictement croissante sur [%,4oc[, donc sur |1, +o0].
D’aprés Hyp, on a 1 < x, < yp. Donc par stricte croissante, on a z, — \/Tn < yn — /Yn- Et
ainsi, Yn+1 — Tpt1 > 0.

BILAN : 1 < 241 < Ypt1, donc H, 11 est vraie.

e D’aprés le principe de récurrence, H,, est vraie pour tout n € N.

2. Soit n € N. On a )
Yn+1 — Yn = i(vxn _yn)

Comme 1 < x,, on a /T, < Tp.
On a aussi z, < Yn.

} Donc /x, < yn

Onamq:VneN y,r1 —y, <0, donc (y,) est strictement décroissante.

3. La suite y est décroissante et minorée par 1.
D’aprés le théoréme de la limite monotone, la suite y converge.

4. Pour tout n, on a \/Z,, = 2yp+1 — Yn. La suite (y,)n>0 converge (donc la suite (Yn+1)n>0)
aussi!). En tant que différence de deux suites convergentes, la suite (1/Z,)n>0 converge. Donc
la suite (z,,) converge, par continuité de la fonction carré.

5. Les suites (z,) et (y,) convergent. On peut donc passer a la limite dans :

1
Tn41 = i(xn + \/yn)
Vn eN,

1
Yn+1 = §(yn + v Tn)
On obtient : )
by = 5(&0"' fy) . { fz:\/ey
1 d’out
£y=§(£y+\/£;) by =Vt
6. Reprenons le résultat de la question précédente.
by =1, 2=y, =1,
d’on
Rappel : I'équation t* = t a deux solutions dans R, qui sont 1 et 0 (preuve ?).
Pour tout n, ona 1l <z, < y,.

Donc par passage a la limite dans les inégalités larges, on obtient 1 < £, < £,,.
Bilan : ¢, =1et ¢, =1

Autre solution (trés similaire).

On a b, =+/1,.

En passant a la limite dans 1 < z,, < ¥, on obtient alors 1 < £, < /2,
donc 1 < /¥, <4, </l Donc £, = \/€,. Donc £, € {0;1}.

Comme 1 < £, on a forcément ¢, = 1.
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11 est clair que les suites u et v sont bien définies (on prend bien la racine-carrée d’un nombre
positif ou nul).

e Commencgons par prouver que Vn>1, u, < vy

Soit n > 1.

En posant x = u,,_1 et y = v,_1, on voit que u,, est de la forme /Ty et v, est de la forme y.

D’aprés I'inégalité arithmético-géométrique, on a u,, < v,.

e Montrons que (uy)n>1 €st croissante.

Soit n > 1. Etudions la différence w1 — w,.
On a tpi1 — Up = /UnUp — Un = /Un(y/Un — /Un) qui est positif d’aprés le point précédent et le

fait que la fonction racine-carrée est croissante.

e Montrons que (vy,),>1 est décroissante.

Soit n > 1. Etudions la différence Unt1 — Un-
Up — Un . . . 5 N . .
—5 qui est négatif d’aprés le premier point.

On avyi1 —v, =

e On n’a pas encore montré que lim(u,, — v,) = 0, donc on ne peut pas encore dire que les suites
(Un)n>1 et (vp)n>1 sont adjacentes.

Cependant, on peut reprendre les idées de la démonstration du théoréme du cours qui dit que deux
suites adjacentes convergent vers la méme limite. Allons-y.

D’aprés les trois points précédents, on a
Vn)L U1<Un<0n<1)1

La suite u est croissante majorée (par vy) donc converge (d’aprés le th de la limite monotone).
La suite v est décroissante minorée (par u1) donc converge (d’aprés le th de la limite monotone).

e Montrons maintenant que u et v convergent vers la méme limite.
Il faut regarder ou ’on voit du u,, — v,, dans ce qui précéde.

Uy —
Et bien, par exemple, dans le troisiétme point. On voit v, 11 — v, = ——-"
Ainsi u,, — v, = 2(Vp41 — v,). On passe a la limite dans cette égalité en utilisant que v converge.
On en déduit que lim(u, —v,) = 0.

e On a vu que u et v convergent et que lim(u, — v,) = 0, donc u et v convergent vers la méme
limite.
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Soit € > 0.
Par convergence des suites (a,) et (by,), il existe ng € N tel que

Vn=ng lan—a|<e et |b,—p|<e.

Pour n > ng, on coupe la somme définissant w, en trois parties, en isolant les termes du type

arby_ pour lesquels simultanément k > ng et n — k > ng.

On écrit donc :

aobn + -+ + anoflbnfncﬁ»l + anfn[)«l»lbnofl + - +anbo + anobnfno + ang«l»lbnfnofl + -+ anfnobno
n-+1 n-+1 n-+1

Wn, =

On étudie séparément chaque terme G,,, D,, puis C,,.
Le numeérateur de G,, est une somme de ng termes (donc le nombre de termes est indépendant
de n) qui sont tous bornés : en effet, les suites (a,) et (b,) convergent donc sont bornées.

X borné.

Le terme général G,, est donc du type
n+1

Ainsi (G),) est le produit d’une suite bornée par une suite qui tend vers 0, donc (G,,) tend vers 0.
Idem pour D,,.
Il existe n; € N tel que

Vn>=ny, |Gpl<eet |D,|<e.

C’est donc C,, qui doit étre proche de af. On va s’inspirer de la preuve du fait que le produit de
deux suites convergentes est convergent. Pour cela, on écrit

Cn —aff = Cn n+1
_ (anobn—no - Oéﬁ) + (an0+1bn—no—1 - Oéﬂ) + -+ (an—nobno - Otﬁ) _ 2”005/8

n+1 n+1

Occupons-nous du premier terme. Les suites (a,) et (b,) convergent, donc il existe M € R tel que
pour tout n € N, on ait |a,| < M et |b,| < M. On a alors :

Vk € [ng,n—nol, |axbp—ir —af| < |ak||bn—r — B + 18] |lar — o] < 2Me.
D’ou

(angbn—no - Oéﬁ) + (ano-i-lbn—no—l - Oéﬁ) + -+ (an—nobno - Oéﬂ) < n— 27’7/0 + 1
n+1 = n+1

x2Me < 2Me

Occupons-nous du deuxiéme terme. Il existe ny € N tel que :

2noa3

Vn>n €
= T2, n+1 S

Par somme des deux termes, on a :
Vn=ng, |Cp,—af|<(2M+1)e
Résumons. Pour n > max (ng,n1,n2), on a :
[wn — aB| < [Gul + |G — 6] + Dl < (2M + 3)e.

Ceci prouve que (w,) converge vers a3
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On va montrer « d’'un seul coup d’un seul » que la suite B converge en attrapant méme au passage
sa limite !

Soit n € N que 'on suppose supérieur a 2.

Posons m = [ 251 .

On a les inégalités suivantes sur les coeflicients binomiaux (a4 montrer en exercice) :

ke [o.m]. (Z><<kil> et Vje[m+Lnl, (;L))(JL)

. . .. Yo s n _ n—k
Pour la preuve, il sera judicieux d’écrire (k+1) =5 (k)

1
Ainsi,
1 1 1 1 .
VEke[2,m], 5 < 7v et Vke[m+1,n—-2], -~ < -~ prendrej=n—3
Do () Do G)
Ainsi,
1 1
Vke[2,n—-2], — < -~

Par somme, on a donc

On en déduit en particulier que Z W — 0 (WHY ?).
k=2 \k

Reprenons. On a

0 (1) k=2 Z n
n—2
n k=2 (k)

n—2
1
Or % —0et Z ﬁ — 0. Par opérations sur les limites, on en déduit que B,, — 2.
k=2 \k
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