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I. Espace vectoriel : exemple et définition

Des exemples a graver dans votre téte

Ici, K désigne R ou C, muni des lois + et x usuelles.

Proposition - Les espaces vectoriels de référence -

Munis des lois + et - usuelles rappelées ci-dessous, les ensembles suivants sont des K-espaces vectoriels :

(1) K™ :I'ensemble des n-uplets a coefficients dans K.
Un habitant de K" est souvent noté x = (xj, ..., X;) ou encore X = (X;)1<i<n-
Un tel habitant est défini par la donnée de ...... scalaires.
Les lois + et - sont définies par

Ax+py = @Ax1+ py,.. Axg + pyn) = Ax; + wyii<i<n

(2) Mp,p(K) :I'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K.

a a2 aip
. 3 az  az e azp
Un habitant de .4, ,(KK) estnoté A= | | . . | ouencore A= (a; )i1<i<n
: : : 1<j<p
ap1  ap2 e QAnp
Un tel habitant est défini par la donnéede ...... scalaires.
Les lois + et - sont définies par
ﬂau +/Jb11 /1611P+/,tb1p
AA+pu-B = ' ' = (Aaij + pbiji<i<n
: : 1<j<p
Aany + pbpy -+ -+ Adnp + pbnp
3)
+
+ +

(4) KN :I'ensemble des suites a coefficients dans IK.
Un habitant de KN est noté u = (1) sen, OU encore u = (ug, Uy, Up,---), voire u: N — K
n o — Uy
Un tel habitant est défini parladonnéedun ..................cccoiiiiinat, de scalaires.

Les lois + et - sont définies par
Au+p-v = (Auy + 1Uvn)neN

(5) K!:1'ensemble des fonctions de la variable réelle a valeurs dans [ (ou I R estle plus souvent un intervalle)
Un habitant de K/ est noté f: I — K , voire trés rarement f = ( f (x))

Un tel habitant est défini parladonnée ...........................co.ee de scalaires.

xel’

Les lois + et - sont définies par

Af+pug: I — K
x — Af(x)+pugk)

N
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Définition d’'un espace vectoriel

Ici, K désigne R ou C, muni des lois + et x usuelles.

Définition (a lire, mais a ne pas apprendre)
Soit E un ensemble muni de deux lois :

ExE — E KxE — E
(x,y) — x+y Ax) — A-x

On dit que (E, +, -) est un espace vectoriel sur K (ou un K-espace vectoriel) lorsque les 8 conditions
suivantes sont vérifiées :

() Laloi + est commutative: Vx,yeE, x+y=y+x
(ii) Laloi + estassociative: Vx,y,z€E, (x+y)+z=x+(y+2)
(iii) Laloi + posséde un élément neutre Og: Vx€eE, Op+x=x
(iv) Tout élément de E admet un symétrique pourlaloi +: VxeE 3x'€E, x+x' =0g
(v) Laloi- est distributive sur I'addition + des vecteurs: VAeK, Vx,y€E, A-(x+y)=A-x+A-y
(vi) Laloi - est distributive sur I’addition + des scalaires: VA,uek, VxeE, A+u)-x=2A1-x+pu-x
(vii) Laloi- est compatible avec la multiplication x des scalaires: VA, uek,VxeE, Axp-x=A-(u-x)

(viii) Laloi - est neutralisée par le scalaire 1de K: VxeFE, 1-x=x

L'élément Of s’appelle le vecteur nul.
Les éléments de K s’appellent des scalaires.
Les éléments de E s’appellent des vecteurs.

Laloi + est une loi interne. La loi - est une loi externe.

« Dans (iv), un tel élément x’ est unique. Il s’appelle 'opposé de x et est noté —x.
Preuve : supposons qu'il existe x’ et x" € E tels que x + x' = 0g et x + x = 0.

Alors en considérant x + x' + x'/, on a les deux égalités :
x+x +x" = (x+x)+x" = 0p+x" =&

x+x"+x" = x+xN+x = 0g+x' = ¥
En fait, les 4 premiers points (i) a (iv) traduisent le fait que (E, +) est un groupe commutatif.

« On est maintenant en mesure de faire la preuve de la proposition précédente, page 2.
Pour chaque espace E, il faudrait faire les 8 vérifications. On va s’en dispenser!

« L'ensemble K lui-méme, muni de son addition et de sa multiplication, est un K-espace vectoriel.
Ainsi, R est un R-espace vectoriel.
Et, C est un C-espace vectoriel.
« L'ensemble C est un R-espace vectoriel si on le munit de son addition etdelaloiexterne: RxC — C
A,z — Az
« Un exemple général.
En fait, il existe un cadre général qui englobe a la fois les exemples (1), (2), (4), (5) (tous sauf celui des
polynomes).
Soit Q un ensemble quelconque (non nécessairement muni de lois).
Considérons E = K : 'ensemble des applications définies sur Q & valeurs dans K.
Les lois + et - sont définies par

Af+rpug: Q — K
w — Af(w) + uglw)

({_ g
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Proposition (régle de calculs).

— PourtoutAeKettoutve E,ona
(a) Ox-v=0g (b) A-0g=0g o ()-v=-v
— PourtoutAeKettoutve E,ona:

Av=0 = (A:OK ou UZOE)

« Preuvede (a), (b) et (¢)

(0K +0K) - v d’apres ......

(a) Ona Ok-v
= Ok-v+0Kk-v d’apres ......
En ajoutant 'opposé de Ok - v de part et d’autre de 1'égalité, on obtient ......
(b) Ona A-0g = A-(0g+0g) d’apres ......
= A-0g+A-0g d’apres ......
En ajoutant 'opposé de A -0f de part et d’autre de I’égalité, on obtient ......

(¢) On cherche a montrer que (—1) - v est 'opposé de v pour la loi +.
Ona v+(-1)v = 1l-v+(-1-v d’apres ......
= Ok-v d’apres ......
= Op d’apres ......
« Preuve de la propriété « produit scalaire-vecteur nul »

Supposons A-v =0g et A # 0. Montrons que ......
Ona v =

Il
— =
=S
— > <

N—

<

o

a8}

lan]

>
=
.
o
i)
=
(42}
»

(=
tr
Q
o]
—

NSNS

= O d’aprés ......

@ Définition (combinaison linéaire).

Soit se N et (vq,..., V) une famille de vecteurs de E.

Soit w € E.

On dit que w est combinaison linéaire des vecteurs de la famille (v,..., vy) lorsque
il existe 11,...,Ase K telque w= A v; +--- + Asvs.

« Si s =0, alors la famille est vide. Il est bon de retenir qu'un vecteur qui est combinaison linéaire de la
famille vide est égal au vecteur nul.

« Une combinaison linéaire est toujours une somme finie.

« Par exemple, la fonction exponentielle est combinaison linéaire des fonctions ch et sh.

Question. Placons-nous dans E = R¥,
La fonction constante égale a 1, notée ici 1, est-elle combinaison linéaire des fonctions cosinus et sinus?
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II. Sous-espace vectoriel

@ Proposition (caractérisation d’un sous-espace vectoriel)
Soit E un K-espace vectoriel. Soit F une partie de E.
On dit que F est un sous-espace vectoriel de E lorsque :
— Og€ F
— F est stable par combinaison linéaire VovoweF VApeK, A-v+pu weF

La stabilité par combinaison linéaire est équivalente a demander la stabilité pour la loi + et pour la loi -

]

YVoweF v+ weF et VleK, VYveE A-veF

Les parties {0z} et E sont des sous-espaces vectoriels de E, appelés sous-espaces vectoriels triviaux de E.
On obtient une définition équivalente (WHY?) en remplacant ’axiome « O € F » par 'axiome « F # @ ».

*

« Soit vy € E non nul. Le singleton F = {vy} N’est PAS un sous-espace vectoriel de E.  WHY?
fini )

« Comme K estinfini, un sous-espace vectoriel F d'un [ espace-vectoriel E est un ensemble
infini sinon

Un sous-espace vectoriel a fortement tendance a étre un ensemble infini!

« Attention a ne pas oublier de vérifier dans sa téte que F est une partie de E (cad F c E) avant de vouloir montrer
que c’est un sous-espace vectoriel de E. Ainsi, la définition doit étre retenue sous la forme :

FcE
déf.

OpeF —>  F estun sous-espace vectoriel de E

F est stable par combinaison linéaire

Exemple fondamental : le plan R?
Voici des parties de E = R?. Lesquelles sont des sous-espaces vectoriels de R??

//

Exemples chez les matrices.
Voici des parties de E = .4, (K). Lesquelles sont des sous-espaces vectoriels de E?

Fn(K) An(K) GL,(K) T, K) Tn (K) Pn(K)
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@ Exemples chez les colonnes. Soit E = .41 (K).
Soit A€ 4y p(K). Lensemble Fy = {X eE|AX = 0} est un sous-espace vectoriel de E.

Exemples chez les suites. Soit b, c € K. Lensemble Fj, . = {u ekKN|IVreN, upio+bupsr+cu, = OK} est

un sous-espace vectoriel de KN.

Proposition. Soit F un sous-espace vectoriel de E.
Alors les lois + et - de E induisent sur F des lois :

FxF — F ot KxF — F
(rv,w) — v+w Av) — Av

Muni de ces lois induites, le sous-espace vectoriel F est un [K-espace vectoriel.

« La preuve de cette proposition est omise, mais pas compliquée.
Il faut retenir la chose extrémement utile :

© Un sous-espace vectoriel d’'un espace vectoriel est lui-méme un _espace vectoriel.

C’est quasiment toujours a I’aide de ce résultat que I'on montrera qu'un objet est un espace vectoriel :
en le voyant comme un sous-espace vectoriel d'un espace de référence.

« Expliquez la phrase suivante :

Lensemble des solutions d’'un systeme linéaire homogene est un espace vectoriel.

Question. Montrer que 'ensemble H des matrices de trace nulle est un espace vectoriel.
En maths. Soit H = {M € M,[K)|tr(M) = 0}; montrer que H est un K-espace vectoriel.

Opérations ensemblistes sur les sous-espaces vectoriels

Replongeons-nous dans le chapitre « Ensembles et applications » du début d’année.
Quelles sont les opérations utilisées pour deux parties A et B baignant dans un ensemble Q?

Proposition (Intersection).
Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Lintersection F N G est un sous-espace vectoriel de E.

« En francais :

Lintersection de deux sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de E, donc est
un espace vectoriel.

On en déduit aisément par récurrence que l'intersection d'un nombre fini de sev de E est un sev de E.

« Plus généralement, une intersection (quelconque) de sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace
vectoriel de E.

« Warning 1. En général, la réunion F U G N’est PAS un sous-espace vectoriel de E.
Soit N = {(x,y) eK?| xXy= O}.

— Lapartie N s’écrit FU G ol F sont les sous-espaces vectoriels de [K? suivants :
F:{(x,y)eR2|y:o} et G:{(x,y)eR2|x:0}

— La partie N n’est pas un sous-espace vectoriel de K?; en effet :

« Warning 2. Le complémentaire F N’est JAMAIS un sous-espace vectoriel de E.  WHY?

(tire-



Somme de deux sous-espaces vectoriels

Définition.

Soit F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
On définit la somme de F et G, notée F + G, comme étant la partie de E :

F+G = {VEE | A(vp,vg) e Fx G, v= VF+VG}

Dit autrement, un élément de F + G est un élément de E qui s’écrit comme la somme d'un élément
de F et d’'un élément de G.

Ona F c F+ G. Prouvons-le. Soit vre F.Onavg= vg + 0 ,donc vpe F+G.
—~ —~~

eF €G
On peut retenir que F + G contient F et contient G.
OnaF+{0g}=... F+E=... F+F=...
Proposition.

Soit F, G deux sous-espaces vectoriels de E.

i) La partie F + G est un sous-espace vectoriel de E.

ii) Soit W c E.
W sous-espace vectoriel de E

FcWetGeW = Feesly

Le premier point dit :
La somme de deux sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de E, donc en
particulier est un espace vectoriel.

Le second point dit :

Lespace vectoriel F + G est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant a la fois F et G
ol « plus petit » est a comprendre « au sens de I'inclusion ».
On peut renverser la vapeur est mettre sur le devant de la scene W. L'énoncé dit alors que :

Si W est un sous-espace vectoriel de E contenant F et G, alors W est plus grand que F + G.

Le second point peut aussi s’écrire :

W stable par combinaison linéaire

FeWetGe W = F+GcW

En effet, si on a les hypotheses de gauche, alors W contient Og (car Og € F et F c W), et le fait qu'il soit
stable par combinaison linéaire assure le fait que c’est un sous-espace vectoriel de E et on ramené a
I’énoncé initial.

Warning 3.

Pas de Loi de Morgan avec la somme et I'intersection d’espaces vectoriels CnN (A+By=-CeA+ CNB
En revanche, on a toujours l'inclusion suivante HN (F+G) > HNF+ HNG

Pour en revenir au contre-exemple, dans E = K2, prendre A= ...

Question. Montrer que .4, (K) = %, (K) + o, (K).
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Somme directe de deux sous-espaces vectoriels

Définition.

Soit F, G deux sous-espaces vectoriels de E.

On dit que F et G sont en somme directe lorsque tout vecteur de F + G s’écrit de maniere unique
comme la somme d’'un vecteur de F et d'un vecteur de G.

Autrement dit, F et G sont en somme directe lorsque :

& Yvp,wpeF, VYuvg wgeG, VEtvg=wrp+wg —> Wr=wp et vg=wg)

« Lorsque F et G sont en somme directe, leur somme F + G se note F & G.

Ainsi, F @ G est donc une notation signalant 2 choses :

— la notation désigne le sous-espace vectoriel F + G

— la notation signale que I'écriture d'un vecteur de F + G en somme .. .etc. ... est unique.

Proposition.
Soit F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
On a les équivalences suivantes :

i) les sous-espaces vectoriels F et G sont en somme directe

ii) la décomposition du vecteur nul en somme d'un élément de F et d'un élément de G est
unique, c’est-a-dire

V) YvreF VYuvgegG, Vr+v=0p = (VF=0E et VGZOE)

Question. Montrer que .%;, (K) et o/, (IK) sont en somme directe.

Proposition (caractérisation pour sous-espaces)
On al’équivalence

F et G sont en somme directe — FNnG={0g}

« On peut redémontrer avec ce critere que %5, (K) et o7, (K) sont en somme directe. En effet, une matrice
a la fois symétrique et antisymétrique est nécessairement la matrice nulle. wHY?

. Dans E = CR, le sous-espace vectoriel C des fonctions constantes, et le sous-espace vectoriel N des
fonctions nulles en zéro sont en somme directe, car une fonction constante et nulle en 0 est nécessai-
rement la fonction nulle.

« Dans E = ., (K), les sous-espaces vectoriels 7" (K) et #,(K) sont-ils en somme directe?

Attention. Warning. Achtung.
Il ne faut pas confondre la somme directe @ (chez les espaces vectoriels) et 'union disjointe | | (chez
les ensembles)
veFeG NimpliquerAsque veFouveG
Une matrice quelconque n'est pas soit symétrique soit antisymétrique.

En revanche, une matrice quelconque s’écrit de maniere unique comme la somme d’une matrice symétrique et d’'une matrice antisymétrique.

oo
(tire-



Sous-espaces supplémentaires

Définition (sous-espaces supplémentaires).
Soit F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
On dit que F et G sont supplémentaires dans E lorsque E = F & G, c’est-a-dire lorsque :

— lasomme de F et G est égale a E

— lasomme de F et G est directe

« On dit que G est un supplémentaire de F. On dit aussi que F est un supplémentaire de G.

« En maths, la définition s’écrit :
F+G=E

F et G supplémentaires dans E lorsque
FnG= {0 E}

Autrement dit :

tout vecteur de E s’écrit de maniere unique comme

F et G supplémentaires dans E < , ,
pp la somme d'un vecteur de F et d'un vecteur de G

Comme on voit « il existe une écriture » et « une écriture unique », on peut penser a un raisonnement
par analyse-syntheése pour montrer que deux sev sont supplémentaires.

« I1 n'y a pas unicité du supplémentaire. On fera donc attention a ne jamais parler du supplémentaire
d’'un sous-espace vectoriel, mais bien d'un supplémentaire.

Parexemple,dansE:KZ,ona[KZ:FGBGOL‘IF:{(x,y)e[KzlyZO}etG:{(x,y)e[KzleO}.

OnaaussiKZ:FeHouH:{(x,y)e[Kzlx:y}.

Ainsi, G et H sont des supplémentaires de F.

G H,

Question. Soit E = /4, (K). Posons H = {M € E | tr(M) = 0} et D = Vect(I).
Montrer que H et D sont supplémentaires dans E.
Question. Soit E 'espace vectoriel des fonctions dérivables en 0.
sol — 20
Montrer que F = {f eE| f(0)=f'(0) = 0} etG= {x —ax+Db, a,be [R} sont supplémentaires dans E.

({ g
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Sous-espace vectoriel « engendré par...»

Exemple introductif.
Considérons «#3(K) I’ensemble des matrices antisymétriques de taille 3.

— C’est un espace vectoriel, n'est-ce pas?

— Fait. Il existe une famille de matrices antisymétriques telle que toute matrice antisymétrique s’écrive
comme combinaison linéaire des matrices de cette famille.

0 10 0 01 0 0 O
Preuve. Considérons la famille| |-1 0 0f, ] 0 0 0, |0 0 1}]|.
0 0O -1 00 0 -1 0
A B c
Vérifions qu'une matrice antisymétrique est combinaison linéaire de ces matrices.
0 a P
Soit M € o#3(K). Alors, d’apres le cours sur les matrices, il existe a, §,y e K telsque M= |[-a 0 vy
-p -y O
Ainsi, M =aA+ B+yC.
— Le fait précédent énoncé « en francais » s’écrit « en maths » sous la forme suivante :
23(K) = Vect(A, B, C)
Cela se prononce :
««#3(K) est 'espace vectoriel engendré par les vecteurs A, B, C ».
ou encore
«la famille (A, B, C) est une famille génératrice de o3 ([<) ».
Proposition-Définition.
Soit vy, ..., Vs des vecteurs de E.
— L'ensemble des vecteurs qui sont combinaison linéaire de v,..., vs est un sous-espace vecto-

riel de E.
— Cet ensemble est noté Vect(vy,..., Us).

— Cet ensemble Vect(vy,..., V) est appelé le sous-espace vectoriel de E engendré par vy, ..., Us
ou encore l'espace vectoriel engendré par vy, ..., Us.

— Ondit que (vy, ..., vs) est une famille génératrice de Vect(vy, ..., vs).

— En mathématiques :

Vect(vy,...,v5) = {weE | 3Aq,...,As €K, w:ﬂtlv1+---+/131/s}

« Un constat immédiat : chaque vecteur v; est dans Vect(vy, ..., Us).
Mais il n’est pas vrai qu'un habitant de Vect(vy,..., vs) est un v;.
Un habitant de Vect(vy,..., V) est une combinaison linéaire des v;.

« Vocabulaire.
Soit & une famille de vecteurs de E.

©  Vect(¥) se prononce «I'espace vectoriel engendré par la famille & ».

La phrase « & est une famille génératrice de Vect(F) » est une tautologie.

10
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« Preuve. Montrons que Vect(vy,..., Us) est un sous-espace vectoriel de E.

— Comme vy, ..., Vs € E, on aVect(vy,..., vs) € E car E est sable par combinaison linéaire.
— Onao0g € Vect(vy,..., vs).

— Montrons que Vect(vy, ..., Us) est stable par combinaison linéaire.

* Premiére preuve a comprendre.

Soit w et w' € Vect(vy,..., vs) et montrons qu'une combinaion linéaire de w et w' est dans Vect(vy, ..., vg).
Par définition de w, le vecteur w est combinaison linéaire de v;,..., v;.

De la méme maniére, le vecteur w' est combinaison linéaire de v,..., v;.

Par conséquent, une combinaison linéaire de w et w’ est une combinaison linéaire de vy,..., v;.

* Si vous n’étes pas convaincu par la premiere preuve en francais, écrivons-la en maths.
Soit w, w' € Vect(vy, ..., vs). Soit u, 4’ € K. Montrons que pw + p'w' € Vect(vy, ..., vs).

Par définition, w s’écrit A vy + -+ + A vg et w' s’écrit A vy + -+ + A v,

«Calculons » :

pw+p'w = p(Arvr+--+ Avs) + (Ajvr + -+ Avg) = (AL + ' AD v+ + (pAs + A vg

Donc pw + p' w' € Vect(vy,..., vs).

a b c
Question. Soit % '’ensemble des matrices circulantes de taille 3, i.e. ¢ = c ab (a,b,c) e K3
b ¢ a
Montrer que % est un [K-espace vectoriel.
Proposition (propriété de Vect)
Soit vy,...,v;€ E.Ona:
F sous-espace vectoriel de E
= Vect(vy,...,V5)c F
vi,...,Us€F

« Preuve détaillée que doit faire un éleve. Supposons F sous-espace vectoriel de E contenant vy, ..., Us.
Montrons I'inclusion Vect(vy,...,vs) € F.
Soit w € Vect(vy,..., V).
Alors par définition, il existe A;,...,A;e K telque w=A1v; +--- + A5vs.

Or vy,..., Vs € F et F est stable par combinaison linéaire (car F est un sous-espace vectoriel de E).
Donc weF.
« Preuve ensembliste. Supposons F sous-espace vectoriel de E contenant vy,..., Us.

Comme vy, ..., Vs € F, toutes les combinaisons linéaires de vy, ..., vs sont dans F (car F est stable par combinai-
son linéaire en tant que sous-espace vectoriel de E).

Par définition de Vect, la phrase précédente s’écrit en maths Vect(vy,..., vg) € F.
« Cerésultat dit que
©  Lespace vectoriel Vect(vy, ..., Vs) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant v,..., Us.
ol « plus petit » est a comprendre « au sens de I'inclusion ».
« On peut renverser la vapeur est mettre sur le devant de la scene F. Lénoncé dit alors que :
Si F est un sous-espace vectoriel de E contenant vy, ..., U, alorsil est plus grand queVect(vy, ..., Us).

« Limplication peut aussi se reformuler :

F stable par combinaison linéaire
= Vect(vy,...,v5)c F
Ul, ceey US € F
En effet, si on a les hypotheses de gauche, alors F est en particulier non vide (donc contient nécessairement O)
et le fait qu’il soit stable par combinaison linéaire assure le fait que c’est un sous-espace vectoriel de E et on
ramené a I’énoncé initial.

{

(f
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Opérations sur les Vect

Proposition.
Soit vy,...,vs€ Eet wy,...,w; € E.

Inclusion de deux « Vect »

Vect(vy,...,vs) < Vect(wy,...,w;) <= chaque v; est combinaison linéaire de w;,..., w;

Egalité de deux « Vect »

chaque v; est combinaison linéaire de wy,..., w;
Vect(vy, ..., vs) = Vect(wy,..., wy) o L.
chaque w; est combinaison linéaire de vy, ..., v;
Somme de deux « Vect »
Vect(vy,...,Us) + VeCct(Wy,..., W) = oo

Proposition (manipulation sur un « Vect »)
Soit vy,...,v;e Eet we E.

Inclusion

Sans aucune hypothése, ona Vect(vy,...,vs) < Vect(vy,..., vs, W)

Oter/Ajouter un vecteur

Si w est combinaison linéaire de vy, ..., vg, alors  Vect(vy,..., vs, w) = Vect(vy,..., Us)
On peut retirer/ajouter un vecteur qui est combinaison linéaire d’autres vecteurs.

Multiplier par un scalaire non nul

En remplacant le vecteur v, par av; avec a # 0, on ne change pas 'espace vectoriel engendré
par vy,..., Us. Autrement dit :

Vect(vy,...,vs) = Vect(avy, ..., vy)

Opération de combinaison linéaire
En remplacant le vecteur v, par v; ot v} = v; +une-combinaison-linéaire-de-v,,..., vs
on ne change pas I'espace vectoriel engendré par vy, ..., vs. Autrement dit :

Vect(vy, ..., vs) = Vect(vy, va, ..., vs)

. Dans R®, on al'égalité Vect(ch, sh) = Vect(x — e¥, x — e ™).

« Considérons la famille de .45 (IK) suivante

(tire-

F = (En+1, Exp+1, E1p+1, Eo1 +1)

On souhaite montrer que .#>(K) = Vect(%). On a (WHY?) :

Mo (K)

Vect(E11, Ez2, Ei2, E21)

Vect(Ei1, Ez2, Er2, E21, 1)

Vect(Eyp+1, Exop+ 1, Ejp+1, Eo1+1, I)
= Vect(Ey1+1, Exp+1, Ejp+1, Eo1+1)




III. Familles de vecteurs

Famille libre, famille liée

Définition (relation de liaison)
Soit vy, ..., vs des vecteurs de E.
Une relation de liaison entre vy, ..., vs est une égalité de la forme

M+ +Avs=0  oudy,..., AsekK.

La relation de liaison correspondant a A; = --- = A5 = Ok est appelée relation de liaison triviale.

| Définition (famille libre)
Soit vy, ..., Vs des vecteurs de E.
La famille (vy,..., vs) est dite

— librelorsque la seule relation de liaison entre les v; est la relation triviale, cad lorsque :
\fﬂq,...,ﬂq;EUQ, Allqj+"-4-ﬂﬁlg =0g - A== A@ =0k

— liée dans le cas contraire, c’est-a-dire lorsqu’il existe une relation de liaison non triviale entre
les v;, cad :

il existe des scalaires A1,...,As non tous nulstels que A, vy +---+ A;vs =0g

« Attention.
«Ay,...,Asnon tous nuls » signifie .......................o

«Ay,...,As tous non nuls» signifie .......................oo

« Vocabulaire.
Pour dire que la famille (vy,..., vs) est libre,
on peut dire que les vecteurs vy, ..., Vs sont linéairement indépendants.

« Avec le vecteur nul, on est lié.
Une famille qui contient le vecteur nul est liée.

Proposition (exemples fondamentaux)

— Notons e; = (0,...,1,...,0) e K". La famille (e, ..., e,) est une famille libre de K".

— La famille | E;, j) 1<i<n estune famille libre de .4, , (K).
I<jsp

Question.

sol — 21
1. Montrer que la famille & = ((1,2,3), (4,5,6)) de K3 est libre.

2. Montrer que la famille & = ((1, 2,3),(4,5,6), (7,8, 9)) de K3 est lice.

Question.

sol — 23
1. Montrer que la famille (cos, sin, 1) est libre.

2. La famille (cos?,sin?, 1) est-elle libre?
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Proposition (colinéarité).
Soit x, y € E deux vecteurs. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Les deux vecteurs sont multiples d'un méme troisiéme :

dzeE, 3a,pekK, (x=az et y=p2z).
(ii) Lun des vecteurs est multiple de I'autre :

ArekK, x=A1y) ou Auek, y=ux)

Dans ce cas, on dit que x et y sont colinéaires.

« Le «ou» dans la deuxieme assertion est rendu nécessaire par le cas ot I'un des vecteurs est nul et pas

I'autre.
Si x #0g et y =0g, on peut en effet trouver u € K tel que y = ux (il suffit de prendre yu = 0 ), mais on ne
peut pas trouver A € Ktel que x = 1y.

Preuve.
Supposons (i). Alors il existe ze Eet a, f € K telsque x =az et y = Bz.
— Casa #0.
Alors z = éx. Etalors y = ,B(éx) = gx.
— Casa=0.

Alors x = 0g. Et alors x = Ok y.
Dans les deux cas, I'un des deux vecteurs est multiple de I'autre. D’ot (ii).
Supposons (ii). Il y a deux cas a distinguer car on suppose « truc » ou « machin ».
Casouil existe A e K tel que x = 1y.
Alors on peut poser z = y pour obtenir (i) (a vous de vérifier).

Lautre cas est similaire.

Proposition (liberté des petites familles).

0. La famille vide () est libre.
1. Soit x € E. Alors la famille a un vecteur (x) est libre si et seulement si x # Og.

2. Soit x, y € E. Alors la famille a deux vecteurs (x, y) est libre si et seulement si les deux vecteurs
ne sont pas colinéaires.

Ces résultats ne s’étendent pas pour des familles plus grandes.

Par exemple, dans le dessin suivant, on vérifie que deux des trois vec-
teurs ne sont jamais colinéaires et, pourtant, la famille est liée, car

—

—_ —_ —_
u+v+w=20.

14

Proposition (famille liée).
Une famille est liée si et seulement si un des vecteurs est combinaison linéaire des autres.

(tire-

Il est important de comprendre que la proposition précédente ne dit pas que tout vecteur est combi-
naison linéaire des autres. Par exemple, la famille

(1,0,0, ©,1,0, (1,0,1), ©,0,1))

est liée car le 3™ vecteur est combinaison linéaire des 1¢' et 4°™¢, mais le 2¢™¢ n’est pas combinaison
linéaire des trois autres.



Question. Soit a,b,c,a’,b’,c’' € R.

i) A-t-on
a=ad
(Vxe[R, acos’x+bsin>x+c = a'cos2x+b’sin2x+c’) — b="b
c=c
ii) A-t-on
2 . 2 / 2 ) a=a
(VxelR, acos“x+bsin“x = a cos“x+ b sin x) = { b=
iii) A-t-on
a=ad
(Vxe[R{, a(x—2)+b(x—3)+c(x—4) = a’(x—2)+b’(x—3)+c’(x—4)) — b=V
c=c

Proposition (principe d’identification).
Si la famille (vy, ..., vs) est libre, alors on peut procéder a I'identification.

Autrement dit, en présence d'une égalité du type :
Mvr+-+AgUs = U1+ + UsUs

on peut en déduire que Vi, A; = y;, pourvu que la famille (vy,..., v;) soit libre.

Famille génératrice

Définition.
Soit F un sous-espace vectoriel de E.

Soit ¥ = (vy,..., Vs) une famille de vecteurs

La famille 7" est une famille génératrice de F lorsque tout vecteur de F s’écrit comme combinaison
linéaire de vy, ..., vs.

« La phrase précédente s’écrit F c Vect(7).
Mais comme Vect(¥) c F (WHY), on a aussi la définition alternative suivante :

La famille 7" est une famille génératrice de F lorsque F = Vect(¥).

« Avec cette définition, on a la phrase tautologique suivante :

©  Soit & une famille de vecteurs de E.
Alors & est une famille génératrice du sous-espace vectoriel Vect(F).

« Soit F un sev de E. Lorsque I'on demande de déterminer une famille génératrice de F, il s’agit de
trouver une famille ¥ telle que F = Vect(¥).
En particulier, ¢ est donc constituée de vecteurs de F!

1020 4
Question. Soit G = {X € #51(K) | AX=0} ol A= [0 1 3 0 5.
sol — 24

00016

Déterminer une famille génératrice de G.

Question. Déterminer une famille génératrice de H = «{A € M3(K) |tr(A) = O}.

sol — 24

({_ g
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Base

Proposition.

Soit (v1,..., Vs) une famille de vecteurs de E.

— Caractérisation de la liberté par l'unicité de I'écriture

Si la famille (vy,...,vs) est libre, alors tout vecteur combinaison linéaire de vy,..., v;
possede une unique écriture comme combinaison linéaire de vy, ..., vs.

Si tout vecteur combinaison linéaire de vy,..., vy posséde une unique écriture comme
combinaison linéaire de vy, ..., vy, alors la famille (vy,..., vs) est libre.

— Caractérisation de I'aspect générateur par I'existence de I'écriture
Sila famille (v1, ..., vs) est génératrice de E, alors tout vecteur de E possede une écriture
comme combinaison linéaire de vy, ..., v;.
Si tout vecteur de E possede une écriture comme combinaison linéaire de v4,...,vs,
alors la famille (vy, ..., vs) est génératrice de E.

Définition. Une base de E est une famille libre et génératrice (sous-entendu génératrice de E).

Proposition.
Soit 28 une famille de vecteurs de E.

5 (8
9]}

tout vecteur de E posséde une unique écriture
comme combinaison linéaire de vecteurs de 28

2B estune basede E <—
Dans ce cas, en notant £ = (g1,...,€4),

VveE, 3lyy...va€K, v=yie1+-+Ya€q

Les scalaires y sont uniques, dépendent de v, et s’appellent les coordonnées du vecteur v dans la
base 2.

« J’ai choisi la lettre d pour le nombre de vecteurs de 8. Pourquoi a votre avis? Souvent, on prend la
lettre n.

« Il est d'usage d’écrire les coordonnées de v sous la forme d’'une matrice colonne.
On note Matg(v) la matrice colonne des coordonnées de v dans la base 23.

Proposition (base usuelle de nos espaces vectoriels de référence)
— Lafamille (ey,..., e,), notée encore (ei)lgign’ est une base de K".
Cette base est appelée la base canonique de K”. Elle comporte .... vecteurs.

— Lafamille (E11,E12,..., En,p), notée encore (E; j) 1<i<n , est une base de .4, , (KK).
I<jsp
Cette base est appelée la base canonique de .4, , (IK). Elle comporte .... vecteurs.

16
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Question. Considérons les 3 vecteurs de K3 suivants :
UIZ(]-)]-; 1), U2:(1)2y4)y V3:(]-)3)9)y

Montrer que la famille (v4, v», v3) est une base de 3.

2
3 . Déterminer une base de G.
0

O O -
O = O
- O
D G

Question. Soit G = {X € 451 (K) | AX =0} ot A=

Question. Déterminer une base de H = {A € M3(K) |tr(A) = 0}.

, Théoréeme.
Soit b, c € C.

Notons A le discriminant de I'équation caractéristique x? + bx + ¢ = 0 notée ECp, ..
— Cas A #0. Notons z; et z; les deux solutions complexes distinctes de EC B
Alors la famille ((z{’)neN, (zé’)neN) est une base de Fj, ..
— Cas A = 0. Notons zq 'unique solution de ECy, . que 'on suppose différente de 0.

Aors la famille ((zg)ne,\,, (nzg)neN) est une base de Fj, ..

L'ensemble Fp, . = {u eCN|VneEN, uyio+bups) +cuy, = OC} est un sous-espace vectoriel de cN.
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IV. Sous-famille, sur-famille, concaténation

« Trouver une famille de K libre mais non génératrice.

« Trouver une famille de K3 génératrice mais non libre.

Proposition (sous-famille d’une famille libre)

— Soit vy,..., Vs des vecteurs de E.
Sila famille (v, ..., vy) estlibre, alors  Vie[l,s], (vi,...,vi-1,Vi+1,...,Vs) estlibre

Q© En retirant un vecteur a une famille libre, la famille reste libre.
— Plus généralement, en retirant des vecteurs a une famille libre, la famille reste libre.

Q Une sous-famille d’'une famille libre est une famille libre.

Proposition (sur-famille d’'une famille génératrice)

— Soit v4,..., vs des vecteurs de E.
Sila famille (vy, ..., v5) est génératrice de E, alors

YweE, (vy,...,Us,w) estgénératricedeE

O En ajoutant un vecteur a une famille génératrice, la famille reste génératrice.

— Plus généralement, en ajoutant des vecteurs a une famille génératrice, la famille reste généra-

trice.

Q© Une sur-famille d’'une famille génératrice est une famille génératrice.

« Plus tard, nous verrons les résultats suivants :
— Toute famille libre peut étre complétée en une base.

— De toute famille génératrice, on peut extraire une base.

Proposition (famille génératrice de la somme).
Soit F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
On obtient une famille génératrice de F + G en concaténant une famille génératrice de F et une

famille génératrice de G.
Autrement dit, si F = Vect(fi,..., f;) et G =Vect(gy,..., ;) alors F+ G = Vect(f,..., fr, 81,---»8s)-

Proposition (concaténation de bases)
Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de E admettant des bases ayant un nombre fini de vecteurs.

— Sila concaténation d’'une base de F et d'une base de G est une base de E, alors F et G sont

supplémentaires dans E.
— Si F et G sont supplémentaires dans E, alors la concaténation d'une base de F et d'une base

de G est une base de E.

« Enabrégé:
FoG=E <= DBrV%B;estune basede E

« Que devient cet énoncé en remplacant « base de E » par « famille génératrice de E »?

« Que devient cet énoncé en remplacant « base de E » par « famille libre de E »?

(tire-



Espacesvectoriels

Algebre linéaire, épisode 1

preuve et éléments de correction
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Premiere preuve : par analyse-synthese

On fixe ¢ € E. Montrons que ¢ s’écrit de maniere unique comme la somme d'une fonction de F et d'une
fonction de G.

Analyse. Supposons qu'il existe f, g € E tels que

i) feF fO)=f0=0
ii) geG gsécritx—ax+b

iii) p=f+g

En évaluant iii) en 0, on a ¢(0) = f(0) + g(0), d’'ou ¢(0) = g(0) = b.

Alors:
@' 0)=f0)+g0)=f0=a
On a alors
{ b = ¢0
a = ¢'0)

On peut alors trouver a et b en fonction des données.
On trouve a = ¢'(0) et b = ¢(0).
Ainsi g: x— ¢'(0)x+ ¢(0) et f = ¢ — g s’expriment en fonction de ¢.

Synthese. On pose g: x— ¢@'(0)x+ @) et f=¢p—g.
Vérifions que

i) feF fO)=f'0)=0
ii) geG gsécritx—ax+b
iii) ¢o=f+g

» i) Vérifions que f € F.

> f(0) =0; en effet, on a f(0) = ¢(0) — g(0) = ¢(0) —(0) =0.
> f'(0) = 0; en effet, évaluons f’ en 0 sachant que ' =¢'—g’.Ona f'(0) = ¢'(0)—g'(0) = ¢'(0)—¢'(0) = 0.

» ii) Vérifions que g € G. C’est évident
» iii) Vérifions que ¢ = f + g. C’est évident

Deuxiéme preuve

Montrons que
QO F+G=Eet
@ FnG = {OE}
(D Montrons I'inclusion non triviale, a savoir E c F + G.
Soitp € E.
Montrons que ¢ peut s’écrire comme la somme d'une fonction de F et d'une fonction de G.
Onposeg:x— @' (0)x+@0) et f=¢p—g.

Vérifions que

i) feF
ii) geG
iii) ¢=f+g



» i) Vérifions que f € F.

> f(0) =0; en effet, on a f(0) = ¢(0) — g(0) = ¢(0) —¢(0) =0.

> f'(0) = 0; en effet, évaluons f’ en 0 sachant que f' = ¢’'—g’.Ona f'(0) = ¢'(0)—g'(0) = ¢'(0)— ¢’ (0) = 0.
» ii) Vérifions que g € G. C’est évident

» iii) Vérifions que ¢ = f + g. Cest évident

On a donc prouvé qu’il existe f € F et g € G tels que ¢ = f + g (étes-vous convaincu?).

peF  doncg(0)=0et¢p'(0)=0
) Soit ¢ € FN G c’'est-a-dire
weG doncesécritx— ax+b

Montrons que ¢ est la fonction nulle.

Evaluons ¢ et ¢’ en 0 a 'aide de |'expression venant de ¢ € G.
Ona@(0)=bety'(0) =a.

En exploitant que ¢ € F, on trouve a = 0 puis b = 0.

En reprenant I'’expression de ¢, on en déduit que ¢ est la fonction nulle.

1. Montrons que la famille & = ((1,2,3), (4,5,6)) de K3 est libre.

Soit a, B € K tels que

a(1,2,3) + B(4,5,6) = Oys
Et montrons que a =0 et f=0.
Par identification des coordonnées :

axl + fx4 =0
ax2 + Bx5 =0
ax3 + px6 =0

1 4
2 5
3 6

Effectuons des opérations élémentaires sur les lignes de ce systeme homogeéne ce qui ne change
pas I'ensemble des ses solutions.

Effectuons L, — L, —2L; et L3 — L3 —3L; : On obtient :

ce qui peut s’écrire matriciellement :

a 0
gl = |°
0

1 4 0
o 3| % = o
0 -6 p 0
Visuellement :
a + 46 = 0
38 = 0
68 = 0

En examinant la ligne 2 (ou la ligne 3 d’ailleurs), on obtient § = 0.

({8
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Puis en reportant dans la ligne 1, on obtient @ = 0.

Remarque (pour ceux qui ont tout compris).
Reprenons le début de la preuve et simplifions-la un chouilla.
Par identification des deux premiéres coordonnées :

axl + fx4 =0
ax2 + Bx5 =0

ce qui peut s’écrire matriciellement :

1 4
2 5

0
0

a

p

On a ici une matrice carrée de taille 2, qui est inversible, car le déterminant vaut 1 x5—2 x 4 et est
différent de 0.

Par conséquent, le systeme a une unique solution, et c’est la solution nulle.

Donc a =0et f =0, ce qu’il fallait démontrer!
C’est dingue, non?

. Montrons que la famille & = ((1,2,3), 4,5,6), (7,8,9)) de K3 est liée.

Il s’agit de trouver a, 3,y € K non tous nuls tels que
a(l1,2,3) + B(4,5,6) + y(7,8,9) = 0ys

Sion al'oeil, on voitque @ =1, f = -2 et y = 1 conviennent.
Et la preuve est terminée!

Sinon, on fait la preuve suivante. On suppose qu'il existe «, 8,y € K vérifiant
a(1,2,3) + B(4,5,6) + y(7,8,9) = 0ys

Et on voit quelles conditions cela impose.
Par identification des coordonnées :

axl + fBx4 + yx7 =0
ax2 + Px5 + yx8 = 0
ax3 + Bx6 + yx9 =0

ce qui peut s’écrire matriciellement :

1 4 7] | 0
2 5 8| |[p| = |0
3 6 9] |y 0

Effectuons L, — Ly, —2L; et L3 — L3 —3L; : On obtient :
1 4 7 a 0
0 -3 -6|]|B] =10
3 -6 —-12] |y 0

Effectuons L, — —3L, et Ly — —¢Lg

1 4 7] |« 0
01 21(p| =|0
01 2] |y 0



Effectuons Ly — L3 — L,

1 4 7] |a 0
01 2||B]l =10
00 of |y 0
La phase de descente est terminée. Remontons!
Effectuons L; — L1 —4L, :
1 0 —-1] [« 0
01 2|l =1o
00 0]ly 0
On obtient le systeme
a - v =20
{ B + 2y =0

On voit qu’en prenant y quelconque, f = —2y et a =y, on obtient une relation de liaison.

Il suffit donc de prendre y non nul (par exemple égal a 1) pour obtenir une relation de liaison non
triviale.
Bilan:y =1, f=-2eta =1 est un témoin du fait que la famille est liée.

1. Montrons que la famille (cos, sin, 1) est libre.

Soit a, B,y € R tels que
acos+fsin+y1l = Ogr

L'égalité précédente est une égalité de fonctions. On obtient donc les égalités de nombres réels :
VxeR, acos(x)+ Bsin(x) +yLl(x)=0

En évaluanten 0, en Z, en 7, on obtient :

acos(0) + pPBsin(0) + Y10 = 0
acos(3) + Psin(3) + yI(F) 0
acos(m) + Psin(x) + ylm) = 0
d’ou
axl + Bx0 4+ yx1 =0
ax0 + px1 + yx1 =0

ax(-1) + px0 4+ yx1l = 0

1 0 1] [« 0
o 1 1||p| =10
-1 0 1] |y 0

Appliquons l'algorithme du pivot de Gauss.
Effectuons L3 — L3+ L;.

C’est-a-dire matriciellement :

1 0 1] [« 0
o1 1||pgl =10
00 2]y 0

La matrice est inversible (triangulaire supérieure avec aucun 0 sur la diagonale), donc

a 0
Bl = [0
0

({8
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2. la famille est liée car il existe une relation de liaison non triviale entre ces trois fonctions, a savoir
cos? +sin® —1 = 0 (au moins un des coefficients est non nul, ici ils le sont tous en fait).

Déterminons une famille génératrice de G.
On a les équivalences (WHY?)

2 X + + 2x3 + + 4x5 = 0
X=]. |leG = X2 + 3x3 + + bxs = 0
. X4 + 6x5 = 0
X5
X1 = —2/,t - 41
X2 = =34 — 51
— dLueR, X3 = 7
X4 = -61
X5 = A
X1 -2 -4
X2 -3 -5
<~ 3JALpueR, |x| =pu|l1|[+A[|0
X4 0 -6
X5 0 1
-2 —4
-3 -5
— XEVECt( 11,10 )
0 -6
0 1
-2 [-4]
-3 -5
Ces équivalences montrent I'égalité d’espaces vectoriels: G = Vect| | 1 [, | O
0 -6
L 0 4 L 1 4
[-2] [-4
-3 -5
Ainsi, une famille génératrice de G est la famille ( 11,10 )
0 -6
0 1|
Lecasn=3

a b c

Soit Ae Hquel'onécritA=|d e f
g h i

(tire-



Comme tr(A) = 0, un des coefficients de la diagonale de A s’exprime en fonction des autres. Par exemple,
i s’exprime en fonctionde a et e:
i=—a-—e

Reprenons I'écriture initiale de A et remplagons i par I’expression précédente. Il ya donc 9—1 = 8 lettres
utilisées. On doit donc dégager ces 8 lettres pour faire apparaitre 8 matrices. On a:

a b ¢
A = |d e f
g h —-a-e
1
= a +el. 1
-1 . -1
+b|. . |+c|. . f+d|1 . |+f|. . 1|+g]|. . |+h

Ainsi, A est combinaison linéaires des 8 matrices de la famille :
F = ((Eii — E33)jef1,2] (Eij)i;éj)

Autrement dit,
H < Vect(%)

>/Synthese | Montrons que H > Vect(%).

Comme H est un espace vectoriel, il suffit de montrer que les matrices de & sont dans H.
Il est évident que la trace des matrices E;; — E33 est nulle, tout comme celle des matrices E;j avec i # j!!

Bilan. On a montré I'égalité H = Vect(&).
Donc & est une famille génératrice de H.

Le cas n quelconque

Soit A€ H quel'onécrit A=) a;;E;j.

ij
Comme tr(A) = 0, un des coefficients de la diagonale de A s’exprime en fonction des autres. Par exemple,
an,n s'exprime en fonction des précédents :

appn=—0a11 —d22 — "~ Ap-1,n-1

Reprenons I'écriture initiale de A et remplagons ay, , par I'expression précédente. Il y a donc n? — 1
lettres utilisées (tous les a;; sauf a,,). On doit donc dégager ces n?—1lettres pour faire apparaitre n> — 1

matrices.
n

Z a;E;i + Z a,-jEij
i-1 oy

A

-1

S

= diiEii+(—du—azz—"'—dn—l,n—l)Enn + Y aiEij
i=1 iz

= Y a;i(Eii—Enn) + Y_ aijEij
i=1 i

({8
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Ainsi, A est combinaison linéaires des matrices de la famille

F = (it~ Enndicpuno Eipiz))

Autrement dit,
H < Vect(%)

>/Synthése | Montrons que H > Vect(%).

Comme H est un espace vectoriel, il suffit de montrer que les matrices de & sont dans H.
Il est évident que la trace des matrices E;; — Ep,, est nulle, tout comme celle des matrices E;j avec i # j!!

Bilan. On a montré I'égalité H = Vect(%).
Donc & est une famille génératrice de H.
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