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I. Définitions, exemples

, Définition.

Soit E et F deux [K-espaces vectoriels.
Une application f: E — F est dite linéairelorsque

Vo, v'eE, VYALA €K, fAv+AV) = Af(w)+ A f(V)

Vocabulaire et autres notations tres imporantes.
« Lensemble des applications linéaires de E dans F est noté £ (E, F).

« Lorsque F =K, on dit que f est une forme linéaire sur E.
L'ensemble des formes linéaires sur E est noté £ (E, K).

« Lorsque F = E, on dit que f est un endomorphisme de E.
L'ensemble des endomorphismes de E est noté £ (E).

« Lorsque f € Z(E, F) est une application linéaire bijective, on dit que f est un isomorphisme.

« Lorsque f € £ (E) est un endomorphisme bijectif, on dit que f est un automorphisme.
L'ensemble des automorphismes est noté GL(E).

Proposition (propriétés immeédiates).
Soit f: E — F une application linéaire entre deux espaces vectoriels.
Alors,ona:

— f(0p) =0F
— VneN* Yuy,...,vp€E, V/ll,...,AHE[K, f(/l1111+"'+/1nl)n):/llf(lll)+"'+/1nf(l}n).

— Larestriction de f a un sous-espace vectoriel de E est une application linéaire.

@ Exemples a trés bien connaitre.

« Lapplication E — F ,notée 0¢ g F), estlinéaire : c’est 'application linéaire nulle.

« Lapplication E — E ,notée 0y (p), estlinéaire : c’est'endomorphisme nul.
« Lapplication E — E , notéeidg, estlinéaire : c’est 'endomorphisme identité.
v — v
« Soit A € K. Lapplication E — E ,notée Aidg, estlinéaire : c’est '’homothétie de rapport A.
v — Av

Une homothétie commute avec tout endomorphisme.
Si A # 0, alors ’homothétie de rapport A est un automorphisme dont I'’endomorphisme réciproque est
I’homothétie de rapport %

Question.
1. Soit f: KN — K
(Un)pen —  Uo
Montrer que f est une application linéaire. Est-ce que f est un isomorphisme?

2. Soit b, c e K. Soit F, . = {(un)neNEKN IVneN, un+2+bun+1+cun:0}.

Montrer que 'application f : Fp. — K2 est un isomorphisme.
(Un)pen —  (Uo, 1)
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II. Opérations sur les applications linéaires

Rappel.
Soit F est un K-espace vectoriel (donc muni de loi + et -), et 2 un ensemble quelconque.
Alors 'ensemble F est un espace vectoriel pour les lois + et - suivantes :
f+tg: Q — F et a'f: Q — F
x — f(x)+gk) x — a f(x)

En particulier, si Q = E est un espace vectoriel, alors FE est un espace vectoriel onnuiise rien de la structure dev de E pour

définir cet espace vectoriel FEL

Proposition. Lensemble Z (E, F) est un sous-espace vectoriel de FZ.

« Cette proposition dit que I'application nulle est une application linéaire et que toute combinaison
linéaire d’applications linéaires est une application linéaire.

Plus précisément
— Soit f,ge Z(E,F).Alors f+ge€ Z(E,F).
En francais : la somme de deux applications linéaires est linéaire.
— Soit fe Z(E,F)et LeK.Alors A-f € Z(E,F).
En francais : en multipliant par un scalaire une application linéaire, on obtient une application
linéaire.

Proposition (Opération de composition o entre applications linéaires).
Soit f € Z(E,F) et ge Z(FQG).
Alors go f e Z(E,G).

« En francais : La composée de deux applications linéaires est une application linéaire.

« On a toujours I'énoncé « Chaussettes et chaussures ».

Si f et g sont des isomorphismes, alors go f aussietona (go f)™! = flog .

Proposition (bilinéarité de la composition).
Soit f € Z(E,F) et ge Z(F,G).
Les applications

ZX(FEG — Z(E G et Y (E,F) — Z(EQG)
h — hof h — goh

sont linéaires.

« On dit que I'application
V: L(EF)xZLFG — Z(EQG)
f,8 — gof
est bilinéaire, ce qui signifie que

YA fi+A2fo,8) =MV (f1,8) + 2P (f2, 8) et Y(f, g1+ peg) =Y (f,81)+uY(f, g)

Proposition.
Soit f: E — F est un isomorphisme (= une application linéaire bijective).

Alors sa bijection réciproque f~!: F — E (aussi appelée son inverse) est une application linéaire.

« Lorsqu’il existe un isomorphisme de E dans F, on dit que les espaces vectoriels E et F sontisomorphes.
Le caractere symétrique de cette terminologie est justifié par la proposition précédente!
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Cas particulier des endomorphismes

Opération de composition o entre endomorphismes.
« Soit f € Z(E) et g € Z(E) deux endomorphismes de E.

Alors fo g et go f sont des endomorphismes de E, en général différents.

Soit f € Z(E) un endomorphisme de E.
Alors f o f est un endomorphisme de E, noté f 2 On prononce « f carré», ou encore « f composé 2 fois »

« Soit f € Z(E) un endomorphisme de E et k € N.

Alors fo---o f est un endomorphisme de E, noté f*. on prononce « f puissance k» ou « f composé k fois»
——
k fois
Ona f%=idg

. Lorsque f est un automorphisme (endomorphisme bijectif), alors f* est également un automor-

phisme et son automorphisme réciproque est noté f~* (c’est f~! composé k fois).

Proposition (opérations sur £ (E))

% (E) est un espace vectoriel pour les lois + (loi interne) et - (loi externe).
% (E) est muni d’'une autre loi interne : I'opération de composition o.
Cette loi possede idgy comme élément neutre, c’est-a-dire

Ces trois lois +, - et o vérifient :
(f+8oh=... ho(f+g)=... fo(A-g)=...

La loi o est non commutative.
Il n'y a pas de propriété d’intégrité : en présence de f o g = 04 (g), on ne peut rien dire.

En maths, on dit que (jf (E), +, -, 0) est une [K-algebre. Elle est non commutative, et non integre.

Proposition (formule du bindme de Newton).
Soit f, g € Z(E) deux endomorphismes ‘ qui commutent ‘

VPEN, (F+8P = i
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III. Noyau et image d’'une application linéaire

' Proposition.
Soit f € Z(E, F).

— Si E’ est un sous-espace vectoriel de E, alors f(E’) est un sous-espace vectoriel de F.
— Si F' est un sous-espace vectoriel de F, alors 'image réciproque U (F’) est un sous-espace
vectoriel de E.

Définition/Proposition.
Soit f € Z(E, F) une application linéaire.
Le noyau de f est le sous-espace vectoriel de E suivant :
Ker f = {xEEIf(x) :oF}

Limage de f est le sous-espace vectoriel de F suivant :

Imf = {yeFl3xeE y=f}

Question. Montrer que f: /4,(K) — K est une forme linéaire.
M — tr(M)
Déterminer une base de son noyau.

Proposition (caractérisation de I'injectivité d'une application linéaire)
Soit f € Z(E, F) une application linéaire.

f estinjective < Ker f ={0g}.

En francais Une application linéaire est injective SSI son noyau est réduit au vecteur nul.

Question. Soit / un intervalle.
Montrer que 'application D: 2(I,R) — R! estlinéaire.

¢ — ¢
Est-elle injective?

16| | Lemme tres pratique (a connaitre).
Soit f € Z(E,F) et ge Z(FQG).
L'égalité d’applications linéaires go f = 0 (g, équivaut a l'inclusion Im f < Ker g.

Question. Soit f € Z(E). On pose f? = fo f (c’est un endomorphisme de E).
1. Montrerque ImfcKerf < f2=0.
2. Montrer que Ker f < Ker f2.
3. Montrer que Im f? cIm f.
4. Montrer que Ker f = Ker f? < Ker fnIm f = {0g}.

(tre-
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IV. Applications linéaires et famille de vecteurs

Avertissement. Dans ce chapitre, il y abeaucoup de résultats qui nécessitent que ’espace de départ pos-
sede une famille génératrice finie. Bien s{ir, tous les espaces vectoriels n’ont pas forcément une famille

génératrice finie. Exemples?

Proposition (famille génératrice de 'image).
Soit f € Z(E, F) une application linéaire.
Soit ¥ = (e, ..., e,) une famille génératrice finie de E. Alors I'image de f est donnée par:

Imf =Vect(.......coovviveiinn....

Morale de l'histoire : sil'on dispose d'une famille génératrice de 'espace de départ, on connait une famille génératrice de I'image de f.

Proposition. Soit f € Z(E, F).

— Soit ¥ une famille génératrice de E.
Si f est surjective, alors f (%) est une famille génératrice de F.
Si f(9E) est une famille génératrice de F, alors f est surjective.

— Soit &k une famille libre de E.
Si f estinjective, alors f(Zg) est une famille libre de F.

Proposition (caractérisation de I'injectivité, surjectivité, bijectivité avec une base de E)
Soit f € Z(E, F) une application linéaire.
On suppose que %Bg = (ey, ..., e,) est une base finie de E.

— f estinjective < la famille ( fle),....f (en)) est une famille libre de F.
— [ estsurjective <= la famille ( flen),....f (en)) est une famille génératrice de F.

— f estbijective <= la famille (f(el), . .,f(en)) est une base de F.

(tire-



V. Caractérisation d’une application linéaire

Proposition (définition d’'une application linéaire par 'image d’une base)

On suppose que (ey, ..., e,) est une base finie de E.

Pour toute famille (vy,..., v,) de vecteurs de F, il existe une unique application linéaire h € £ (E, F)
telle que i € [1,n], h(e;) = v;.

En francais :
« Une application linéaire est entiérement déterminée par les images des vecteurs d’'une base »

« Pour définir une application linéaire h : E — F, il suffit de se donner les h(e;) pour tout i € [1, n].

« Par exemple, 'endomorphisme de transposition de .4, (K) est 'unique endomorphisme f tel que...

« Par exemple, la forme linéaire trace sur .4/, (K) est 'unique forme linéaire f telle que...

Proposition (égalité de deux applications linéaires)
On suppose que (ey,..., e,) est une base finie de E.
Soit f, g € Z(E, F) deux applications linéaires. On a :

Vie[l,n], fle)=gl)| = f=g

En francais :
« Si deux applications linéaires coincident sur une base, alors elles sont égales »

Proposition (définition d’une application linéaire sur des sev supplémentaires).

Soit E, E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Alors pour toute application linéaire h, € £(E, F) et toute application linéaire hy € £ (E, F), il
existe une unique application linéaire h € £ (E, F) telle que

]’l|]51 =h et ]’lug2 =hy

En francais :
«une application linéaire est entierement déterminée par sa restriction a des sous-espaces supplémentaires »

« Par exemple, 'endomorphisme de transposition de .4, (K) est 'unique endomorphisme f tel que...

Proposition (égalité de deux applications linéaires)
On suppose que E est équipé d'une décomposition en somme directe E; ® E».
Soit f, g€ Z(E, F) deux applications linéaires.

(flEl =8| et fig, = 8|E2) = f=8g

En francais :
« Si deux applications linéaires coincident sur des sous-espaces supplémentaires, alors elles sont égales »
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VI. Etude du sous-ensemble de £ (E) formé des polynomes en f

' Définition (Polynome d’endomorphisme). Soit f € £ (E) un endomorphisme.

— Une expression du type af? + bf + cidg, ol a, b, c € K, est «un polynéme en f » de degré < 2.

— Un «polynéme en f » est une expression du type

Am ™ + a1 f™ L+ -+ af? + aif + apidg oumeNetay,...,am K.

m
« Enintroduisant le polynome P(X) = ) ay X k. I’expression ci-dessus est notée P( ).
k=0

« Résumons.

Avec un endomorphisme f € Z(E) et un polynéme P € K[X], on peut créer un nouvel endomor-

phisme, a savoir I'endomorphisme P(f).
« Cas particuliers extrémement importants.

Pour P=X% onaP(f)=... Pour P= X' onaP(f)=... Pour P = X?,onaP(f)=...

PourP:X2+aX+ﬁ, onaP(f)=... PourP=(X-a)(X—-b),onaP(f)=...

« Petits calculs.
Pour p,geN,ona fPo f9= fP*d= f9*P = fdo fP,

Soit g =3f +2idg. Déterminer fogetgo f.

Proposition (algebre des polyndmes d'un endomorphisme). A lire seulement

Soit f € £ (E) un endomorphisme. Considérons I'ensemble «/ défini par
dr = {ge 2B 13PeKIX], g=P(N} = {P(), Pekixl} = {P(N}
— of estun sous-espace vectoriel de £ (E). Précisément :

POFTOQU) = oo et A P(f) = oo

— o/ eststable pour laloi o. Précisément :

P(0QU) = toeeeeeeeee e

En maths, on dit que df est une sous-algebre de I'algebre (E(E), +,-, 0)

Définition (Polyn6me annulateur pour un endomorphisme).
Soit f € Z(E) un endomorphisme et P € K[X] un polynéme.
On dit que P est un polynéme annulateur de f lorsque P(f) = 0% ).

« Soit f € Z(E) tel que f2 =idg. Alors f admet un polyndme annulateur, par exemple ..................
« Soit f € Z(E) tel que f2 = f. Alors f admet un polyndme annulateur, par exemple ..................

« Soit f € Z(E) tel que (f — A1idg) o (f — A2idg) = 0 (). Alors f admet un polyndme annulateur ......

Question. Soit f € Z(E) tel que f2-5f +6idg = 0. (f).
“~° Montrer que
E = Ker(f —2idg) ® Ker(f —3idg)

Plus généralement, montrer I'énoncé suivant, appelé Lemme des noyaux :
Soit A #pekK. Soit P= (X -V (X —p) e K[X].
On suppose que P est un polynome annulateur de f c'est-a-cire (f — Aidg)o (f — pidp) =04
Montrer que :
E = Ker(f - Aidg) @ Ker(f — pidg)

(tire-



VII. Endomorphismes remarquables

Projection

On rappelle que toute matrice s’écrit de maniere unique comme la somme d'une matrice symétrique et
d'une matrice antisymétrique. Autrement dit, .4, (K) = %, (K) & o, (K).
Précisément, pour une matrice M € .4, (K), on al’égalité

1 o1 -
M= -(M+M") + S(M-M")

Le projeté de M sur I'espace .#,(K) parallelement a ’espace <7, (K) est la matrice %(M +MT).
Le projeté de M sur I'espace 7, (K) parallelement a I'espace .#,(K) est la matrice %(M -M").
Associés a cette somme directe E = F @ G, il y a deux endomorphismes remarquables :
— la projection sur F = %, (K) parallelement a I'espace G = o/, (K), notée pg ¢
— laprojection sur G = o/, (K) parallelement a I'espace F = #,(K), notée pg ¢
pric: E — f et  pgyr: E — ]i:
M — 5(M+MT) M — 5(M—MT)

Définition (projection sur F paralellement a G)

Soit E un espace vectoriel équipé d'une décomposition en somme directe E = F & G.

On rappelle que tout vecteur x € E s’écrit de maniere unique xg + xg avec xr € F et xg € G.
La projection sur F parallelement a G est ’application

I7F/(}: E — E
X — Xp OUX=Xp+Xg

« Laprojection sur F parallelement a G, notée pr ¢, est une application linéaire, et méme un endomor-
phisme de E.
Plus précisément, c’est 'unique endomorphisme p de E défini par:

VxeF px)=x et VxeG, px)=0

Cette derniére phrase a bien un sens, car on a vu que pour définir une application linéaire sur E = F & G, il suffit de se
donner les images des vecteurs de F et des vecteurs de G.

Pour autant, il n’est pas vrai qu'un vecteur de E est « ou bien dans F, ou bien dans G ».
« Laprojection sur F parallelement a G est]'unique endomorphisme p défini par pr =idr et s;c = 0¢(G)-

« Bien str, on peut intervertir les roles joués par F et G.
La projection sur G parallelement a F est 'application

ﬁh;/}:i E — E
X — Xg OUX=Xp+Xg

C’est'unique endomorphisme g défini par gjr = 0 () et q,c =idg.

(tre-
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Question.

« On sait que toute matrice s’écrit de maniére unique comme la somme d’'une matrice de trace nulle et
d’'une matrice multiple de I'identité.

Autrement dit, en notant H = {M € /,,(K) | tr(M) = 0} et D = Vect([,;),ona .4, (K) = He D.
Exhiber la projection sur D parallelement a H.

« Dans R?, considérons les droites vectorielles F = Vect((1,0)) et G = Vect((1,1)). Ona (WHY?) R* = F& G.
Exhiber la projection sur F parallelement a G.

Proposition (propriétés d’une projection)
Soit E un espace vectoriel équipé d'une décomposition en somme directe E = F & G.

— La projection pp g sur F parallelement a G vérifie :

(i) prjc estun endomorphisme de E
() prycoPrjc=Prjc
(iii) Ker PF)G = G
(iv) Imppjg=F
(v) Ker(idg - pryc) =Impg g
— Résultats analogues pour la projection pg /p.

— On ales relations entre pr ¢ et pgr :

Prjc + Pgyr = idg Pr)G°Pcr = 02 PG)r°Pr)c = 02

Projecteur

Définition (projecteur)
Un projecteur p de E est un endomorphisme de E vérifiant po p = p.

« Cette égalité s’écrit encore
p2 =p ouencore p2 —-p=0%E ouencore p-— p2 = 0%k
Autrement dit, le polynome X? — X est un polynéme annulateur du projecteur p.
« L'égalité s’écrit aussi :
po(idg—p)=0grE ouencore (idg—p)op=0xr

Autrement dit, le polynéme X (1 — X), qui vaut (1 — X)X, est un polynéme annulateur de p.

« Un projecteur est rarement un automorphisme. Le seul projecteur de E qui est un automorphisme est
I'identité de E.

(tire-



Proposition (propriétés d'un projecteur)
Soit p € £ (E) un projecteur.

— OnaKer(idg — p) =Imp.

— Le projecteur p fait naitre la décomposition en somme directe de E :

E =ImpeKerp que I'on peut encore écrire E = Ker(idg — p) ®Kerp

« Unvecteur x de E possede une écriture unique sur la somme directe Im p @ Ker p, a savoir :
x = px) + (x—px)

« Dans la proposition précédente, le projecteur p fait naitre une décomposition E=F & G
avec F =Ker(idg — p) et G =Ker p.
Quelle est alors la projection sur F parallelement a G, notée pr g ?
Et la projection sur G parallelement a F?

« Un projecteur p de E fait naitre une décomposition de E en deux sous-espaces, donc fait naitre deux

projections.
Une projection est p et ’autre projection estidg — p.

Question.

« Dans R?, un projecteur est ...

« Lendomorphisme f: M— M+ M?" de .4, (K) est-il un projecteur?

Définition/Proposition (projecteurs associés). A ne pas apprendre, mais savoir faire les preuves.

— Soit p € Z(E) un projecteur.

Alors idg — p est un projecteur. Il est appelé le projecteur associé a p.
— Soit p, g € Z(E) deux projecteurs.

On suppose que p et g sont associés, c’est-a-dire que p + g = idg.

(a) Onapoq:05g(5) et qop:()g(E)

(b) Le noyau de l'un est'image de 'autre :
Kerp=Img et Kerg=Imp

(c) On ales décompositions

(une avec que des images, 'autre avec que des noyaux, une avec que des p, I'autre avec que des q)

E=Impelmg E = KerpeKerq E=ImpeKerp E =ImgeKerg

Attention!

« Soit f € Z(E) tel que E =Im f @ Ker f. Alors cela n'implique pas que f est un projecteur!

« Pour un endomorphisme f € Z(E), il n'y a aucune raison pour que Im f et Ker f soient supplémen-

taires.
Par exemple f:K? — K2, (x,y) — (y,0) vérifieIm f = ... Kerf=...
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Symétrie

Définition.
Soit E un espace vectoriel équipé d’'une décomposition en somme directe E = F & G.

On rappelle que tout vecteur x € E s’écrit de maniere unique xg + xg avec xr € F et xg € G.
La symétrie de E d’axe F parallelement a G est ’application

Sppgt E — E
X — Xp—XgG ou X =Xp+Xg

« Lasymétrie d’axe F parallelement a G, notée sy, est une application linéaire, et méme un endomor-
phisme de E.

Plus précisément, c’est 'unique endomorphisme s de E définie par :

VxeF s(x)=x et VxeG, skx)=-x

Cette derniere phrase a bien un sens, car on a vu que pour définir une application linéaire sur E = F @ G, il suffit de se
donner les images des vecteurs de F et des vecteurs de G.

Pour autant, il n’est pas vrai qu'un vecteur de E est « ou bien dans F, ou bien dans G ».
« Lasymétrie d’axe F parallelement a G est'unique endomorphisme s défini par s;r = idr et s;¢ = —idg.

« Bien str, on peut intervertir les roles joués par F et G.
La symétrie d’axe G parallelement a F est'application

SG//F: E — E .
X — XGg—XFr ou X =Xr+Xg

C’est'unique endomorphisme ¢ défini par fjr = —idF et {g = idg.

Question.
« Onrappelle que 4, (K) = % (K) & ), (K).
Exhiber la symétrie d’axe .#,(K) parallelement a <7, (K).
» Dans R?, considérons les droites vectorielles F = Vect((1,0)) et G = Vect((1,1)). Ona (WHY?) R* = F& G.
Exhiber la symétrie d’axe F parallelement a G.

Proposition.
Soit E un espace vectoriel équipé d'une décomposition en somme directe E = F & G.

— La symétrie sp ¢ de E d’axe F parallelement a G vérifie

(i) Spyc estunendomorphisme de E

(i) spjcosryc=1de donc sf est un automorphisme de E et s;}/G =Sp/G
(iii) F=Ker sy~ ide]
(iv) G= Ker(sp//G + idE)

— Résultats analogues pour la symétrie sg /.

— On ales relations entre sg ) et g :

SF//G . SG//F = Ox(E) SF//GOSG//F = —idg SG//FOSF//G = —idg

12
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Involution (ou symétrie)

Définition.

Une involution (ou symétrie) s de E est un endomorphisme de E vérifiant so s =idg.

2z V) z

« Cette égalité s’écrit encore

s> =s ouencore sz—idE:O$(E) ou (s—idp)o(s+idp)=0grE ou (s+idg)o(s—idg)=0¢pF)

Autrement dit, le polynome X? — 1 est un polyndéme annulateur de I'involution s.

« Une involution s est un automorphisme et 'automorphisme réciproque est s lui-méme!

« Comme nousl'avons vu, toute symétrie d’axe F parallelement a G est une involution, car spjGosg g =
idg.

« Est-ce que toute involution peut s’'interpréter comme une certaine symétrie ? La réponse est oui, comme
nous allons le voir.

Proposition.
Soit s € Z(E) une involution.

Linvolution s fait naitre la décomposition en somme directe de E :

E = Ker(s—idg) @ Ker(s +idg)

« Un vecteur x de E possede une écriture unique sur cette somme directe, a savoir :

X+ s(x) X —s(x)
+
2 2

« Dans la proposition précédente, I'’endomorphisme s fait naitre une décomposition E=F & G
avec F = Ker(s—idg) et G =Ker(s +idg).
Quelle est alors la symétrie d’axe F parallelement a G, notée sp g ?
Etla symétrie de E d’axe G parallelement a F?
« Une involution s de E fait naitre une décomposition en deux sous-espaces, donc fait naitre deux sy-
meétries.
Une symétrie est s et I'autre symétrie est —s.

Exemples.

« Dans R?, une involution est ...

« Dans .4, (K), une involution est . ..
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VIII. Formes linéaires et hyperplans

Définition.

Un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel de E admettant une droite vectorielle comme sup-

plémentaire.

Proposition.
1. Le noyau d’une forme linéaire non nulle est un hyperplan.

2. Un hyperplan est le noyau d’'une forme linéaire non nulle.

IX. Un premier lien entre application linéaire et matrice

Proposition/Définition.
Soit A€ My, p(K).
Lapplication fa: AMp1(K) — n,1(K) estlinéaire.
X — AX
Elle est appelée l'application linéaire canoniquement associée a A.

Définition.
Soit A € My p(K).
— On définit le noyau de A comme étant le noyau de f.

Autrement dit
KerA = {X € 40,1 (K) | AX = 04,00}

— On définit I'image de A comme étant I'image de f4.

Autrement dit (WHY?)
ImA = Vect(Col; (4),...,Col,(A))

« Légalité Ker f4 = Ker A est une tautologie.

Ainsi,on a:

fa estinjective <= 1’équation AX =0 n’admet que la solution triviale comme solution

Proposition.
— En effectuant élémentaires surles ............ d’une matrice, on ne change pas son noyau.
— En effectuant élémentaires surles ............ d’'une matrice, on ne change pas son image.

(({L g
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(tire-

On veut montrer qu’'un vecteur x de E s’écrit de maniére unique comme la somme d’un vecteur y €
Ker(f —2idg) et d'un vecteur z € Ker(f —3idg).

Procédons par analyse-synthese (I’analyse prouve I'unicité sous réserve d’existence et la synthése prouve
|'existence).

On fixe x € E une fois pour toutes.

i) yeKer(f-2idg)

Analyse. On suppose qu’il existe y,z € E telque { ii) ze Ker(f —3idg)
i) x=y+z

On applique f aiii).

On adonc f(x) = f(y) + f(2).

Or d’aprési),ona f(y) =2y etdapresii),ona f(z) =3z.

= y + z

fx) = 2y + 3z

Avec ces deux informations, on va pouvoir tirer y et z en fonction de x et f.

En effectuant 3L; — Ly, on obtient y = 3x — f(x).

En effectuant L, — 2L, on obtient z = f(x) —2x.

Ainsi, on a {

Synthése. On pose y =3x— f(x) et z = f(x) —2x.
i) yeKer(f-2idg)
On vérifie que { ii) zeKer(f—3idg)
i) x=y+z
Une fagon agréable de vérifier i) et ii) est de constater que 1'égalité f2 —5 f + 6idg = 0 (p) s'écrit encore
(f—ZidE) o (f—?)idE) = 03(5) ou encore (f—3idE) o (f—ZidE) = 03(5).

Ainsi, (f - 2idg) () = (f - 2idg) Bx — f(x)) = (— (f—zidE)o(f—gidE))(x) = 0 (x) = 0.
On vient de montrer que y € Ker(f —2idg).

La vérification du point ii) est similaire.

Le point iii) estimmeédiat car y + z= (3x — f(x)) + (f(x) —2x) = x.

Posons F; = Ker(f — Aidg) et F,, = Ker(f — pidg).
On veut montrer que tout élément de E s’écrit de maniére unique comme somme d’'un élément de Fy
et d'un élément de F),.
Fixons x € E.

i) x) € Fy
Analyse. Supposons qu'il existe x;, x, € E telsque { i) x,€Fy

i) x=x)+xy,
Appliquons f aiii), on obtient :

fx) = flx)+ flx)

En utilisant i) et ii), cette derniere égalité s’écrit f(x) = Axy + puxy.
Résumons. On est en présence de deux égalités :

X = xa+xy

fx)

Axp+ pxy
On cherche x) en fonction de x (et de f bien sar!). Chassons x, en réalisant I'opération uL; — L :

px—f(x) = (u—ANxy



D’ou

X0 = ﬁ(ux—f(x)) - ﬁ(f(x)—MX) = rlutf—uidg)(x)

Pour trouver x, en fonction de x, chassons x, et réalisons AL, — L :
Ax—fx) = A—wxy
D’ol

1 1 .
Xy = ru(/lx— ) = U - Aide

1 1
Synthese. Posons x; = m(ux—f(x)) et x, = m(/lx—f(x)).

) x3€eF,
Vérifions que { i) xy, € Fy
i) x=x)+xy,

Remarque : on n’a pas encore utilisé le fait que (X — A)(X — u) est un polynéme annulateur de f.
Dans la premiére preuve maladroite, on va utiliser que ce polyndme vaut X2 — (A + ) X + Au.
Donc f2 (A+ ) f —Apidg. En particulier f2 xX)=A+wp)fx)—Aux.

Dans la deuxiéme preuve plus jolie, on va utiliser que (f — Aidg) o (f — pidg) = 0% (p).

» i) Montrons que x) € Fj.
Premiére preuve maladroite.
Montrons que f(x)) = Ax,.

fe) = f(—(ux-rw)

pw=A
uf@ - f2 )
wf(x) - ()L+,u)f(x)+)tux)

7l
=l

= —(-Af(0)+ Apx]
(

Deuxiéme preuve beaucoup plus jolie.
Montrons que (f — Aidg)(xy) =0g
Commencons par remarquer que x, s écrit a 'aide de 'endomorphisme f — pidg :

1 .
0 = e ) = 2 - pid
Appliquons I'’endomorphisme f —Aidg a x, ; on obtient :
1
(f —Aidp)(xp) = —(f Aidg) o (f — pidp)(x) = —'qu(E)(x) = 0g
» ii)) Méme principe que i).
» iii) On a
1 1
x0tx, = e A(,ux f(x)) + m(itx f(x)) = m(,ux—/lx) = X
S
=—f(x)-Ax
e LR
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