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PR
+101 | Linéaire ou pas?
Les applications suivantes sont-elles linéaires 7

1. f: K — K 6. f: K> — K3
(r,y) — ay (@,y) — (y,z,2+y)
2 fi K2 — K 7 ga: K — K
(z,y) — (2+2,22,y) foo— fla)
3. f: K3 ., K2 8. : K — K
(z,y,2) — (x—3z2x+y) [ 1f(0)]
9. ¢: C(0,1],K) — K
4. f: R — R ) )
r o a4l fo— [k
0
5 f: K2 — K2 10. ¢ : {suites convergentes} — K

02 | Fonction linéaire de la classe de 3¢me
Déterminer I’ensemble des applications linéaires de R dans R.

E)3 ! Endomorphisme de K2
Montrer que tout endomorphisme de K? est de la forme (z,y) — (az +by, cx+dy) ot a,b, c,d € K.

1104 | de C dans C
Soit f : C — C une application R-linéaire.

Montrer qu’il existe des nombres complexes a et b tels que f : z — az 4+ bz. A quelle condition
est-elle C-linéaire ?

1105 | Application canoniquement associée & une famille de vecteurs
Soit E un espace vectoriel et v = (v1,...,v;,) une famille de vecteurs de E.

1. Montrer que I'application
D, : K* — F

(>‘17"'7)\n) — ZAzUz
i=1

est linéaire.

2. A quelle condition sur v = (v1,...,v,), I'application ®, € L(K", E) est-elle injective (resp.
surjective, bijective) ?

106 | Application canoniquement associée & deux sous-espaces vectoriels
Soit E un espace vectoriel et F,G C E deux sous-espaces vectoriels.

PN

1. Montrer que I'application
¢: FxG — F

(fig) =— f+yg
est linéaire.

2. A quelle condition sur F et G I'application ® € L(F x G, E) est-elle injective (resp. surjective,
bijective) ?
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Matrices et trace
Soit E = M, (K).
Pour une matrice U € E, on introduit ’application

Ty: E — K
M +—s tr(UM)

1. Soit U € E. Montrer que Ty est une forme linéaire, c’est-a-dire que Ty € L(E, K).

2. Montrer que ’application

v: E — L(EK)
U — Ty
est linéaire, puis qu’elle est injective.
{:1@):8?} Opérateur aux différences finies
Soit E = {(un)neN ERN ug = O} et
A E — RN

(Un)pen = (Unt1 = Un)pen-
Montrer que E est un sous-espace vectoriel de RY et que A est un isomorphisme.
109 | Suite récurrente linéaire d’ordre 3

Soit £ = RN D’espace vectoriel des suites réelles.
On pose

F = {u e RN [Vn €N, upis = 4Upio — Upt1 — 6un}
et 80: F — R?)
u > (ug,u1,uz)

On considére les suites v, w,t définies par
VneN, wv,=(-1)" w,=2", t,=3"

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de RN.
Montrer que les suites v, w et ¢t sont dans F'.
2. Montrer que @ est linéaire, injective et surjective.
3. Déterminer 'image par ¢ des suites v, w et t.
Montrer que la famille (¢(v), p(w), ¢(t)) est une base de R3.
4. En déduire une base de F'.
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Image et noyau

1110, Base a I’ceil nu
Pour chacune des applications linéaires, donner & la volée une base du noyau et de 'image.

1. f: R*> — R? 3. f: R — R?

(z,y) — (z+2y,—22—4y) (x,y,2) +— (z—2y,2+2z)
2. f: R? — R3 4. f: R* — R?

(x,y,2) — (v.2z—-z,2-y+2z) (,y) — (v—2y,2+2y)

:11 . Inclusion etc... avec des applications linéaires
Soient E, F', G trois K-espaces vectoriels, f € L(E, F) et g € L(F,G).
1. Montrer Ker f C Ker(g o f).
2. Montrer Ker f = Ker(go f) <= Im f NKerg = {0}.
3. Montrer Im(go f) C Img.
4. Montrer Im(go f) =Img <= Im f+Kerg=F.

12| Sous-espaces stables
) Soit E un K-espace vectoriel et f,g € L(E)?.
On suppose que f et g commutent, c’est-a-dire fog=go f.
Montrer que le noyau et I'image de f sont stables par g.

13 | Inclusion des images
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, f € L(E, F) et F1, F5 deux sous-espaces vectoriels de E.
Montrer I’équivalence

f(El) C f(EQ) <~ Fi+ Kerf C By + Kerf

14 | Image réciproque, image directe
Soient f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E et F' un sous-espace vectoriel de E.

1. Exprimer f(=V(f(F)) en fonction de F et Ker f.
2. Exprimer f(f(~V(F)) en fonction de F et Im f.
3. A quelle condition a-t-on f(f(=Y(F)) = fCU(f(F))?

{;l_ 5| Premier lemme de factorisation
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € L(F, F). Soit G un supplémentaire de Ker f (on
suppose qu’il en existe ou bien on admet qu'’il en existe). On définit :
f: G — Imf
z — f(x)
Montrer que fest bien définie, et que c’est un isomorphisme.
{_1_16 , Deux supplémentaires sont isomorphes

Soient F un espace vectoriel, F' un sous-espace vectoriel de E et G; et G2 deux supplémentaires
de F. Montrer que Gy et Go sont isomorphes. (On pourra utiliser exercice précédent).

:17 ! Un petit lemme des noyaux
Soit f un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E tel que f2 — 3f + 2id = 0.

1. Montrer que f est un automorphisme et exprimer f~! en fonction de f.
2. Montrer que Ker(f —id) et Ker(f — 2id) sont supplémentaires dans FE.

[12exo—AppLineaires.pdf, 3 janvier 2023, 22:40}




Trois endomorphismes

Soient f, g et h des endomorphismes d’un K-espace vectoriel F tels que fog=h, goh = f et
hof=g.

1. Montrer que f, g et h ont méme noyau et méme image.

2. Montrer que f° = f.

3. En déduire que I'image et le noyau de f sont supplémentaires dans E.

19 | Inverse unilatéral et projecteur
Soient E, F' deux K-espaces vectoriels. Soient u € L(E,F) et v € L(F,E) tels que uov = idp.
Montrer que v o u est un projecteur de £(F) d’image Imv et de noyau Ker u. Qu’en déduit-on ?

:20 , Inverses unilatéraux (bis)
Soit E un espace vectoriel et f,g € L(F) tels que fog=idg.

1. Montrer que I'on a Ker f = Ker(go f) et Img = Im(g o f).

2. Calculer (go f)?. Quen déduit-on sur 'endomorphisme p = go f?
3. Déduire de ce qui précede que Ker f et Im g sont supplémentaires.
4

. Montrer I’équivalence
f injective <= ¢ surjective <= f,g € GL(E),

et que, si ces trois assertions sont vraies, alors f et g sont inverses I'un de I'autre.

{121 ! Deux endomorphismes et deux projecteurs !
Soient f et g deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel E tels que go fog=get fogo f = f.

1. Montrer que Ker f et Im g sont supplémentaires dans F.

2. En déduire que 'on a f(Img) = Im f.

1122 | Polynéme annulateur et supplémentaires
~ Soit E un R-espace vectoriel (ici il est important que K = R).
Soit f € L(E). On suppose que f3 + f = 0.
On pose F = Ker f et G = Ker(f? +id).

1. Montrer que E = F & G.
2. Que devient I'égalité précédente si f = Oz ) ?

On suppose désormais que f # Oz (g)-
1. Montrer qu’il existe zp € G non nul.

2. Soit xp € G non nul. Quelle relation vérifie zq 7
Montrer que (g, f(x)) est une famille libre.
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Homothéties, projecteurs et symétries

Homothétie
Soit f € L(F). On suppose que pour tout = € E, la famille (z, f(x)) est lice.
Montrer que f est une homothétie.

=
INI
w

{:1:24 ! Projection de R3
Soient F' = {(x,y,z) ER?|22—y+z=0et 3x+2y+22 = 0} et G = {(:z:,y,z) ER® oty = 0}.

Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de R3 et déterminer 1'ex-
pression de la projection sur G parallélement a F'.

:25 | Symétrie de R?
Soient F' = {(a:,y, 2) ER3 | z+2y+2z=0et 20+y—2z = O} et G = {(m,y, 2) ER3 | z4y+2z = 0}.

Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de R3 et déterminer 1'ex-
pression de la symétrie par rapport & F' parallélement a G.

:26 ! Automorphisme de R?
Soit f : R3 — R3 .
(z,y,2) — (x42y,4e—y,—2x+2y+ 32)

1. Calculer I'image des vecteurs de la base canonique de R? par f2.

2. En déduire que f est un automorphisme de R?® et déterminer son inverse (automorphisme
réciproque).

1
3. Que peut-on dire de gf ?

Tt

1
1
)

Paire-impaire
Montrer que les ensembles P des fonctions paires et Z des fonctions impaires de R dans R sont
des sous-espaces vectoriels supplémentaires de F(R,R) et expliciter la projection sur P (resp. 7)
parallélement a Z (resp. P).

{128 ' Du cours
Soient E un K-espace vectoriel et F; et Fy deux sous-espaces vectoriels supplémentaires. On note
p1 (resp. s1) le projecteur sur (resp. la symétrie par rapport a) Fy parallelement & F et pa (resp.
s2) le projecteur sur (resp. la symétrie par rapport a) Fy parallélement & Fy. Montrer que 'on a :

L. p1+p2 =Idg,

2. props =paop1 =0gE),
3. 81+ 82 = OC(E))
4.

S1 089 =8908 = —Idg.

{_1_29_: Deux projecteurs de méme noyau

1. Soit p et ¢ deux endomorphismes d’un méme espace vectoriel F tels que pog =pet gop =gq.
Montrer que p et g sont deux projecteurs de méme noyau.

2. Réciproquement, soit p,q € L(E) deux projecteurs de méme noyau.
(a) Montrer que Imp et Im ¢ sont isomorphes.

(b) Mountrer que pog=pet gop=gq.
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Autres

Crochet de Lie
Soit E un K-espace vectoriel, f et g dans L(E) tels que fog—go f = f.
Montrer Vn € N, ffog—go f* =nf".

Endomorphisme nilpotent
Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E. On dit que f est nilpotent s’il existe n € N*
tel que f" = 0. (g). Montrer que si f est nilpotent alors idg — f est un automorphisme et exprimer
son application réciproque.

Endomorphisme nilpotent et famille cyclique
Soit f € L(E) tel que f3 =0 et tel que f2 # 0.

1. Donner un exemple d’un tel f avec F = {(,0 € R® | 3a,b,c,p: x> azx? + bx + c}.

On revient au cas général.
2. Montrer qu'’il existe v € E n’appartenant pas a Ker f2.

3. Pour ce v, montrer que la famille (v, flw), f? (v)) est libre.

Le lemme des noyaux
Soit E un K-espace vectoriel et f € L(E).
On suppose qu'il existe deux scalaires « et 8 distincts tels que (f — aidg) o (f — Bidg) = 0.
1. Montrer que Im(f — Bidg) C Ker(f — aidg).
2. Montrer que (f — fidg) o (f — aidg) = 0. En déduire que Im(f — aidg) C Ker(f — Sidg).
3. Montrer que E = Ker(f — aidg) ® Ker(f — fidg).
4. On note p la projection sur Ker(f — aidg) parallelement a Ker(f — Sidg) et ¢ la projection

sur Ker(f — Bidg) parallelement a Ker(f — aidg).
Montrer que f = ap + B¢ puis que pour tout n € N, f* = a"p + 5"q.

5. On suppose a3 # 0. Montrer que f est bijectif. Déterminer f~! en fonction de a, 3, p, q. Puis
calculer f™ pour m € Z.

Formes linéaires et hyperplans
Soit f,g € L(E,K) deux formes linéaires non nulles.
Montrer qu’il existe A € K tel que g = Af si et seulement si Ker f = Ker g.

Sous-espace vectoriel de L(E, F)
Soit E et F' des espaces vectoriels tels que £ =G ® H.

Soit A = {u eEL(E,F)|GC Keru}.

Montrer qu’il s’agit d’un espace vectoriel isomorphe a L(H, F).

Sous-espace vectoriel de L(FE)
Soient E un K-espace vectoriel et f € L(E).
On définit C; ={g € L(E) |go f = fog=0}.

1. Montrer que C; est un sous-espace vectoriel de L(E).

2. On suppose (ou on admet...) que Im f posséde un supplémentaire G.
Montrer que Cy est isomorphe a L(G, Ker f).

Crochet de Lie de deux symétries
Soit u et v deux symétries d’un espace vectoriel réel E.

1. Montrer que Ker(uov —vou) = Ker(u + v) @ Ker(u — v).

2. Montrer que Im (v ov —vou) = Im(u + v) N Im(u — v).
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A propos du crochet de Lie DM

Soit E un K-espace vectoriel.
Pour tout f,g € L(FE), on pose [f,g] = fog—go f.

On dit qu'un endomorphisme f de E est nilpotent s’il existe un entier naturel p tel que fP = 0.

1. (a) Montrer que
V(f.9,h) € LE, [If.g],h] + [lg, k], f] + [[h, fl, 9] = O
(b) Soit (f,g) € L(E)?.
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que [f, g] = [g, f].
2. Soit f € L(E). On souhaite démontrer dans cette question I’équivalence des propositions :
(i) I1 existe un projecteur p € L(E) tel que f = [p, f].
(i) f2=0.
(2a) On suppose (i).
Montrer successivement que po f op =0, puis f op =0 et conclure.
(2b) On suppose (ii).

En considérant une projection p d’image Im(f), conclure.

3. Soit g fixé dans L(E).

(3a) Démontrer que l'application ¢, : L(E) — L(E) est linéaire.
o= 1l
(3b) Démontrer que :
n n -
VneN, VfeLl(E), (pg)"(f)= Z(l)k(k>gk ofoghk
k=0

(3c) En déduire que si g est nilpotent alors ¢, est nilpotent.

4. Question pas faisable pour ’instant.
On suppose E de dimension finie > 1.
Résoudre I'équation [f, g] = idg, d’inconnues f et g appartenant a L(E).

[12exo—AppLineaires.pdf, 3 janvier 2023, 22:40}




Applications

o y 4 (
lineaires

corrigés



107

(@ Soit M,N € Eet \,u e K.
On a

Ty(AM+uN) = tr(U()\M—F,uN)) = tr(AUMA+pUN) = Mr(UM)+utr(UN) = XNy(M)+pTy(N)

Donc Ty est une forme linéaire.
(2) Montrons que 'application suivante est linéaire et injective.

p: E — L(EK)
U — Ty

* Montrons que @ est linéaire.
Soit A, u e Ket U,V € E.
Montrons que (AU + uV') = Xp(U) + pp(V).
Pour montrer cette égalité de formes linéaires, il suffit de montrer I'égalité

VMEE, (pOU+puV))(M) = (Ap(U) +pp(V)) (M)
Fixons M € E. On a

(PO + 1)) (M) = Taygv (M)
=tr((A\U + pV)M)
= Mr(UM) + ptr(VM)
= Ap(U)(M) + pep(V) (M)

= (M) + pp(v)) (M)

* Montrons que ¢ est injective en montrant que son noyau est réduit a la matrice nulle.
Soit U € Ker ¢.
Ainsi p(U) = Ty est la forme linéaire nulle. Donc

VYMeE, Ty(M)=0 c’est-a~dire tr(UM) =0

On particularise aux matrices élémentaires E; ;. Ainsi, pour tous 4, j, on a tr(UE; ;) = 0.
Calculons cette trace. En écrivant U = Z Uk, e B ¢, le produit UFE; ; vaut Zuk,iEk,j.
k£ k
Donc tr(UE; ;) vaut u; ;.
On a donc
Vi,j, ’U,jJ‘ =0
Donc la matrice U est nulle
On a donc montré que Ker ¢ = {0g}.
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109

(1 — La suite nulle est clairement dans F.
— Montrons que F est stable par combinaison linéaire. Soit o, ' € R et u,u’ € F.
Montrons que au + o’u’ € F.
Il s’agit donc de montrer que
VneN, (autdu)(n+3) = 4(auta'v)(n+2)—(au+a'v')(n+1)—6(aut+a’u’)(n)
On a, pour tout n € N,

(au+a'u)(n+3) = oaunts +a'up 4 par déf des lois + et -

= a(4un+2 — Up41 — 6un) + o (4u;+2 — “41-5-1 — 6u%> car u et v/ sont dans F'

= 4d(aunt2 +a'uy o) — (Qunt1 +a'ul 1) — 6(aun +a'u)  calculs

= 4(au+dv)(n+2)— (au+/u)(n+1) — 6(au+ o’v')(n) par déf des lois + et -
e Montrons que v est dans F', c’est-a-dire montrons que
VneN, v,y3 = 4dvp49 —vp41 — 6vy,

c’est-a-dire
VneN, (=D = 4(-1)"" - (=1)"T! —6(-1)"

c’est-a-dire
VneN, (—1)"x(-1)? = (-1)" x (4(—1)2 —(-1)' — 6(—1)0)

ce qui, apreés simplification par (—1)", est évident.
e Montrons que w est dans F, c’est-a-dire montrons que

VneN, wpy3 = 4wy — wpi1 — 6wy,

c’est-a-dire
VneN, 2"3 = 4xont2 _ontl _ gy on

VneN, 2°x2% — 2" x <4><2272176><20)
ce qui, aprés simplification par 2", est évident.
e Je laisse le soin au lecteur de montrer que la suite ¢ est dans F'.

(2) e Je vous laisse montrer que ¢ est linéaire.

e Injectivité.
Montrons que Ker ¢ = {Ogn}.
. ueF
Soit u € Ker ¢ donc { (1) = Ops
VneN, upys = dupyo — Upi1 — Bu,
(uo, u1,uz) = Ops
On montre alors par récurrence triple immédiate que

On a alors {

VneN, u, =0
Donc v = Ogn.
e Surjectivité.

Soit (z,y,z) € R3.
Montrons qu’il existe une suite u € F telle que ¢(u) = (z,y, 2).

Ug =
. PP Uy =
Posons u la suite définie par 1=y
Uy = Z
Vn e Fﬂ, Un+3 = 41Ln—%2 — Up41 — 6wy,

Il est clair que w appartient & F.
Calculons ¢(u). On a

(ug,u1,us) par définition de ¢
(x,y,2) par définition de u

o(u)
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(3 On a
SD(U) = (17 -1, 1) QD(U)) = (17274) gp(t) = (17379)

Montrons que la famille (¢(v), p(w), ¢(t)) est une base de R3.

Cela revient & montrer que pour tout vecteur (z,y, 2) € R3, il existe un unique triplet (a,b,c) €
R3 tel que
(z,y,2) =a(l,-1,1) + b(1,2,4) + ¢(1,3,9)

c’est-a-dire, aprés identification des coordonnées, tel que :

r = a + b + ¢
y = —a + 2b + 3c
z = a + 4b + 9c

Autrement dit, il s’agit de montrer que le systéme suivant d’inconnue (a, b, ¢), de second membre
fixé (z,y, z), admet une unique solution :

T 1 1 1] |a
y| = |[—-1 2 3| |b
z 1 4 9] |c

Il s’agit donc de montrer que la matrice du systéme est inversible. On applique ’algorithme du
pivot de Gauss, ce qui ne change pas son caractére inversible.

En effectuant Lo < Lo + Ly et Ls < L3 — L1, on obtient la matrice :

1
0
0

w W —
[N

Puis en effectuant Ls < L3 — Lo, on obtient la matrice :

1
0
0

O W =
N

Cette derniére matrice est triangulaire supérieure sans zéro sur la diagonale, donc elle est
inversible.

Par conséquent, la matrice initiale est également inversible.
Donc le systéme admet une unique solution.

BILAN : La famille (¢(v), p(w), ¢(t)) est une base de R?.

(4 On a montré que ¢ est un isomorphisme, donc ot

transforme une base de R? en une base de F.

est également un isomorphisme, donc

1

On a montré que (¢(v),(w),p(t)) est une base de R®. Son image par ¢! est la famille

(v,w,t), qui est donc une base de F'.
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1. On va exploiter les trois égalités

(i) fog=h
(i) goh=f
(iii) ho f =g.

pour montrer les inclusions ci-dessous (on signale au-dessus du symbole d’inclusion le numéro
de Végalité utilisée)
iii (ii)

( i)
Ker f C) Kerg C Kerh (C Ker f

Comme les extrémités sont égales, on aura donc égalité partout montrant ainsi que f,g,h
ont méme noyau.

Détaillons la premiére inclusion.

Soit z € Ker f. On a alors f(x) = 0. L’égalité (iii) implique que h(f(z)) = g(z), d'ou
h(0) = g(z) d’ou 0 = g(z), d’ou = € Kerg.

On a également les inclusions
(ii) (iif) (ii)

Imf € Img C Imh C Imf
Comme les extrémités sont égales, on en déduit qu’il y a des égalités partout montrant que
f, g, h ont méme image.
Justifions la premiére inclusion.
Soit y € Im f. Alors il existe z € E tel que y = f(x). L’égalité (ii) fournit y = g(h(x)). Donc
y €Img.

2. On vérifie directement que (attention, ce n’est pas complétement évident ; il faut prendre son
temps et ne pas s’énerver) :

gof="n? 2 2 2
hog=f? et {f4:g4:h4:fogoh:goh°f:h°f°g
f oh= g3 f =g = h*=ho go f =go j’o h = f oho g.

On en déduit par exemple
J*=fogofoh=hofoh=goh=F.

3. Deux preuves : analyse-synthése, ou une preuve en deux temps (somme directe
d’une part, et somme d’autre part)

e Premiére preuve : analyse-synthése

Soit x € E.
y € Ker f
Analyse. Supposons qu’il existe y, z € E tels que z€Imf
r=y-+z

— On va exploiter '¢galité f5 = f que Don écrit (f* —id) o f = Oz (g, ainsi Im f C
Ker(f* —id). En particulier, comme z € Im f, on a (f* —id)(z) = Og, de sorte que
) = =

— D’autre part, il est automatique que Ker f C Ker f* de sorte que f4(y) = 0 (car
y € Ker f).

Appliquons f* & l'égalité © = y + z. Les deux points précédents fournissent :

f@) = )+ ()
——

——
=0g =z
Résumons. On a { f4(f£ B Y +z D’ott 'on tire z = f4(x), puis y = x — f*(z).

Synthése. On pose y = z — f4(z) = (id — f*)(z) et z = f4(z).

— Montrons que y € Ker f.
Ona f(y) = (f o (id — f4))(35) =(f- f5)(ff) = OL(E)(»T) = 0g.
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— Montrons que z € Im f.
Onaz= f4z)= f(f3(x)), donc z € Im f (pour la culture, on a toujours Im f4 C
Im f).

— On a évidemment y + z = .
e Deuxiéme preuve, en deux temps.
— Soit y € Ker f NIm f.

On peut donc trouver z € E tel que y = f(z). Et on a f(y) = 0 (donc f%(y) = 0).
On a alors (en utilisant f = f°) :

y=f(a)=f() = f(f(2) = F1(y) =0,

D’ou y = 0.
On a donc montré Ker f NIm f = {0}.

— Soit x € E. Montrons que z € Ker f 4+ Im f.
Comme f° = f, on a x — f*(x) € Ker f. On a donc

z = fi(a) + (z — f(2))
M~ —,—
€lm f eKer f

On a donc montré £ = Ker f +Im f.
Bilan : £ = Ker f @ Im f.
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Soit
: A — L(HF)
u Uy
Il s’agit clairement d’une application linéaire.
— Siu € ker®, alors ujy = 0, donc H C keru. Comme en outre u € A4, on a G C keru. On en
déduit F =G & H C keru, donc u = 0. Ainsi, ® est injectif.

— Soit v € L(H, F). D’aprés le cours, il existe une application linéaire v : E = GG H — F telle
que ujg = 0 et ujy = v. Cette application u est dans A et est un antécédent de v par ®.

Ainsi, ¢ est surjectif.

On a donc bien montré que ¢ est un isomorphisme.
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1. (a) Soit f,g,h € L(E).
On a
([f.gl,h] =[feog—gof hl = fogoh — gofoh — hofog 4+ hogof
En faisant tourner les lettres, on obtient (en omettant le symbole o) :
[lf, 9], 0] + [lg. k], f1+ [[h. f], 9] = (fgh — gfh — hfg + hgf) + (ghf — hgf — fgh + fhg) + (hfg — fhg — g
=0
(b) Ona[f,g]=fog—gofetg fl=gof—foy.
On a I’équivalence :
[f,91=19,f1 < fog—gof = gof—foy <= 2fog = 2gof <= fog=gof
Une condition nécessaire et suffisante pour que [f, g] = [g, f] est que f et g commutent.
2. (2a) On suppose (i), c’est-a~-dire qu’il existe un projecteur p tel que f =po f — f op.

Pour ce genre de calculs, il y a divers moyens d’y parvenir. Je vous propose
ici une solution.

Montrons que po fop =0.
Remarquons tout d’abord que 'on a f =po f— fop,donc fop=po f— f.
Ainsi

pofop = po(fop)

po(pof—1)

popof—pof

pof—pof car p projecteur
=0

Montrons que fop=0.
Partons de f o p et remplagons f par po f — f o p (on utilise I'hypothése!).

On a
fop = (pof—fop)op
= pofop—fop?
= pofop—fop car p* =p
= —fop car po fop=20
2fop = 0
fop =0

On en déduit donc I'égalité f =po f.
Maintenant calculons f2. On a

f2 = (pof)? = po(fop)of = polof =0
(2b) On suppose (ii), c’est-a-dire f2 = 0. Cette égalité équivaut a Im f C Ker f.

Considérons un supplémentaire de Im f dans F. Notons-le S. OnaIm f @ S = E.
Considérons la projection sur Im f parallélement & S. Notons-la p.

En particulier, Imp =Im f et Kerp = S.

On veut montrer que l'on a [p, f] = f.

Soit = € E.

> D’une part (po f

(z
> D’autre part, (f o p)(
On a donc :

(f(ac)) f(x) car p est la projection sur Im f.

)=p =
):f(p ) 0 car p(z) € Im f C Ker f.

o, fi(x) = (pof—fop)z) = flx) -0 = f(z)
D’ou ’égalité d’endomorphismes [p, f] = f.
3. (a) Montrons que ¢, est linéaire.
Soit f1, fo € L(F) et a1,a2 € K. On a:

gl fr + aafa) [a1 f1 + a2 fa, g]

(a1 fi +azfa)og—go(aifi+azfa)
ar(fiog—go fi) +as(faog—go fa)
ai[fi, 9] + az[f2, 9]

= a1pg(f1) + azpy(f2)
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(b) Fixons f € L(E) une fois pour toutes.
Pour tout n € N, notons H,, la propriété

() = 31 () o rogm
k=

0

Raisonnons par récurrence.

> Le membre gauche vaut (¢,)°(f) = f, et le membre droit vaut f. Donc H est vraie.

> Soit n € N tel que H,, est vraie.
On a
(@g)n+1(f) = (@g)n(Wg(f))

D’aprés H,,, on a alors :

n

et = ()t e golh) et

k=0
fog—gof

= En:(—l)’“ <Z>g’“ ofogt Tttt — En:(—l)’“ <Z>g’“+l ofog"h

k=0 k=0

n n+1
_ Z(_l)k (Z)gk o foghhtl Z(_l)é—l (6” l)ge o fogntlit

k=0 (=1

On sort le terme pour £ = 0 et le terme pour £ =n + 1. On a alors
(™) = gog + 0* () (1) atores v o etgnstos
k=1

D’aprés la formule du triangle de Pascal et en incorporant les termes extrémes, on
obtient :

n+1
() = L0 ("F )t o ot
k=0

Ce qui prouve H,11.

Remarque pour les fans d’algébre linéaire.

En fait, il y a une preuve bien plus jolie.

C’est de remarquer que l’endomorphisme ¢, s’écrit comme la différence de deux endo-
morphismes qui commutent.

Onaeneffet oo =Gy —DgouGy: frrgofetDy: frs fog. Eton constate que les
endomorphismes G, et D, commutent. En effet, pour tout f € L(E), on a :

GyoDy(f) = Gy(Dy(f)) = Gylfog) = go(fog) = (90f)og = Dylgef) = Dy(Galf)) = DyoGy(f)

On peut alors utiliser la formule du binéme de Newton pour calculer le n®™e itéré de .

n

or = (Gyg—Dy)" = Z(Z)G;—ko(—nmg = i(—l)k@)cg—koﬂ;

k=0 k=0
OnaDi:fr fog et Gi:frrgiof.

Done (G5 ~+ 0 DE)(f) = G~ (D)) =

On obtient donc

viecwm. o = Y0 (1) e (i)
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(c) Supposons g nilpotent. Il existe alors p € N tel que g = 0.
D’aprés la question précédente, on a

VICLEN (o)) = X A (T )t opogtit

k=0

Pour chaque indice k de cette somme, on a
— oubien k > p; dott gFo fog? 17k =00 fog? 17k =0.
— oubienk<p—1letalors2p—1—k>p;doighofog? 1" =gFofo0=0
Chaque terme g* o f o g??~1=* est donc nul, ce qui prouve que (p,)?*~1 = 0.
Donc ¢, est nilpotent.
4. Question pas faisable pour l’instant.
Comme E est de dimension finie, tout endomorphisme h de E posséde une trace (c’est la
trace de n’importe quelle matrice de h).
Supposons qu'il existe f,g € L(E) tel que [f, g] = idg, c’est-a-dire tel que fog—go f =idg.
En appliquant la trace, on trouve par linéarité tr(f o g) — tr(go f) = tr(idg).
Or tr(fog) =tr(go f) et tr(idg) = dim E.
D’ou 0 = dim F.
Bilan : si dim F > 1 (ce qui est supposé), alors ’équation proposée n’a pas de solution.
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