Polynomes

exercices




Coefficients, degré, équations

Inversibles de K[X]

Déterminer les éléments de K[X] qui possédent un inverse pour la multiplication.

102 | Equations a l’oral en TD
Déterminer tous les polynomes P € K[X] tels que

(i) P2X)=P(X) -1

(i) P(X?)=(X?2+1)P.
(iii) Po P = P.
(iv) 3Q e K[X], Q* = X P2,

103 | Formule de Vandermonde
Soit n,p, g € N. L’objectif est de montrer I’égalité :

> O6)-=027)

i+j=n

ot la somme porte sur les 4, j € [0,n] de somme n.
1. Que dit cette formule pour p =4, ¢g=5et n =67
2. En considérant les trois polynémes A, B, C € K[X] définis par :
A= (X+1) B=(X+1)1 C = (X +1)rta

montrer 1’égalité de Vandermonde.

3. A P’aide de la formule de Vandermonde, montrer que
" 2 2m
v N =
men 20 - ()

Polynémes de Tchebychev de 2éme espéce seul

On considére la suite de polyndémes (P, )nen définie par
Py=1, P =-2X et Vn €N, Ppio=—2XP,11 —2(n+1)P,.
Calculer P27 P3 et P4.

Déterminer, pour tout n € N, le degré et le coefficient dominant de P,.

Soit n € N. Montrer que P,, a une parité et la déterminer.

Déterminer, pour tout n € N, Py, 41(0).

G N

Déterminer, pour tout n € N, P, (0).

{:1:0_5?: Espaces supplémentaires
1. On pose E =K[X] et :

F= {PeE|P(1—X)=P(X)} G= {PeE\P(l-X):-P(X)}
En considérant ¢ : P — P(1 — X) (on précisera la définition de ¢), montrer sans effort que
E=FodG.
2. Soit E = K[X]. On considére H = {P € E | P(3) =0} et D = Vect(X?).
Montrer que F = H & D.

3. On pose F =K, 11[X]. On considére H = K,,[X] et D = Vect ((X — 19)"“)
Montrer que E = H & D. On pourra s’aider de la formule de Taylor.

Infaisable ?

Soit n € N et P et @ deux polyndémes distincts de degré n a coefficients réels. Montrer :

deg (P3 — Q?’) > 2n.

Le résultat reste-t-il vrai si P et @) sont a coefficients complexes ?
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Divisibilité et division euclidienne

i_l 7 | Des entiers aux polynémes
Soit a € N et b € N*. On note r le reste de la division euclidienne de a par b.
Montrer que le reste de la division euclidienne de X par X? — 1 est X.

1108 | Divisibilits
Soit (a,b) € N2, Montrer I'équivalence b | a <= X’ —1| X —1.

i:l 9 | Division euclidienne et racines
Soit P = X* +6X3 +10X2 +3X —6.

1. Effectuer la division euclidienne de P par X2 + 3X.

2. En déduire 'ensemble des racines de P.

110 | Un classique
Soit (p,q,r) € N3. On souhaite montrer que X2 + X + 1 divise X3P+2 4 X3a+1 4 X3,

1. Premiére preuve. Montrer le résultat annoncé.

2. A la main. Dans cette question, on s’interdit d’invoquer C.
Soit n € N. Montrer qu’il existe @,, € R[X] tel que X" — 1 = (X3 — 1)Q,,. En déduire le
résultat annoncé.

111 | CNS
Donner une condition nécessaire et suffisante sur (\, 1) € K? pour que le polynome X2 + 2 divise
X4+ X3+ AX2 4+ uX + 2.

112 | Autre CNS

A quelle condition nécessaire et suffisante sur a et b € C, le polynome B = X? — bX + 1 divise
A=X*—X+a?

113 | La routine seul
Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de A par B dans chacun des cas suivants :

(i) A=X"et B=X?-3X +2
(i) A= X" et B= (X —1)2
(iii) A= (Xsint+cost)” et B = X2+ 1, oi t est un réel.

114 | Reste
Soit n € N. Trouver le reste de la division euclidienne de (X + 1)" par X2 + 1. On exprimera la
réponse en fonction du cosinus et du sinus.

Joli !

1. Soit P, A, B € K[X]. Montrer que A — B divise Po A — Po B.
2. Soit P € K[X]. Montrer que P — X divise Po P — X.
3. Résoudre dans C l'équation (22 + 32 +1)? + 322 + 82 +4 = 0.
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Polynémes VERSUS Fonctions polynomiales

{_1_1_6_: Le Quizz de Madame Téte

1. Donner un exemple de fonction non polynomiale ¢ : R — R telle que

VneN, on)=0
2. Donner un exemple de fonction non polynomiale 1 : R — R telle que
VneN, ¢¥(n)=n
3. Soit P € R[X]. On suppose que
VneN, Pn)=n*>-n?+1

Que vaut P(m)?
4. Soit f: R — R une fonction telle que

VneN, f(n)=n*—-n?+1

Que peut-on dire sur f(7)? Construire une telle fonction f non polynomiale.
5. Soit P, Q € R[X] tels que

vieR,  P((-DY) = ((-n)
A-t-on P=Q7

6. Méme question avec :
Vit eR, P(cos(t)+4) = Q(cos(t) +4)
7. Méme question avec :

Vit eR, P 1) = Q-1 +1)

Le logarithme n’est pas un polynéme
Montrer qu’il n’existe pas de polynoéme P € R[X] tel que

JA>0, Vo > A, P(z) =In(z)

.gol ol 18q 93iti1dv [ = ‘g ollsidno1dhiib noidsupd § 192099

Fonctions non polynomiales

Montrer qu'’il n’existe pas de polynome P € R[X] tel que pour tout k € N*,

(ii) P(k) = VkZ+1 (iii) P(k) = 2*

(i) P(k) =

=

Interpolation de Lagrange

Soit g, ..., x, € K distincts.
1. Rappeler pourquoi si P, Q € K, [X] vérifient Vi € [0,n], P(z;) = Q(x;), alors P = Q.
2. (a) Construire un polynoéme de degré n ayant z1,...,x, comme racines.
(b) Counstruire un polynéme Lo de degré n ayant xi,...,x, comme racines et tel que
Lo(zp) = 1.

(c) Soit ¢ € [0,n]. Construire un polynoéme L; de degré n tel que L;(xz;) = 1 et ayant les
¢lements de la famille () ;co,n]\{;} comme racines.

(d) Soit ag,...,a, € K. Montrer qu’il existe un polynéme P € K,[X] tel que
Vi € [0,n], P(x;) = a;. (ZL)
On dit que le polynéme P a été obtenu par interpolation de Lagrange.

3. Déduire de ce qui précéde qu’il existe un unique polynéme P € K, [X] vérifiant (ZL).
4. Application. Soit P € K,,_1[X] tel que Vk € [1,n], P(k) = 1. Montrer que P(—1) = n.
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Polynéme dérivé

Conditions sur des polynémes, avec dérivation
Déterminer tous les polynomes P € C[X] tels que

i) P=P (ii) (P')2 =4P

121 | Equations avec P et P’

(i) Résoudre l'équation P = P’ d’inconnue P € K[X].

(ii) Reésoudre ’équation P — X P’ = X d’inconnue P € K[X].
(iii) Résoudre l’équation 2P = X P’.
(iv) Soit m € N. Résoudre 'équation mP = X P’.

122 | Une relation fonctionnelle polynomiale, linéaire
Déterminer les polynomes P € C[X] tels que X(X +1)P" + (X +2)P' — P =0.

123 | Une relation fonctionnelle polynomiale, non linéaire
Déterminer les P € C[X] tels que P(2X) = P/(X)P"(X).

124 | Existence-Unicité
Montrer que pour tout n € N, il existe un unique polynéme P, € K[X] que 'on explicitera avec
ses coefficients tel que P, — P, = X™.

25| Question ouverte
Déterminer dans K[X] tous les polyndmes divisibles par leur polynome dériveé.

Racines

126 | Bas de gamme seul
(i) Considérons P = X5 — 4X* + 7X3 —7X2 14X — 1.
Montrer que 1 est racine de P et déterminer son ordre de multiplicité.
Donner la factorisation de P dans R[X].
(ii) Reprendre l'exercice avec P = X* +2X? — 8X + 5.

(iii) Montrer que le polyndéme P admet une racine double.

P=X*—(54+V2)X%+ (5v2 - 2)X? + (10 + 2/2) X — 10V2

En déduire la factorisation de P dans R[X].

127 | Polynéme a coefficients réels de degré impair
Montrer que tout polynéme de degré impair & coefficients réels posséde (au moins) une racine
réelle.

128 | Une divisibilité en deux preuves
Soit n € N. Montrer que X? divise (X + 1)" —nX — 1.
On proposera deux preuves différentes (I'une explicite, Pautre avec un critére sur la multiplicité
d’une racine).

129 | Multiplicité
Soit n > 3.
Déterminer I'ordre de multiplicité de 1 en tant que racine de X2+ —(2n+1) X"+ +(2n+1) X" —1.
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Coefficients complexes ou réels ?
Soit P € C[X]. On suppose qu’il existe une infinité de réels « tels que P(«) est réel. Montrer que

P est A coefficients réels.

.9 9b %90 9b eduguinoo asl oz ednsivifleon aol $nob Q ambayloq ol 1915bianoD

131 | Le polynéme de Taylor de la fonction exponentielle

n
"
Pour tout n € N, on pose P, = Z HX .
k=0
1. Montrer que les racines de P,, sont simples.

2. Déterminer le nombre de racines réelles de P,.

32, Polynémes interpolateurs de Lagrange.
s g g
Soit ag, . ..,a, € K des scalaires deux a deux distincts. On pose

0 :Ky[X] — KM
P (P(ao),...,P(an)).

et on note (e1,...,e,.1) la base canonique de K"*1.

1. Justifier que ¢ est linéaire et montrer que ¢ est injective.

2. Soit k € [0,n]. Montrer qu'’il existe un unique polynéme L; € K,[X], que lon explicitera,
tel que p(Ly) = egy1.

En déduire que ¢ est un isomorphisme.

En déduire que (Lo, ..., L,) est une base de K, [X].

Soit P € K,,[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (Lo, ..., Ly).

oo W

1
6. Application. Soit P € K, _1[X] tel que Vk € [1,n], P(k) = T Montrer que P(—1) = n.

-

{;l_?)_?)_: Polynémes qui stabilisent ...
1. Déterminer {P € C[X] | Vx € R, P(x) € R}.
2. Déterminer {P € (C[X] | Vx € Q, P(ZL‘) S (@} On pourra utiliser les polynémes interpolateurs de La-

grange.

3. Onnote E = {P € C[X] | Vx € Z, P(z) € Z}.

1 n
(a) On pose Py =1et Vn e N* P, = ] H(X+k).
k=1

Montrer que pour tout n € N, P, € E.

(b) Montrer que E est 'ensemble des combinaisons linéaires a coefficients entiers (relatifs)
des P,.

Formule de Taylor

Dérivées positives en un point
Soit P € R[X] et a € R tels que P(a) > 0 et, pour tout k € N*, P*)(a) > 0.
Montrer que P ne posséde pas de racines dans [a, +00[.

1135 | Un isomorphisme
Soit n € N. Montrer que I"application

K,[X] — K**!
P+ (P(0),P'(0),P"(0),...,P™(0))

est un isomorphisme.
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Factorisation

Racines 6°™¢ de ’'unité

On souhaite factoriser X — 1 dans R[X].
1. Premiére preuve. Factoriser P dans C[X] et conclure.

2. Deuxiéme preuve. Restons dans R[X].
En factorisant X3 — 1 et X3 + 1 dans R[X], conclure.

Factorisation de ®3(X?)

Factoriser le polynome P = X* + X? + 1 dans R[X].
On essaiera de fournir deux preuves : une en restant dans R[X], et une en commengant par factoriser le polynéme
dans C[X].

La routine!

Pour chacun des polynomes suivants, donner la factorisation dans C[X], puis dans R[X].

(i) P, —4 (vi) Ps = X3 —8X?+23X — 28 sachant que la
(i) P X4 41 somme de deux des racines est égale a la
(iif) P3 — X6 497 troisiéme
(iv) A= (X=X +1)*+1 (vii) P, = X%+ 12X — 5 en sachant qu’il y a
(v) Ps=X°—-10X%+25X3-25X2+10X —1 deux racines dont la somme vaut 2

[

139, Dans 7Z[X]

n
1. Soit P = Z ap X" un polynome a coefficients entiers tel que a,, # 0 et ag # 0.
k=0
Montrer que si P admet une racine rationnelle r = b exprimée sous forme irréductible alors
plaoetql|any.
2. Factoriser P = 2X3 — X% — 13X + 5.
3. Le polynoéme X3+ 3X — 1 est-il irréductible dans Q[X]?

(140} DeCaR
Soit a € ]0,7[ et n € N*. Factoriser X?" — 2 cos(na)X™ + 1 dans C[X] puis dans R[X].
(141, Une divisibilité

Montrer que X2 + X + 1 divise X8 + X% 4 1 (sans faire de division euclidienne!).

Racines des polyndémes de Tchebychev

1. Montrer qu’il existe une suite de polynomes (7, )nen vérifiant, pour tout n € N :

VO eR, T,(cosf) = cos(nb)

On pourra ou bien définir 73, de maniére explicite, ou bien par récurrence a ’aide de cosp + cosgq.
2. Montrer qu’une telle suite est unique.
(2k + 1)77)

2n
Calculer T, (z) puis montrer que 7T, posséde n racines distinctes réelles.

3. Soit n € N. Pour tout k € Z, on pose zj, = cos (

4. En déduire la factorisation de T), en produits de facteurs irréductibles dans R[X].
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Relations coefficients-racines

:43 , Polynoéme de degré 3 de R[X]
Soit P € R[X] de degré 3, possédant deux racines réelles.
Montrer que la troisiéme racine est également réelle.

44 | Les sommes de Newton
Soit P = aX? 4+ bX? + cX + d un polyndéme de degré 3 & coefficients dans K. On suppose que P
est scindé sur K et on note xz,y et z ses racines.

1. Exprimer en fonction de a, b, c et d les quantités = + y + 2z, xy + xz + yz, et zyz.
2. Exprimer les quantités 2 + y? + 22 et 2% + 33 + 22 en fonction de  +y + z, 2y + 2 +yz et
TYz.

T+y+z=2
3. Résoudre dans C? le systéme (S):{ 22 +y*> +22 =14
3 + 2 + 2% = 20.

145 | Systéme hautement non linéaire

r+y+z=1
) ; i 11 1
Résoudre dans C? le systéme (.5) : E+§ ;zl

zyz = —4

1
1
)

m
(=)

Le polynéome X" + X" !4 ... 4+ X +1

Pour n € N*, on pose P, = ZX’“.
k=0
1. Factoriser P, dans C[X].

L k
2. En déduire la valeur de H sin il .
Pt n+1

Polynoémes d’endomorphismes ou de matrices

47| Polynéme annulateur et matrice

1. Soit M € M,,(K). On suppose qu'il existe P € K[X], vérifiant P(0) # 0, tel que P(M) = 0.
Montrer que M est inversible et déterminer son inverse.

2. Pour n > 2, la matrice carrée de taille n dont tous les coefficients diagonaux sont nuls et
dont tous les autres coefficients valent 1 est-elle inversible ?

48 | L’idéal des polyndmes annulateurs
Soient f un endomorphisme du K-espace vectoriel F.

On rappelle que pour tout P = Zaka € K[X], on note P(f) = Zakfk.
k=0 k=0
Soit (P, Q) € K[X]%.

1. Montrer (PQ)(f) = P(f) o Q(f).

2. Montrer que si P divise @, alors Ker P(f) C Ker Q(f) et InQ(f) C Im P(f)

3. On dit qu'un polynéme P est annulateur de I'endomorphisme f si 'on a P(f) = O(g).
Montrer que I'ensemble Zy des polynomes annulateurs de u est un idéal de K[X], c’est-a-
dire :

(a) Zy est un sous-espace vectoriel de K[X];
(b) VP eI, VQ € K[X], PQ € Z;.
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Plus difficiles. ..

Racines d’un polynéme vérifiant une équation fonctionnelle
Soit P € C[X] un polynéme non nul tel que P(X?) = P(X)P(X —1).

1. Montrer que si a € C est racine de P alors a? et (a + 1)? sont aussi racines de P.

2. Montrer que toutes les racines de P appartiennent a {7, 2}.

{il 0, Une équation (difficile)
Déterminer les polynomes P € C[X] tels que P(X?) = P(X)P(X +1).

151 | Borne de Cauchy
Soit P =31 _,arX k¥ un polynome unitaire. On note Z(P) I’ensemble des racines complexes de P.

1. Montrer

n—1
V¢ € Z(P), 1" <Y Jax] [
k=0

et en déduire

n—1
Ve e Z(P)\ {0} [¢ < 3 [t
2y

2. Utiliser la question précédente pour montrer

n—1
V¢ € Z(P),|¢| < max <1, > |ak|> .
k=0

3. En réutilisant le résultat de la premiére question, montrer la borne de Cauchy

V¢ € Z(P), || <1+ max(lagl, ..., |an-l)-

L’exercice de Y.G. (24/01/23)! Tigrane, premiére victime!
Soit n > 2. Simplifier
H (w—uw)

(w,w')eu?
wHw’

Comme 1°¢ question, on peut demander au candidat de simplifier H (1-29).
€€l \{1}

{il 3| Autre exercice de Y.G.

n
Montrer que le polynéme Z <Z> sin(kA) X* est scindé sur R.
k=0
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Polynomes

corrigés



101

Notons .& = {P e K[X]|3Q € K[X], PQ = 1} I’ensemble de 1’énoncé.
Procédons par analyse et synthése.
Analyse. Soit P € .#.
On peut donc trouver @ € K[X] tel que PQ = 1.
En passant au degré, on obtient deg P + deg @ = 0.
Comme deg P,deg Q € NU {—oc}, on a nécessairement deg P = 0.
Synthése. Soit P € K[X] de degreé 0.
Il s’agit donc d’un polynéme constant non nul, et on peut trouver A € K* tel que P = \.
Posons @ = 5 (licite).
On a alors PQ = A X % =1, ce qui montre que P € .#.
Bilan. .4 = Ko[X] \ {OK[X]}
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102

(1)

(i)

(iii)

(iv)

Soit P tel que P(2X) = P(X) — 1.

En évaluant en 0, on obtient P(0) = P(0) — 1, d’ou 0 = —1.

Bilan : I’ensemble des solutions est &.

On procéde par analyse et synthése.

Analyse. Soit P € K[X] tel que P(X?) = (X?+1)P.
Comme deg(X?) > 1, on peut appliquer la formule pour le degré de la composée de
deux polynomes. Ainsi, deg P(X?) = deg P x deg X? = 2deg P.
Par ailleurs, deg ((X? 4 1)P) = deg(X? + 1) + deg P = 2 + deg P.
On en déduit que 2deg P = 2 + deg P, d’ot l'on tire deg P € {—o0, 2}.
— Sideg P = —o00,0ona P =0.
— Si deg P = 2, on peut trouver a,b,c € K tels que P = aX? +bX +c.

Comme deg P = 2, on a a # 0. On a alors

P(X?)=(X?+1)P donc aX*+bX?+c=(X?+1)(aX?+bX +c)
donc aX*+bX%?+c=aX* +bX3+(a+c)X?+bX +¢

a=
0= ¢
donc b=a+c (par identification des coefficients)
0= b
c= ¢

donc b=a+c=0.

On en déduit que P = a(X? —1).
On a montré qu'un polynéme vérifiant la condition de 1’énoncé était nécessairement
de la forme a(X? — 1), le cas a = 0 correspondant au polynéme nul et le cas a # 0
correspondant au cas de degré 2.
Synthése. Prenons P de la forme P = a(X? — 1) avec a € K.
On a d’une part P(X?) = a(X* —1).
D’autre part, (X2 +1)P =a(X?+1)(X? - 1) =a(X? - 1).

Ainsi, on a montré
{P e K[X] | P(X?) = (X2 + 1)P} = Vect(X2 — 1)

Procédons par analyse et synthése.

Analyse. Soit P € K[X] tel que Po P = P.
Si d’aventure le polynome P est non constant, on a deg P = deg(P o P) = deg(P)?, ce
qui entraine deg P =0 ou deg P = 1.
Dans tous les cas, on a donc deg P < 1.
Soit a,b € K tels que P = aX +b.
On a alors
PoP=a(aX +b)+b=a?X +ab+b.

L’égalité P o P = P entraine donc

a2 =a a=1
{ab—i—b:b donc (a:O ou {sz)

Donc P est constant ou P = X.
Synthése. Réciproquement, il est clair que les polynémes constants et le polynéme X sa-
tisfont aux hypothéses.
Bilan.
{PEK[X] | PoP:P} = Ko[X] U {X}

Le polynéme nul satisfait la condition.
Soit P un polynéme non nul vérifiant la condition de 1’énoncé.
On peut donc trouver Q € K[X] (nécessairement non nul, car P lest) tel que Q% = X P2.
En passant au degré, on obtient 2deg @ = deg X + deg P2 =1 + 2deg P.
On obtient une égalité entre un nombre pair et un nombre impair.
Bilan.
{P € K[X] | 3Q € K[X], Q% = XPQ} = {0}

[14exo—Polynomes.pdf, 24 février 2023, 11:14}




1. Ecrire explicitement la somme. Et vérifier que les deux membres de la formule sont égaux.

2. En utilisant trois fois la formule du binéme de Newton, on a :

A:(1+X)pzzp:(§>X” et B:(1+X)q:zq:(Z>X”

n=0
et

p+q
C=(1+X)P(1+X)" = (1+xPH =3 (pZQ>Xn
n=0

Par ailleurs, le coefficient de degré n du produit C' = AB est, d’aprés la formule définissant
le produit de deux polyndmes, égal a

=0 =200

En identifiant les coefficients, on en déduit la formule de convolution de Vandermonde :

()60

3. Ona
m m 2 m m m
E < ) ) = E ( _ > < ) (symétrie des coefficients binomiaux)
; { i) \m—1i
i=0 i=0
2
= ( m>. (convolution de Vandermonde)
m
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104

. On obtient

Py=4X2%2-2
Py = —8X3 4+ 12X
P, =16X* — 48X? +12.

. Pour tout n € N, on note A(n) Passertion

« On a deg P, = n et le coefficient dominant de P, est (—1)"2". »

Montrons ¥n € N, A(n) par récurrence double.

Initialisation. Les assertions A(0) et A(1) proviennent directement de la définition de Py
et Pl.

Hérédité. Soit n € N tel que A(n) et A(n+1). On a alors

deg (—2X P, y1) = deg(—2X) + deg P41

=1+n+1 (d’apres A(n+ 1))
=n+2
et deg(—2(n+1)P,) =n (d’aprés A(n) et car n+ 1 # 0)

donc deg Py, 1o =n+ 2,

car il s’agit de la somme de deux polyndémes de degré distincts.
Cela montre A(n + 2) et clot la récurrence.

. Pour tout n € N, on note B(n) l’assertion P,(—X) = (—1)"P,. Montrons ¥n € N, B(n) par

récurrence double.
Initialisation. On a Py(—X) =1= Py et Pi(—X) =2X = —P;, d’on B(0) et B(1).
Hérédité. Soit n € N tel que B(n) et B(n+1). On a alors

Poio(—X) = -2(—X)Pry1(—X) —2(n+ 1) P (—X)

X(-1)"" P, —2(n+1)(-1)"P, (d’aprés B(n) et B(n + 1))
D" (—2XP,1 —2(n+1)PR,)

)" 2Py (car (—1)""% = (=1)"),

2
(
(
ce qui prouve B(n + 2) et clot la récurrence.

On en déduit que, pour tout n € N, le fonction polynomiale ¢ — P, (t) est paire si n est pair
et impaire sinon.

. Soit n € N. Comme la fonction polynomiale Ps,, 1 est impaire, d’aprés la question précédente,

on a P2n+1(0) =0.

. Soit n € N. On a

P2n+2(0) = (72XP2n+1 — 2(2n + l)Pzn) (0)
= —2(2n 4 1) Py, (0).

Par une récurrence immédiate (comme Py(0) = 1), cela montre que

Pon(0) = (—1)"2"(2n — 1)(2n —3) -+ 5 x 3 x 1
2(2n)2n—1)2n —2)(2n —3)--- b x4x3x2x1

= (=172 2n)(2n—2)-- 4 x 2

(2n)!

n

[1@r

k=1

g (20)!

= D
= (2

n!

_ (_l)nQn
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Les régles de calcul dans K[X] permettent notamment de factoriser la différence P3 — Q3 :
PP =@ =(P-Q)(P*+PQ+Q.
Comme P et @ sont distincts, P — @ # 0, donc deg(P — Q) > 0 et 'on en déduit
deg (P* — @Q®) = deg (P — Q) + deg (P? + PQ + Q?)
> deg (P? + PQ + Q%) . (©)

Notons maintenant « (resp. ) le coefficient dominant de P (resp. @), de telle sorte que l'on peut
décomposer ses polynémes en leur terme dominant et ce qui suit : on écrit

P=aX"+ P et Q = BX"™ + Qo,
ou P07Q0 S anl[X].

On a donc
P? = (aX" + Py)?
=a’X*™ +2 aX"Py, + P?
~— ~~
€K2n-1[X]  €Kan_2[X]
— OlQXQR 4 Rla
ol Ry =2aX"Py + P02 S Kgnfl[X].
De la méme facon, on peut trouver Ro, Rz € Ka,_1[X] tels que PQ = afX?" + Ry et Q* =
ﬂ2X2n + R3.
En notant R = Ry + Ry + R3 € Kg,,—1[X], on trouve donc

P’ 4+ PQ+ Q%= (a*+aB+B*)X*" +R. (W)

Le point-clef est maintenant que la non-nullité de « et 3 entraine que o2 + a8 + 3% > 0 (et cette
quantité est donc non nulle).

Avant de démontrer ce fait, constatons qu’il permet de conclure : ’égalité (#) montre en effet alors
que deg (P2 + PQ + Qz) = 2n, et I'inégalité (V) conclut que deg(P? — Q3) > 2n.

Pour montrer que o + a8 + 32 # 0, proposons plusieurs démonstrations.

En se ramenant & une identité remarquable. On distingue deux cas.

— Si a et 8 sont du méme signe, a8 > 0. On en déduit alors que a8 > —2a3, donc
a®+af+ 6% >a’-2aB+ %= (a—B)* > 0.

— De méme, si a et B sont de signes opposés, on a 0 > af > 2af, donc
A raf+p2>a?+208+62=(a+p)?>=0.

Grace a la forme canonique d’un trinéme. On peut appliquer la manipulation qui permet
d’obtenir la factorisation canonique d’un trinéme, c’est-a-dire essayer de reconnaitre dans
une somme le début du développement du carré. On a alors

B _
a2+aﬂ+62—<a+) - =+

2 4
B AP
—(Oé+2) +16

Cette quantité est donc la somme d’un carré de nombre réel et de % 2 > 0, donc elle est
strictement positive.

En se ramenant i un trindme. Comme 3 # 0, on peut factoriser

2
a2+aﬂ+5262<<g> +g+1>.

Le trinéme du second degré X2 + X + 1 ayant un discriminant < 0, on en déduit
a2 +af+p%>0,

comme voulu.
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Grace aux complexes. Posons z = ¢™/3. On a |z| = 1 et Rez = %7 donc

oo+ B2 = (a+ B2)(a + B2)

(o + BZ) (a + B2) (car a, B € R)
=a’+af(z+7)+p%z

= a?+2afBRe(z) + 5|2

=a® +ap+ B2

Comme § # 0, a + Bz n’est pas nul (il suffit par exemple de regarder sa partie imaginaire),
donc

?+af+ 82 =|a+ Bz >0.
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1. A vous.
2. e Ona X% —1 = (X?)" — 1. L’identité de Bernoulli stipule que le polynome A™ — B™ est

divisible par A — B. En utilisant cela avec A = X3 et B = 1, on obtient que X3 — 1 est
divisible par X3 — 1. Ainsi il existe Q,, € R[X] tel que
X9 1= (X~ 1)Q,
e On a donc démontré le petit lemme suivant :
VneN, 3Q,cR[X], X*"=(X*-1Q,+1
On applique cela avec les entiers p, ¢, r. Donc il existe @), Qg et Q, tels que
X% = (X3 -1)Q, +1 X3 =(X?-1)Q,+1 X3 = (X3 -1)Q, +1

En utilisant 1’égalité X3P+2 + X391 4 X37 = X3 X2 4+ X39X 4+ X3 on en déduit
X2 XL X = (X0 -1)Qp+1) X% 4+ (X -1)Qu+1)X + ((X*-1)Q, +1)
D’ou

X4 X0 L X9 = (X0 - 1) (X2Qp + XQq + Q) + (X2 + X +1)

Or X3-1=(X-1)(X24+ X +1), don

X2 4 X3 L X — (X2 4+ X +1)

(X — 1)(X2Qp L XQ,+ Qr) +1

On a donc montré que X2 + X + 1 divise X3P+2 4 X3a+l 4 X3,
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Au moins trois preuves.

Une avec les racines +iyv/2 (chausser ses lunettes : il y a un systéme somme-différence a voir).
L’autre avec 'identification des coefficients.

La troisiéme avec une division euclidienne.
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Ecrire explicitement la division euclidienne en fonction de a et b. Puis imposer au reste d’étre nul.

14++5

On trouve ® —2b—1leta=0>—1.D'oub=—1loub= 5

. D’out 3 couples solutions.
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Dans chacun des cas, on peut effectuer la division euclidienne de A € R[X] par B € R[X], qui est
de degré 2.

On peut donc trouver @ € R[X] et R € R;[X] tels que A = BQ + R.

En notant «, 8 € R les coefficients de R, on obtient donc 1’égalité

A=BQ+aX + 8, (*)

et il s’agit de déterminer « et 3.

(i) On évalue (%) en 1 et en 2, qui sont les racines de B. On obtient ainsi
1=1"=ax1+p et 2" =a x2+ 4.

11 ne reste plus qu’a déterminer I'unique polynéme affine R = aX + 8 tel que R(1) = 1 et
R(2) = 2™. Aprés calcul, on obtient « = 2™ — 1 et § =2 — 2™,
Ainsi, le reste dans la division euclidienne de X™ par X2 — 3X + 2 est

2" —1)X + (2 —2").
(ii) On évalue (*) en 1, qui est 'unique racine de B. On obtient ainsi
1=1"=ax1+p c’est-a-dire a+p=1.
Pour exploiter le fait que 1 est racine double de B, on va également dériver la relation
(%), puis évaluer la relation dérivée en 1. Ainsi, A’ = 2(X — 1)Q + (X — 1)2Q’ + a d’ou
nX" 1 =2(X —1)Q + (X —1)2Q’ + « puis, en évaluant 1, on trouve n = a.

Onendéduit f=1—a=1—n.
Ainsi, le reste dans la division euclidienne de X” par (X — 1)? est

nX + (1 —n).

(iii) Le polyndéme B posséde deux racines qui sont cette fois-ci non réelles : il s’agit de =+i.
En évaluant () en 4, on obtient

(isint + cost)” = ai + 3 donc e = ai + B.

(On pourrait également évaluer en —i, mais on n’obtiendrait alors rien d’autre que la relation
conjuguée, ce qui ne nous apporterait pas de nouvelle information).

On obtient ainsi

a = Ime™ = sin(nt)

B = Ree™ = cos(nt).
Ainsi, le reste dans la division euclidienne de (X sint + cost)™ par (X — 1)? est

sin(nt) X + cos(nt).
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Autre solution.
Autre solution TORDUE sans nombres complexes, mais avec une récurrence sur n, alors
qu’au début de I’exercice n est fixé! Pour tout n € N, notons H,, la propriété :

le reste de la division euclidienne de (X + 1) par X2 + 1 est a,, X + 3,, ol

o Tan(5) ()

Initialisation. Montrons que la propriété est vraie au rang 0.
D’une part, la division euclidienne de (X + 1)° par X2 + 1 s’écrit

(X+1)° = (X*+1)x0px) + 0X+1

D’autre part, on a ag = \/50 sin0=0et By = \/QO cos0 =1.
Ainsi, le reste de la division euclidienne de (X + 1)° par X2 + 1 s’écrit apX + Bo.

Hérédité. Soit n € N tel que la propriété est vraie au rang n.
Ainsi, il existe @, € R[X] tel que

(X+D" = (X?+1)Qn + anX +fy
Multiplions par X + 1, on obtient :
(X+D)" = (XP+ D)X +1D)Qn + (X +1)(anX + B,)
ou encore :
X+ = (X4 DX +1)Qn + anX? + (an + 8) X + Ba
Ecrivons a, X? sous la forme a,, (X2 + 1) — a,,. On obtient
X+ = (X + D)X +1)Qn + an(X*+1) + (an+Bn)X + (Bn — o)

D’ou
(X + 1™ = (X2 4+ D)((X + DQu+an) + (an+Bu)X + (Bn — an)

I1 ne reste plus qu’a montrer que

oy + Bn = Op41 et ﬂn — Oy = Bn+1

On a
s = T () = 3 (an ()(5) ¢ () (D)

- nm . o/nm 1 .
En utilisant que cos <I> = sin (—) = ——, on obtient :

1)

QUpt1 = \/§n<sin (%T) + cos (T))

ce qui s’écrit ap1 = ay, + By.
On procéde de méme pour B,41.
La propriété au rang n + 1 est donc vraie.
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1. a taper.
2.0naPoP—-X=(PoP—-P)+(P-X).
Donc il suffit de montrer que P — X divise Po P — P.
Pour deux polynomes A et B, on a

PoA—-PoB = (A- B) xqq chose

En effet, écrivons P comme combinaison linéaire de X*.

Constatons que P o A — P o B est alors combinaison linéaire de A¥ — B* pour k > 1 (que
devient le terme pour k = 07). Ce dernier polynome est divisible par A — B en vertu de
I’égalité de Bernoulli.

On applique ce résultat & A =P et B= X.
D’ott P o P — P est divisible par P — X.

3. Posons P = X? +3X + 1.
On a

PoP—X = (X?4+3X+1)2+3(X?+3X+1)+1 — X = (X?+3X+1)2+3X>+8X +4

Et on a
P-X = X?42X+1 = (X +1)?

D’aprés la question précédente, on sait que (X + 1)? divise (X2 +3X +1)2 +3X2 +8X + 4.
On identifie le quotient (par exemple en identifiant les coefficients) et on trouve

Q=X?+4X +5

Reste a trouver les racines de ce polynome (a vous) et a conclure (a vous).

Les solutions de I’équation (22 + 3z + 1) + 322 + 82 +4 = 0 sont donc ...
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Supposons qu'un tel polyndéme P existe.
Ainsi, il existe A > 0 tel que Vz > A, P(x) = In(x).
La clé de la preuve est de constater que le logarithme vérifie I'équation différentielle zy’ = 1.

En particulier,
Vo> A zln(z) =1

Ainsi,
Vo> A, xP'(z)=1
On en déduit que les polyndmes X P’ et 1 coincident sur un ensemble infini & savoir [A, +o0l.
Donc ils sont égaux.
A cet instant, on a donc X P’ = 1. En passant au degré, on en déduit que nécessairement 1 + deg P’ = 0.
Or I’équation 1 + d = 0 n’a pas de solution d € NU {—oc0}. D’ou l'absurdité.

Solution de Tigrane Ponsin (2022-2023). Exploiter le fait que In(2?) = 2Inz pour obtenir
P(X?)=2P(X),d ot 2deg P = deg P, d’ot1 P est constant. Mais la fonction In n’est pas constante !
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(i) Supposons par absurde qu’il existe un polyndéme P € R[X] tel que
1
Vk € N*, P(k) = T

Le polynéme @Q = X P vérifie alors
vk e N*, Q(k) = 1.

Autrement dit, les polynémes @ et 1 coincident en une infinité de points. D’ou @ = 1.
On a donc montré XP = 1, ce qui est absurde (par exemple, en évaluant en 0, on trouve
1=0).

(ii) Supposons par 'absurde qu’il existe un polynome P € R[X] tel que

Vk e N*, P(k) = VK2 + 1.

Le polynéme @Q = P? vérifie alors
Vk € N*,Q(k) = k* + 1.

Autrement dit, les polynémes Q et X2 + 1 coincident en une infinité de points.
Dot Q = X2 + 1.

On a donc montré P2 = X2 4 1.

Montrons que cela est absurde.

En passant au degré, on obtient 2deg P = 2, donc deg P = 1.

Comme tout polynome réel de degré 1 posséde une racine réelle, on en déduit qu’il existe
7o € R tel que P(xg) = 1. En évaluant en xq 1'égalité P? = X2 + 1, on trouve

P(xo)* =23 +1
——"
=0

Or 22 +1 > 0 donc est non nul, d’ott la contradiction.
(iii) Solution 1 (probablement la plus simple). Supposons par ’absurde pouvoir trouver un
polynéome P € R[X] tel que
Vk € N*, P(k) = 2",

Il est déja clair qu'un tel polynéme P ne peut pas étre nul.
On peut alors écrire P = Z'Z:O ar Xt ondeN, ag,...,a4-1 € R et ag € R*.
Par croissance comparée, quel que soit £ € N, on a

£

T
—
2T r—4oo
On en déduit (par opérations) que
P(x)

— 0.

2% z—+oo

Cela contredit le fait que cette fonction f : z +— Pg(f ) doit satisfaire Vk € N* P(k) =1,
et donne la contradiction attendue.

Solution 2 (un peu trop compliquée). On peut ici essayer de faire une démonstration
dans la méme veine que celle des deux points précédents. Le probléme est qu’il n’est
pas si facile de se ramener au fait que des polynémes coincident une infinité de points :
passer au logarithme, par exemple, transformerait 2% en In(2) k, qui est bien la valeur
en k du polynome In(2) X, mais le second membre de I’égalité, In P(k), ne serait plus
polynomial.

On peut essayer d’utiliser la dérivée : la fonction f : ¢ — 2! = exp(In(2) t) est dérivable
et vérifie f' = 1In(2) f, et on peut vérifier que le polynéme nul est le seul polynéme P
vérifiant P’ = In(2)P (pour des raisons de degré, ou parce que tout polynéme devient
nul quand on le dérive suffisamment de fois). Le probléme est que la condition V¢ €
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N*, P(t) = f(t) ne permettra pas de « passer » a la dérivée, car on a coincidence en des
points isolés. Pour prendre un exemple, les fonctions cos et sin coincident en tout point
de la forme 27 k + 7, mais cela ne suffit pas a dire que leurs dérivées sont égales en ces
points.

On peut contourner cette difficulté en utilisant un analogue discret de la dérivée, « I'opé-
rateur aux différences finies », qui remplace P par P(X+1)—P(X) (comme (X+1)—X =
1, on peut penser a cette différence comme a un taux d’accroissement).

Apres ces longs prolégomeénes, passons a la démonstration.

Supposons par l'absurde qu’il existe un polynome P tel que Vk € N*, P(k) = 2*. En
particulier, P est non constant. On peut noter d = deg P € N*.

Soit £k € N. On a

P(k+41) — P(k) = 2FF1 — 2*
— ok
= P(k).

Ainsi, la différence P(X + 1) — P(X) et P coincident sur une infinité de valeurs. Par
rigidité des polyndmes, on en déduit que P(X +1) — P(X) = P.

On va aboutir & une contradiction en vérifiant que deg(P(X +1) — P(X)) < d—1 (on
pourrait d’ailleurs montrer I’égalité).

On note a le coefficient dominant de P, de telle sorte que aX ¢ soit le coefficient dominant
de P. On peut donc trouver Py € K4 1[X] tel que P = aX? + PB,.

On a alors

P(X +1)—P(X) = a(XH )4 Po(X +1)) — (aX? + Py(X))

— XU £ Py(X +1) — Py(X)

|
Q
r——————ﬂ
‘c|>
/’—_‘\\

|
Q
I
R
ElSY

>X’“ + Po(X +1) — Py(X).

Or,

— quel que soit k € [0,d — 1], on a X* € K, 1[X] donc aZi;é (Z)Xk € Kq_1[X]
(par stabilité par combinaison linéaire) ;

— par construction, Py € Ky4_1[X];

— le polynome X +1 est non constant, donc deg (Po(X + 1)) = deg Py = deg(X +1) =
deg Py, donc Py(X + 1) € Kq_1[X].

Par stabilité par combinaison linéaire, on en déduit que P(X + 1) — P(X) € K4_1[X],
ce qui conclut la démonstration.
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1. Joker.

2. (a) Le polynome H(X — x;) convient.

i=1

(b) Le polynome H_?:l(X — ;) vaut [\, (z; — z;) # 0 en ;. Il suffit alors de poser

[TX =)
Ly=2"
H(xi — ;)

(¢) De méme, il suffit de poser

I &x—=)
_ Gelon\ i)

n

L;

(zi — x;)
je€[0,n]\{s}

. Soit

P = i CLij.
7=0

Le polynome P est une somme d’éléments de K,[X], donc on a P € K, [X]. Par ailleurs,
fixons i € [0,n]. Si on calcule P(z;), on constate que tous les termes L;(a;) de la somme

s’annulent, a Pexception de L;(x;). On a donc
P(x;) = a;Li(z;) = aj,

ce qui conclut.

. La question précédente a montré 'existence. Par ailleurs, si deux polynomes de K, [X] vé-
rifient la condition (ZL£), la premiére question entraine qu’ils sont égaux, ce qui montre

l'unicité.

. La condition entraine que le polynéme @ = X P — 1 appartient & K,,[X], qu’il posséde tous

les éléments de [1,n] comme racines, et il est par ailleurs clair que Q(0) = —1.
Par unicité du polynoéme interpolateur de Lagrange, on en déduit que

[Ix =) R R
Q:_j_llﬁ[ =y U -9 = = (X =)
() - -
j=1
On en déduit
e I ()
_1\n+1 n
= I ()
1 n+1 b — i1
:_szgk [j:i—J
(n+1)!
Y
=—(n+1).

Comme Q(—1) = —P(—1) — 1, on en déduit P(—1) =n.
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(i) Sideg P > 1, on sait que deg P’ = deg P — 1, ce qui entraine P # P’.
SidegP < 0,0ona P’ =0, donc P ne peut étre égal & P’ que si P = 0.
Ainsi, {P € K[X] | P = P'} = {0}.

(ii) On proceéde par analyse et syntheése.

Analyse. Soit P € K[X] tel que (P')? = 4P. On distingue deux cas :
— Sideg P <0, P"=0, donc P =0.
— Supposons deg P > 1. On a alors deg P’ = deg P — 1. On a alors

deg(P')> =2deg P’ =2degP —2 et deg(4P) = degP,

d’ou il vient 2deg P — 2 = deg P et donc deg P = 2.
On peut donc trouver a € K* et b, ¢ € K tels que P = aX? + bX + ¢. On a alors la
chaine d’équivalences
(P)?=4P donc (2aX +b)* =4(aX?+bX +¢)
donc 4a®X? + 4abX + b* = 4aX? + 4bX + 4c

4a% =4a
donc 4ab=4b (par identification des coefficients)
b? =4c
done 4557 0 (car a #0)
one oy car a .

Ainsi, P = X2 +bX + 2.
Synthése. Réciproquement, on vérifie directement que le polynéme nul et, pour tout b € K,
2
le polynéme X2 + bX + bz, vérifient la condition de I’énoncé.

In fine,
{PeK[X] | (P/)2:4P} - {O}U{X2+bX+§ |be]K}
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(i)

(iii)

On constate que le polynoéme est solution.

Montrons que c’est la seule solution.

Pour cela, supposons qu’il existe un polynéme non nul P tel que P = P’.

Comme P # Og[x], on a deg P € N.

Comme P = P’, on a deg P = deg P'.

Or deg P < deg P’ — 1.

On en déduit deg P < deg P — 1 (ce qui serait possible si deg P était égal & —o0).
Comme deg P € N, en ajoutant — deg P, on obtient 0 < —1, d’out la contradiction.
Montrons que I’équation P — X P’ = X d’inconnue P € K[X] n’a pas de solution.
Raisonnons par 1’absurde en supposant qu’il existe P € K[X] tel que P — XP' = X.

Premiére solution d’Alfred — année 2021-2022

OnaP—-XP =X.
Alors en dérivant, on obtient
P —(PP+XP")=1
Dot —XP" = 1.
Cette égalité montre que P” # Og|x], donc deg P” € N.
En prenant les degrés, on a 1+ deg P” = 0, ce qui conduit a deg P = —1 qui n’est pas dans
N d’ou la contradiction.

Deuxiéme solution

n
Ecrivons P sous la forme Z ar X" (on ne suppose pas que a, # 0).
k=0
L’égalite P — X P’ = X s’écrit

> apXt — X x> kapXF = X
k=0 k=1
ou encore .
> a1l -k)XF = X
k=0
En examinant le coefficient en X!, on a
a(l-1)=1 d’ou 0=1

d’oul la contradiction.
Reésoudre I’équation 2P = X P’.

Premiére solution

Analyse Soit P € K[X] tel que 2P = X P'.

n
Ecrivons P sous la forme Z apX* (on ne suppose pas que a,, # 0).
k=0
L’égalité 2P = X P’ s'écrit

Zn:2akxk = in:kakX’H
k=0

k=1
Oou encore
n n
ZZaka = Zkaka
k=0 k=1
ou encore

zn:Zaka = ikaka
k=0 k=0
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Par identification des coefficients, on en déduit que
Vke[0,n], 2ar=kax ou encore (2—=kK)ar=0

Par conséquent,
Vk#2, ap=0
Bilan de l'analyse : P est de la forme a2 X? avec ay € K.
Synthése Vérifions que les polynomes de la forme aX? avec a € K sont solutions.
Le membre gauche vaut 2P = 2a.X?2.
Le membre droit vaut XP' = X x 2aX = 2aX?2.
D’ou 2P = X P'.

BILAN : les solutions sont les polynoémes de la forme aX? avec a € K.

Deuxiéme solution par équivalences (mais attention, en général,
c’est dangereux de raisonner par équivalence)

n
Soit P € K[X] que l'on écrit Z ap X" (on ne suppose pas que a,, # 0).
k=0
On a les équivalences suivantes

n n
2P =XP = > 20X =) kapX*
k=0 k=0
— Vke[0,n], 2a;=ka
EX VEkelo,n]\ {2}, ar=0

= P=ayX?

(iv) Analyse Soit P € K[X] tel que mP = XP'.

n
Ecrivons P sous la forme Z arX"* (on ne suppose pas que a, # 0).
k=0
L’égalité mP = X P’ s’écrit

n n
> mapX® = XY kapXH!
k=0 k=1
ou encore
n n
Z map Xk = Z kaip X"
k=0 k=1
ou encore

Xn:maka = zn:kaka
k=0 k=0

Par identification des coefficients, on en déduit que
Vke[0,n], mar=kag ou encore (m—Fk)ap =0

Par conséquent,
Vk#m, ap=0

Bilan de I'analyse : P est de la forme a,, X™ avec a,, € K.
Synthése Vérifions que les polyndmes de la forme a X™ avec a € K sont solutions.
Le membre gauche vaut mP = maX™.
Le membre droit vaut X P’ = X x maX = maX™.
D’ou mP = XP'.
BILAN : les solutions sont les polynémes de la forme aX™ avec a € K.
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Vous devez trouver Vect(X + 2).

Remarque. Cette équation est « linéaire en P ».

En effet, on cherche le noyau de P +— X (X +1)P"” + (X +2)P’ — P qui est une application linéaire.
Ainsi, la solution doit étre également « linéaire en P ».

Une famille génératrice permettra donc de décrire I’ensemble des solutions!
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Le polynéme nul est solution.

Soit P non nul vérifiant P(2X) = P'(X)P"(X).

Notons n = deg P.

Sin < 2, alors P’ = Ox[x)- Avec la relation, on trouve P = 0 ce que I'on a exclu.
Ainsi, n > 2 et alors degP” =n—2 et degP =n — 1.

Par passage au degré dans la relation, on trouve n = (n — 1) + (n — 2).

D’ou n = 3.

On peut l'écrire avec ses coefficients et traduire 'égalité P(2X) = P'(X)P"(X) a l'aide des coef-
ficients.

On trouve P = %X?’.

Réciproquement, ce polynéme est bien solution.

L’ensemble des solutions est donc le doubleton {OK[ X1 gX 3}.
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Le polynéme nul n’est pas solution.
Un polynéme solution est nécessairement de degré n.
n
Soit P = > apX*.
k=0

On a les équivalences suivantes :

n—1
P-P =X" <= a X" + Y [ax— (k+1)apq] X

k=0

:Xn

= a,=1 et Vke[0,n—-1], ar=(k+1ag+

Ces relations définissent de maniére unique les coeflicients de P, donc définissent de maniére

unique P.

Essayons de trouver une formule explicite.
Par récurrence descendante finie, on voit que les a; sont non nuls.
Ensuite, fixons j € [0,n — 1] (et méme dans [0,n] si l'on veut!). On a :

n—1 n—1
ar
= k
kI;[j Q41 g( + 1)

d’ot, par télescopie, 4 n(n—1)---(G+1).
an
Comme a,, = 1, on obtient a; = —'
Bilan : P, = _—"XJ.

j=0 7’

Autre preuve.

Analyse.
Soit P solution.
Le polynéme P n’est pas nul.
On a nécessairement n = deg P.

En dérivant une fois P’ — P = nX"~1, puis P” — P®) =n(n — 1)X"2,

Par récurrence, on obtient

Vke[o,n], P® —PFD = pnn—-1)...(n—k+1)X"*

Par somme,
n

_ pln+1) _ ) (n— n—k
P—p =Y nn-1)--(n-k+1)X

=0 k=0
D’ou

|

n
Synthése. On vérifie que le polynéme E (ni
n—

A 'X"_k est solution.
k=0 !
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(i)

(i)

(iii)

OnaP=X>—-4X*+7X%-7X%2+4X — 1, donc P(1) = 0.

Puis P/ = 5X% —16X3 + 21X? — 14X + 4, donc P'(1) =

On a P =20X3 — 48X? + 42X — 14, d’ou P"(1) = 0.

On a P" =60X2 — 96X + 42, d’ou P"(1) # 0.

Ainsi 1 est racine de P de multiplicité 3.

Ainsi P s’écrit (X —1)3Q avec Q € Ky[X].

En examinant les coefficients dominant et constant, on peut dire que () est de la forme
X2 4+ bX + 1. Reste donc & déterminer b.

On a 'égalité

0.

P=(X-13X?+bX +1)

Le coefficient en X du polynéme & droite vaut 3 — b.
Comme le coefficient en X de P vaut 4,ona4=3—b, dou b= —1.
On a donc l'égalité :

P=(X-13X?*-X+1)

Comme le discriminant de X2 — X + 1 est strictement négatif, ce polynome est irréductible
dans R[X], donc la factorisation de P dans R[X] est

P=(X-13X?*-X+1)

OnaP=X*+2X2—-8X +5, donc P(1) = 0.

Ona P’ =4X3 +4X — 8, donc P'(1) = 0.

Donc 1 racine de P de multiplicité au moins 2. Ainsi, P s’écrit (X — 1)2Q avec deg Q < 2.
Le polynéme @ est de la forme aX? + bX + c.

En examinant le coefficient dominant et constant, on obtient directement a = 1 et ¢ = 5.
Reste a déterminer le coefficient b. On trouve b = 2.
On a donc I'égalité

P=(X-1)2*X?+2X +5)

Comme le discriminant de X2 +2X — 5 est strictement négatif, ce polynome est irréductible
dans R[X]. Ainsi, la factorisation du polyndéme P est

P=(X-1)2*X?+2X +5)

On a

P=X*"-(54+V2)X?®+(5v2-2)X%+ (10 + 2v2) X — 10v2
Donc P(v/2) = 0.
Puis P’ = 4X% — 3(5 4+ v2)X? +2(5v/2 — 2)X + (10 4+ 2/2), d’ott P'(v/2) = 0.
De plus, P = 12X? — 6(5 + v2)X + 2(5v/2 — 2), donc P"(v/2) = —20v/2 + 8 # 0,
Donc v/2 est racine de P de multiplicité 2.
Ainsi P s’écrit (X —v/2)%(aX? + bX + ¢).
En identifiant les coefficients, on trouve a = 1, b = V2 —5¢et c=—52.
On a donc ’égalité

P=(X-V2?*X?*+ (V2 -5)X —5V2)

Le polynéme X2 + (v/2 — 5)X — 5v/2 a un discriminant positif; il admet 5 et —/2 pour
racine. Il s’écrit donc (X — 5)(X + /2).
On a donc l'égalité

P=(X —V2)%(X - 5)(X +V2)

C’est la factorisation de P dans R[X].
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Soit P un polynéme de degré d impair que l'on écrit
P= adXd —|—ad,1Xd_1 + - +a1 X +ag

On a alors

Vr#0, P(z) = agad (1+“d‘1 “0)

1

z—+oo

On en déduit que

4 .
P(x)—>{ oo siag >0

Foo siag <O0.

avec aqg # 0

Par ailleurs, la fonction 2 — P(x) est polynomiale donc continue.
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires généralisé, on en déduit ’existence de ¢ € R tel que

P(c) = 0.
Le polynéme P a donc une racine réelle.

xT

—— +o0.
r—Foo
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Premiére preuve. On utilise la formule du binéme de Newton :

(X+1)"—nX -1 Z(Z)Xk—nX—l
=0
n
Xk
y

X2 i (Z) Xk—2,

k=2 (
k=2

=

€K[X]

donc ce polynome est divisible par X?2.
Deuxiéme preuve. Notons P = (X +1)" —nX —1. On a
* P(0)=(04+1)"—=n0—1=0, donc 0 est racine de P;
x PP=n(X +1)"! —n, donc P'(0) =nl""t —n=0.

Donc 0 est racine de multiplicité au moins 2. Donc X2 divise P.
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On a
e P()=1—-(2n+1)+(2n+1) —1 =0, donc 1 est racine de P.
e PP=02n+1)X" - (2n+1)(n+1)X" + (2n + 1)nX""1, donc

P'(1)

2n+1)—2n+1)(n+1)+ (2n+1)n
07

donc 1 est racine de P’.
o P'=02n+1)2n) X 1 - 2n+ D(n+ 1)nX"" 1+ (2n+ 1)n(n — 1) X"~2 donc

P'1)=2n+1)2n)— 2n+1)(n+1)n+ 2n+1)n(n—1)
=2n+1)n2—(n+1)+ (n—1)]
0,

donc 1 est racine de P”.
o P =(2n+1)2n)(2n—1)X?""2 - 2n+1)(n+Dn(n—1) X" 24+ 2n+1)n(n—1)(n—2) X3

donc
P"1)=02n+1)2n)2n—1)— 2n+1)(n+ n(n— 1)+ 2n + Dn(n — 1)(n — 2)
=2n+1)n22n—1)—(n+1)(n—1)+ (n—1)(n — 2)]
=2n+1)ndn—-2—(n—-1)[n+1)—(n—2)]]
=(2n+1)n(n+1) #0,

donc 1 n’est pas racine de P,

La multiplicité de 1 en tant que racine de P est donc 3.
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On écrit le polynéme sous la forme
n
P=> a,X*
k=0

ou a priori, ag,...,a, € C.
Cela permet de définir le polynéme conjugué

On voit directement que, pour tout ¢t € R,

n

Pt) = Zn:ﬁtk = axth = P(2).
k=0 k=0

Ainsi, si a € R est tel que P(a) € R, on a automatiquement P(a) = P(«).

L’hypothése de I’énoncé entraine donc que P et P coincident sur un ensemble infini, c’est-a-dire
que leur différence P — P posséde une infinité de racines. D’aprés le critére radical de nullité, on
en déduit que P — P = 0, c’est-a-dire que P = P.

En identifiant les coeflicients, on obtient Vk € [0,n],ar = ag, c’est-a-dire Vk € [0,n],ar € R,
c’est-a-dire que P € R[X].
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1. Soit a une racine de P,, donc P, (a) = 0. Montrons que P} (a) # 0.
La clé de la démonstration réside dans I’égalité suivante (& prouver tout seul)

1
P! = P, quisécrit encore P, = P, — —X"
n!
D’ou 1
Pl (@) = Pa(a) — "
Comme P, (a) = 0, on obtient P, (a) = —La".

Cette expression est non nulle car a # 0 (en effet, on remarque que P,(0) = 1 donc 0 n’est
pas racine).

Résumé de la preuve.
On a l'égalité fondamentale suivante (spécifique a ce polynome) :

1
P, = aX "+ P
En évaluant en a € C, on obtient

1
Pala) = —a" + Pi(a)

Désormais, si on prend a une racine de P,,, on a nécessairement a # 0 (WHY ?), et on constate
donc que P (a) # 0.

Autre rédaction (un petit raisonnement par ’absurde).

Le polynoéme constant Py = 1 n’a pas de racine, donc il n’a tautologiquement que des racines
simples.

Soit n € N*. Montrons que P, n’a que des racines simples.

Supposons par I'absurde que P, posséde une racine multiple a € C. En particulier, on doit
avoir

P,(a) = P(a) = 0.

Or,

La double égalité P, (a) = P/ (a) = 0 donne alors que %7; = 0; ce qui entraine, puisque n > 1,
que a = 0.
Or 0 n’est pas racine de Py, car P,(0) =1 #0.
On obtient ainsi la contradiction souhaitée, ce qui conclut la démonstration.
2. Brouillon.

On commence par se faire la main sur les petites valeurs de n.

On a

1 1 1
P=1 PP=X+1 P2:§X2+X+1 P3:6X3+§X2+X+1

On constate que les polynémes Py et P, n’ont pas de racine réelle (calculer le discriminant).
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D’autre part, on se rappelle du résultat suivant « un polynome a ceofficients réels de degré
impair admet au moins une racine réelle ».

Pour connaitre le nombre de racines de P3, on peut étudier les variations de la fonction
polynomiale associée, notée Pij.

Or on a l’égalité de polynomes formels P, = Ps.
De plus, la fonction ﬁ; ne s’annule pas, donc garde un signe constant en vertu du TVI (une
fonction polynomiale est continue).

Comme il est facile de voir que P, est une fonction positive, on constate que P3 est croissante,
donc ne peut pas s’annuler plus de deux fois (comme P3 s’annule une fois, elle s’annule une
unique fois!).

Début de la preuve. On note P la fonction polynomiale associée & un polynéme P.
Pour tout n € N, notons H,, la propriété :

R R 0 racine réelle si n est pair
« Le polynéme P,, posseéde . . ) . . .
1 unique racine réelle si n est impair

Initialisation.

Montrons Hy. Comme 0 est pair, il s’agit de montrer que Py n’a pas de racine réelle, ce

qui est le cas puisque Py = 1.
Hérédité. Soit n € N* tel que H,,_1. Montrons H,,.

Il y a deux cas a distinguer !

— Cas n pair. Montrons que P, n’a pas de racine réelle.
Utilisons un raisonnement d’Analyse en étudiant les fonctions polynomiales asso-
ciées.
On a I’égalité de polynomes formels P, = P, _;.
D’aprés H,,—1, comme n — 1 est impair, le polynéme P, _; admet une unique racine
réelle, notons-la a.

Comme le coefficient dominant de P,,_; est positif, on en déduit la premiére ligne
du tableau suivant.

Justifions la deuxiéme ligne.
On a P,_1(a) = 0 et la relation fondamentale P, = 5 X"+ P/, d’'ou P,(a) = —a™.

Comme n est pair, P,(a) > 0.
Par ailleurs, comme 0 n’est pas racine des polynoémes Py, on a « # 0.
On en déduit P,(a) > 0.

x —00 o +00

—

Signe de .’PV/ =P, - 0 +
Variations de EL \ /

On en déduit que P, n’a pas de racine réelle.

>0

— Cas n impair. Montrons que P,, a une unique racine réelle.

D’aprés H,—1, comme n—1 est pair, le polynéme P,,_; n’admet pas de racine réelle.
De plus en examinant le signe du coefﬁ(nent dominant et en utilisant la continuité

de Pn 1, on obtient que la fonction Pn 1 est strictement positive.

x —00 +00
— —
Signe de P, = P,_; +
Variations de ﬁ/n s _——— oo

Le TVI appliqué a la fonction ﬁ; montre que le polyndéme formel P, admet une
unique racine réelle.

Dans les deux cas, on a montré H,,.
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Soit n» € N un majorant du degré de P.
D’aprés la formule de Taylor, on a

" pk) (g “\ P®)(q
P = kZ—OPk!< )(X—a)k = P(a)—i—k_lP ( )(X

On a donc

" p) (g
Ve o too, P@)=Pa)+Y L@z a)

OnaVux € [a,+oof, x —a >0, dott (z — a)* > 0.
De plus, par hypothése, on a Vk € N*, P(F)(q).
Donc tous les termes de la somme de droite sont > 0, ce qui montre que

Yz € la,+oo[, P(z)>= P(a)>0.

On en déduit que P ne posséde pas de racines dans [a, +00[.
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1. A vous.

2. o L’identité de Bernoulli fournit
X3 1=(X-1)(X?’+X+1)

Comme le discriminant de X2+ X + 1 est négatif, c’est la factorisation de X3 —1 dans R[X].
eOnaX3+1= 7((7X)3 - 1) =—((-X) = 1)((-X)*+ (=X) + 1). Donc

X*41 = (X -1)(X2-X+1)

Donc
XP+1 = (X+1)(X*-X+1)
Comme le discriminant de X? — X + 1 est négatif, c’est la factorisation de X3+ 1 dans R[X].
e Concluons.
En utilisant les deux points précédents et la factorisation de Y2 — 1, on a :

X1 =(X*2-1=X-DX*+1) = ( X-DX*+ X+ D)X +1D)(X2-X+1)
Comme les discriminants des polynomes de degré 2 sont négatifs, c’est la factorisation de
X6 — 1 dans R[X].

Autre idée (pas terrible).
En utilisant la factorisation de Y3 — 1, on a

X061 = (X2 -1 = (X2-D)(X*+X%2+1)
Tl nous faut donc factoriser X2 —1 (facile, c’est (X —1)(X +1)) et factoriser le polynéme de degré X+ + X2 +1

(plus difficile!), c’est un polynoéme sans racine réelle donc produit de deux polynoémes de degré 2. Et sa

factorisation fait ’objet de I’exercice suivant.
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Premiére solution astucieuse On a
X'+ X241 = (X?+1)2-X? = (X?+1-X)(X?*+1+X)

Comme chaque polynéme de degré 2 obtenu a un discriminant strictement négatif, la factorisation
du polynoéme P est :
X4 X241 = (X=X +1D)(X2+X+1)

Deuxiéme solution
Voici un mini-lemme.

Un polynéme de K[X] de degré pair est toujours un produit de polynémes de degré 2.
Un polynome de K[X] de degré impair est toujours un produit de polynémes de degré 2,
a un facteur de degré 1 prés!

Le polynome P = X% + X2 + 1 se factorise sous la forme suivante (penser au mini-lemme, ou & sa
démonstration) :
P=a(X?+bX +c)( X2+ VX +¢)

Comme P est unitaire, on a a = 1.
Le membre droit vaut X* + (b + ) X3 4 (c + bb' + /) X2 4 (b’ + cb') X + cc'.
Par identification des coefficients, on a les 4 égalités suivantes :

b+b' =0
c+bb +c =1
b +cb =0

cc' =1

Les lignes 1 et 3 impliquent b(¢’ — ¢) = 0.
Doncb=0ouc="c.

Montrons que le cas b = 0 ne peut pas arriver. Si b = 0, alors la ligne 1 fournit ¥’ = 0; la ligne 2
s’écrit donc ¢+ ¢ = 1. Or ¢/ = 1. En combinant ces deux derniéres égalités, on a ¢(1—¢) = 1 d’ou
2 —c+1=0.

Donc c est solution de 2 —¢+1 = 0. Or cette équation n’a pas de racine réelle, car le discriminant
vaut —3. D’ou la contradiction.

On a donc ¢ = (.
Les lignes 1 et 2 fournissent 2c — b? = 1 et la ligne 4 fournit ¢? = 1. Ces deux égalités fournissent
c=1(wWHY?).
Dou ¢ = 1.
Reste a identifier b et b’. La ligne 2 fournit b0’ = —1 et et la ligne 1 est b+’ = 0. Donc b et b’ sont
solution de t2 — 1 = 0.
Ainsi b et b’ valent 1 ou —1.
D’ou :
P=(X’+X+1)(X?-X+1)

Ces deux polynomes de degré 2 étant de discriminant < 0, c’est la factorisation de P dans R[X].
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On utilise ici la notation classique (,, = exp (z%’r)
(i) Sur C: X2+ X +1= (X —j)(X —7);

Sur R, le polynéme est irréductible.

(ii) Sur C: X* —4 = (X? - 2)(X2 +2) = (X — v2)(X + v2)(X — V2i)(X + v/2i).
Sur R : (X — v2)(X + v2)(X? +2).

(iii) Sur C: X4 +1 = (X — () (X — ) (X — ¢2)(X — ¢&) (les racines sont les racines quatriemes
de —1).
Sur R, on rassemble les racines conjuguées :

X'H1=(X - )X - X - &)X ~¢)
= [(X = )X =] [(X =X = Q)]

:(X2—\/§X+1) (X2+\/§X+1).

(iv) Sur C: X° 427 =], (X —wiv3) = [Ikepo1) (X — V3¢E).
k impair

Sur R (un petit dessin aide),
X427 = [(X = vBG) (x - vac)] [(x - vai) (x + v3i)] [(x - v3¢h) (X - V3 CL)]
= (X? - 3X +3)(X*+3)(X* +3X +3).

(v) Sur C:
(X=X +1)+1=[(X*-X+1) —i] [(X* - X +1) +1]
=(X*—X+(1-4) (X* - X +1+1)
=X +0)(X = (14+9))(X =) (X —(1—1)).
Sur R :

(X2 - X+1)?+1=[(X+)(X —9)][(X - (1+))(X—(1-1))]
=(X*+1) (X*-2X+2).
(vi) On se rend compte (soit successivement soit, si ’on sent arnaque, en vérifiant que les pre-

miéres dérivées du polynome ont 1 comme racine) que (X —1)? divise le polynéme. On obtient
alors

X° —10X* +25X3 —25X% + 10X — 1 = (X — 1)*(X? - 7X +1)
:(X_1)3<X_7+23¢5> (XJ—QWB),

ce qui est a la fois la décomposition dans R[X] et dans C[X].

(vil) L’indication montre qu’il existe une racine z telle que la somme des trois racines vaille 2z.
D’aprés les relations coefficients-racines, cette somme vaut en fait 8, donc on obtient que 4
est racine. Ainsi,

X3 —8X? 423X —28 = (X —4)(X% —4X +7),

ce qui est la décomposition dans R[X].
La décomposition dans C[X] s’obtient alors immédiatement :

X3 —8X? 4+ 23X —28 = (X —4)(X — (2+V31)(X — (2 — V3i)).
(viii) L’indication nous permet d’obtenir une factorisation de la forme
X* 412X - 5= (X? - 2X +a)(X? +bX +¢),
d’ott 'on tire immédiatement b = 2 puis, rapidement, a =5 et ¢ = —1.
Ainsi,
X4 412X —5= (X2 —2X +5)(X2 42X — 1) = (X2 —2X +5)(X + 1+ V2))(X +1 —V2),

ce qui est la factorisation dans R[X].
On obtient alors la factorisation dans C[X] :

X' 412X -5 = (X —(1+2))(X — (1 —20))(X +1+v2))(X +1—V2).
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1. Remarque initiale. Rappelons que 1'on a

+q p—9q
cos ——

2

cosp + cosq = QCosp

Pt P=4_,

=nb et

En prenant p=(n+1)0 et g=(n—1)0, on a
D’ou

cos ((n+ 1)) +cos ((n—1)0) = 2cos(nd) cos
Reformulation : on vient de montrer que

VpeN, cos((p+2)0) = 2cosb cos ((p+ 1)) — cos(pf)

Existence.
On définit une suite (73, )nen de polynémes par récurrence de la fagon suivante

Tp =1
T, =X
Vn e Fi, 1214_2 = 24XT1114_1 — 711

Montrons maintenant que :
YneN, VO e R, T,(cosf) = cos(nb)
Pour cela, fixons 6 € R et, pour tout n € N, notons H,, la propriété suivante :
H, T, (cos 0) = cos(nd)
Prouvons cela par récurrence double.

Initialisation
* D’une part, on a Top = 1, donc Ty(cosf) = 1. D’autre part, cos(0 x 4) = 1.
Donc Hy et vraie.
* D’une part, on a T} = X, donc Ti(cos ) = cos 6. D’autre part, cos(1l x 8) = cos6.
Donc H; et vraie.
Hérédité Soit n € N tel que H,, et Hyq1.
Montrons H,,42.
Par définition de la suite (T))pen, on a

Thao(cos) = 2cosOT,+1(cos) — T, (cosb)
D’aprés H,, et Hp41, On a

Ty2(cos) = 2cosbcos ((n+1)8) — cos(nb)
Or, d’aprés la remarque initiale, on a

VpeN, 2cosb cos ((p+ 1)) — cos(pf) = cos ((p + 2)6)
On applique cela & p = n et on obtient
Tyi2(cosf) = cos ((n+2)6)
D’ou Hyp4o.
2. Considérons deux suites de polynomes (S,,) et (T},) telles que
VneN, VO eR, Sy (cos ) = cos(nb) et T, (cos 0) = cos(nb)

On souhaite montrer que, pour tout n € N, les polynémes S,, et T,, sont égaux.
Fixons n € N.

On remarque que
Vo eR, Sp(cost) = T,(cosb)

Comme la fonction cosinus a pour image [—1, 1], on en déduit :
Vte[-1,1], Sp(t) = Tn(t)

Ainsi les polynémes S,, et T}, coincident sur une partie infinie de R donc, d’aprés le critére
radical de nullité, les polynomes S, et T;, sont égaux.
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3. On souhaite calculer T, (xy) sachant que zj, est du type cos 8y avec 6, = 5
n

Or T, (cos8y) = cos(nby).

Donc
_ (Qk + 1)7‘( - T\ why
Tn(xr) = cos (n 5 = cos (k+ 2) = 0

On en déduit que, pour tout k € Z, le réel xj, est racine de Tj,.

Remarque. On a 'impression d’avoir trouvé une infinité de racines pour 7;,. Mais T;, n’est
pas le polyndéme nul comme on le verra dans un instant. Ou est donc 'explication ? Les
ne sont pas deux a deux distincts!

Montrons que xg, x1, - . ., Tn—1 sont deux & deux distincts.

2k +1
Pour tout & € [0,n — 1], on a 0 = (2;)77

strictement décroissante et que 6y < 6; < --- < 0,_1, on en déduit

€ [0,7]. Comme la fonction cosinus est

rg=cosfy > x1=cosby > --- > x,_1 =cosb,_1
Donc les z; sont deux & deux distincts pour tout 7 € [0,n — 1].
BILAN : le polynome T, posséde (au moins) n racines réelles distinctes deux a deux.
4. Commengons par remarquer que Ty est constant et que sa factorisation est donc immeédiate :
Ty =1

Désormais, supposons n > 1.
Le polynéme T, posséde n racines réelles distinctes, a savoir zq, ..., Tnp_1.

Comme T;, est de degré n et de coefficient dominant 2"~! (récurrence double, faites-le), on
en déduit la factorisation de T,, dans R[X] :

n—1
T, = 2" (X —ax)
k=0
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On a les équivalences suivantes :

r+y+z=1 r+y+z=1 r+y+z=1

1 1 1 Yz +xz + Yy x, Yy, z racines de
— — 7:1 7:1 —— ’ ?

2yt = oo R LRt A S G C IS
Tyz = —4 ryz = —4 ryz =—4

Le polynéme X3 — X2 — 4X + 4 admet 1 comme racine évidente, donc est factorisable par X — 1.
En effectuant la division euclidienne, ou bien en identifiant les coefficients, on trouve que

X3 X2 4X +4 = (X —1)(X?—4)

Donc les racines de ce polynéme sont 1,2, —2.
Il y a donc 6 triplets solutions :

(1,2,-2) ; (1,-2,2) ; (2,—-2,1) ; (2,1,-2) ; (-2,2,1) ; (-2,1,2)
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1. A peu prés trivial.

2. Soit a une racine de P.

— Soit a € C une racine non nulle de P.
4 0 212 . n .
Par récurrence immédiate, pour tout entier naturel n, a®>  est une racine de P. Comme
le polynéme P est non nul, il a d’aprés le critére radical de nullité un nombre fini de

racines. En particulier, la suite
n
() e
neN

qui prend ses valeurs dans ’ensemble des racines de P, doit nécessairement prendre
deux fois la méme valeur.

On peut donc trouver deux entiers n # m tels que a®> = a?" . Quitte 4 échanger n et
m, on peut supposer n < m.
On a alors
" =a?
_ gnt(m—n)
— a2 X2

gm=—n

(+*)

(ce qui est légitime car a # 0), on obtient

2m-n_]
1= (aQn)
o2

m(2mr-1)

b

En divisant de part et d’autre par a?"

ce qui montre que a est une racine de I'unité.

— Si 0 était racine, on aurait 1 racine, puis 4 = (1+ 1)? racine, ce qui contredit le premier
point.

— Ainsi, si a est une racine de P, on a a? et (a + 1)? racines de I'unité, donc notamment
la] = ]a+ 1] = 1.
Géométriquement, cela donne a € {j, j2}.
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1. Soit ¢ € Z(P). On a donc
P()=0 donc Zak(k =0
k=0
n—1
donc Z apCF + ¢ =0.
k=0

Ainsi, on a
¢ = 1¢"|
= 1=¢"|

n—1

k
D> i
k=0

n—1
< Z |arCF| (inégalité triangulaire)
k=0

n—1

k

<Y k] [¢F
k=0

Supposons maintenant { # 0. On a alors |{| # 0, ce qui permet de factoriser I'inégalité
précédente.

n—1
k
" <D faxl [¢]
k=0

n—1
<Y e Y
k=0

n—1
n—1 —/ gin*l*k
< (<] Z |lan—1-¢| IC] [k: —n-1 _g}

=0

n—1 |a |
<‘qnfl§: nft%

= [l

et on obtient I'inégalité voulue en divisant de part et d’autre par |¢|"".
2. Soit ¢ € Z(P).
On souhaite démontrer [¢| < 1ou [¢] < S, o0 S = 3070 |ar] = S0=) [an—1e|-
Pour ce faire, on suppose |¢| > 1, et on cherche & montrer (| < S.
D’aprés la question précédente, on a alors

n—1
|an717£
N
n—1
< Z|an—1—e\ =5 (car V4 € [[O,n—l]],|§|e > 1),
£=0

ce qui conclut.
3. Soit ¢ € Z(P). On distingue deux cas.
— Si |¢] <1, l'inégalité demandée est évidente.

— Supposons maintenant |¢| < 1. Notons

M = max (|ag|,...,|an-1]).
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On a alors, d’aprés la premiére question

S Jan1d

—1-¢

<y et
=N

<M¢*
n—1
—¢
<MY [
=0
1—[¢™" 1
<M—5 (car || #1)
L—[¢™
M _ _
gW (car 1— ¢ <let1—|¢|7" >0).

En multipliant de part et d’autre par 1 — | |_1 > 0, on obtient

M (1-k™) = 1el -1,

ce qui donne la borne de Cauchy || <1+ M.
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On peut commencer a se faire la main, méme si c’est trop petit, avec n = 2 (on trouve —4).

On a
w/
M - I M =T (v T a-)
(w,w')EUi wel, w' €U, \{w} wel, w’ €U, \{w}
w#w’
Pause.

Faisons une pause dans notre calcul, et apprenons un peu de maths.
Fixons wg € U,,. L’application
Yuo : U, — U,

¢ &
wo

est bien définie (WHY ?) et est bijective (de bijection réciproque & — wpf).
On en déduit facilement par restriction et co-restriction (ou bien on refait une preuve) que l'appli-
cation :

Yoot Un\{wo} — Up\ {1}
¢

¢ =
wWo

est bijective.

Autre pause.
Soit f : E'— F une application bijective entre deux ensembles finis, et on suppose que F' C C (de
sorte que les éléments de F' se multiplient).

Alors
[[r@=11 v

relk yeFr
On peut reformuler cela :

Soit f : E — C une application injective avec E ensemble fini.

Alors
[[r@= 11 v

z€E yef(E)

Un joli résultat. On a les deux égalités :
n—1
x"-1= [[(x-9 et Xt—1=(X-1)) x*
§€Un k=0
On en déduit (WHY ? Cela nécessite une vraie preuve)
n—1
I &-9=>x"
£eUn\{1} k=0
En évaluant en 1, on obtient la belle identité :
I[I a-9=n
£eUn\{1}

Revenons a nos moutons et recollons les morceaux !

On a

I a-%= I a-9=n

w
w €U, \{w} £€UL\{1}

Multiplions par w € U, et effectuons le produit sur w :

H (w H (1—(::/)> = H (wn) = n" H w = n"(=1)"*!

wely, w €U, \{w} wely, wely,

Cette formule fonctionne bien pour n = 2, c’est rassurant !
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