Continuité

exercices




Limites

{ 101 La routine!
Etudier lexistence et donner la valeur éventuelle des limites suivantes.

cos(e®) + 2sin(2e™%) + 22
V1422

)

(i) cos(x?) en +o0; v /TP Ba12]

(111) Va (Vz+1—+a—1) en +oo; (xiil) Yoy en 1;
) (
) @

zsin(z®) 2)
1422

(i en +00; (xii) en —oo;

(iv) (Inx + cosx)? en +o0;

(v { Jen too; (xiv) <1+%>men +oo;

vVr+3—+/4x+3 .
(XV) :7;11:?75511 en +o0o;

w2 |2 eno )

% enti:
(vii) (1+2)7 en 4o0; (evi) 1-z 1-227
viii) (1+ )% en 0; 1
(viti) (952+5in (xvii) Ve en 1;
il z—1

(iX) 1 2 n'+_OO;
+z (xviil) Va2 +2x —x en +00;
(%) \Jx+ o+ —/ren +oo; (xix) InzIn(lnz) en 1;

1
. Inz\* 11—z
i) (M) en oo -z o
Z () Arccosx e

02| Un peu de partie entiére
Considérons la fonction f:z — L — | 1] définie sur R*.
Dessiner le graphe de f sur |0, 400l
Montrer que le graphe restreint & R\ Z est symétrique par rapport au point (0, %)
Montrer que f admet une limite en +00, mais que f n’admet pas de limite en 0.

03 | Limites a gauche et a droite
Etudier les limites a gauche et a droite en 0 des fonctions suivantes.

vl we] weee:

{:1@):4?} Fonction périodique qui cv en +oo
Soit f : R — R une fonction T-périodique (avec T > 0 bien siir) ayant une limite finie £ en +o0.
Que dire de f?
105 TLM

Soit f : R — R une fonction bijective et croissante.
Montrer que f(x) —— +o0.
r——+00

106 | Limite a droite des fonctions croissantes

Soit a,b € R tel que a < b et f :]a,b[ — R une fonction croissante.
Montrer que 'application I' : z +— }im f(t) est bien définie et croissante.
—x
t>x

107 | Difficile?
Soit f: R — R une fonction telle que f(z) +

—— 2. Montrer que f(zx) — 1.

1
m z—0 z—0
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Un peu de continuité
(108 ! Vrai/Faux
Montrer avec la définition espilonesque que la fonction valeur absolue est continue sur R.

Soit g € R et f: R — R. Montrer (sans epsilon si possible) que

f continue en xg = |f| continue en xg
Quid de la réciproque ?

izl 9| Fonction lipschitzienne
Soit k € ]0,4o00[. Soit f : I — R une fonction k-lipschitzienne, c’est-a-dire telle que :

Va,yel, [f(x) = fy)l < klz—yl

Montrer que f est continue sur [ : fournir une preuve directe, et une preuve epsilonesque.

110! Sup & Inf
Soit f, g deux fonctions continues sur I.
On définit sup(f, g) : x — max(f(z), g(z)). « Idem » pour inf(f, g).
Montrer que sup(f, g) et inf(f, g) sont continues sur I.

{111 ! Indicatrice de Q
Soit f : R — R définie par

|1 sizeQ
fla) = { 0 sizé¢Q
Montrer que f est discontinue en tout point.

.eloanoidstii'b ative sy oovs mebl .o e19v 9g19vioo iup elsamoilst sb otive saw oeixs [i e1olA I 5 o tiod

1112 Prolongements par continuité
Déterminer le domaine de définition, étudier la continuité et les éventuels prolongements par conti-
nuité des fonctions suivantes.

. _1/$2 . 2 _ 1 2
(i) z—e ; (iv)xb—>($ ) :
(i) z > 2T, o =1l
ig_—ll, (v) z +— sin(z)sin(1/z);

(iii) = — Tz =1 ; (vi) x — cos(z) cos(1/x).

Condition suffisante de continuité
Soit f:R% — R.

Montrer que si f est croissante et que g : z +—> f(z)

x

est décroissante, alors f est continue.

. & eiuq 8 amodonomnt otiniil sl ob smd105dt ol 19eilidU
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Equations fonctionnelles

{:1:1:4?} De Q a R : inégalités
1. Soient f,g:R — R continues.
On suppose que  Vz € Q, f(x) < g(z).
(a) Montrer que Vz eR, f(x) < g(x).
(b) Mountrer que I'on n’a pas nécessairement une inégalité stricte dans la question précédente.

2. On suppose que, pour tout z,y € Q avec = < y, on a f(x) < f(y).
Montrer que f est strictement croissante.

:5?} L’exo le plus classique!
Soit f : R — R continue telle que

Vo,y R, flz+y) = f(z)+ fy)

Calculer f(0) et montrer que f est impaire.

Montrer que Vn € Z, f(n) =nf(1).

Montrer que Vr € Q, f(r) =rf(1) : pour cela, établir Vn € Z,Vz € R, f(nz) =nf(zx).
On pose a = f(1). Montrer que Vz € R, f(z) = ax.

s
1
S

IHI
I,_ll

oL N

Reprendre cet exercice en supposant seulement f continue en un certain point zg € R.

Equation fonctionnelle

Soit f : R — R continue en 0 telle que Vo € R, f(2z) = f(x).
Montrer que f est une fonction constante.

El7} Equation fonctionnelle (bis)
Soit f définie sur R et vérifiant Vaz € R, f(z?) = f(z).

1. Donner un exemple d’une fonction f non constante vérifiant les hypotheéses.

2. On suppose de plus que f est continue. Montrer que f est constante.

[
eieiodo moid edaioq xusb a9 dtivaidnoo sl 19diolqxe eivq < ”‘f,fx,) A = (ow)\ oup 1otdmom Sxit 0 < on woq

S3i1sq 18q 91wlonoo eiuq

T T -
1118 | Equation fonctionnelle (ter)

Soit f : R — R continue telle que

z+1
Vz eR, f( 5 ):f(x)
Montrer que f est constante.
. . P i Un + 1 . o
Ol] pourra S aider de la suite définie par recurrence par Unp4+1 — 9 , avec un premier terme Jlldl('l(—‘,llHPHlPHf

choisi; et étudier la nature d’une telle suite.

:19  Une généralisation du 116
On cherche toutes les fonctions continues f : R — R telles que Vz € R, f(2z) — f(x) = «.

1. Soit f une telle fonction.
Démontrer que, pour tout x € R et pour tout n > 1, on a

101 () - R

2. Conclure.
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Théoréme des valeurs intermédiaires

Point fixe d’une application décroissante
Soit f : R — R une fonction continue décroissante. Montrer que f posséde un unique point fixe.

Equation
Montrer que I'équation cosz = % posséde une infinité de solutions dans |0, +o0].

Fonctions dont les carrés sont égaux
Soit I un intervalle et f,g € C(I,R) telles que pour tout = € I, on ait f(z) # 0 et f(x)? = g(z)?.

1. Montrer que I'on a f =g ou f = —g.

2. Montrer que ce résultat est faux dans chacun des cas suivants :
(a) f n’est pas continue;
(b) f s’annule sur T ;

(¢) I n’est pas un intervalle.

Un TVI particulier
Soit f: [0,1] — R

1
sin <7) siz >0
T
0 siz=0
Montrer que f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires, c’est-a-dire que pour tous réels a < b
et pour tout réel y compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a, b] tel que y = f(c).

T

ICI — stricte monotonie
Soit f une fonction Injective et Continue sur un Intervalle I.
On souhaite prouver que f est strictement monotone.

1. Est-ce que I’hypotheése « intervalle » est importante ? Et I'hypothése « continue » ?

2. Désormais, on suppose que

2 a; < by 2 as < by
F(anb) e I { flan) > fon) ¢ Flonb) €T { Fla) < F(b)
et on pose
p: [0,1] — R
t —  f((1=1t)a1 +ta) — f((1 —t)by + ths)

Montrer que ¢ est bien définie.
Montrer que ¢ s’annule. Puis conclure.

Fonction continue a valeurs dans Z
Soit f : R — Z continue. Montrer que f est constante.

Image de cardinal fini
Que dire d’une fonction f : I — R continue sur un intervalle I et ne prenant qu'un nombre fini de
valeurs 7

Une fonction qui finira par prendre deux valeurs, puis une seule!
Soit f : [a,b] — R continue. On suppose que

Vo< €la,b], Ixg € [2,2'], f(xg) € {f(a),f(b)}

Montrer que f est constante.
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Fonction a croissance linéaire

x
Soit f : RT — R™ une fonction positive continue. On suppose que M '—Jr—% (< 1.
€T T— 400

Montrer que f admet un point fixe.

Point fixe (2)

Soit f : [0, +00[ = R continue, positive continue ayant une limite finie en +oo.
Montrer que f admet un point fixe (c’est-a-dire qu'il existe xg € [0, +0o0[ tel que f(xg) = o).

Fonction ayant des limites égales

Soit f :]a,b] — R continue telle qu’il existe £ € R avec f(z) — £ et f(x) — L.
T—a r—

Montrer que f ne peut pas étre injective.

Théoréme de la corde universelle

Soit f : [0,1] — R continue telle que f(0) = f(1).
1. Montrer que I'équation f(z) = f(z + 1) a au moins une solution dans [0, 1].
2. Idem avec f(z) = f(z + 1).
3. Montrer que pour tout n > 1, il existe = € [0,1 — 1] telle que f(z) = f (z + 1).
4

. Montrer que si a € |0, 1[ n’est pas inverse d’un entier, il est possible que ’équation f(z+a) =

f(:c) n’ait pas de solution. On pourra considérer

f(x) = cos <27'l') —x ((’us (f) — l)
o «

Tout intervalle dont les bornes sont dans I’image est 1’image d’un intervalle !
Soit f : R — R continue.

Soit a < B dans I'image de f.

Montrer qu'il existe a < b tel que f([a,b]) = [o, B].

Théoréme des bornes atteintes

Composition avec une fonction bornée
Soit f : R — R bornée et g : R — R continue.
Montrer que f o g et go f sont bornées.

Théoréme des bornes « non atteintes » !

Soit f : R — R continue et périodique. Montrer que f est bornée.

Avec une limite en ’infini

Soit f : [0, +00[ — R continue ayant une limite finie en +oc.

1. Montrer que f est bornée (utilisez les mots « voisinage » et « segment » ).
2. Atteint-elle ses bornes ? Donner des exemples.

3. Peut-on dire la méme chose si en remplace [0, +oo[ par |0, +o00[ ?

Minimum

Soit f : R — R continue telle que f(x) ——— +o00 et f(x) P ~+o0.
Tr—r— 00 Tr—r+00

Montrer que f admet un minimum.

Nombre d’antécédents

Soit f : [0, +00[ — R continue et surjective.

1. Montrer que 0 admet un nombre infini d’antécédents.
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2. Montrer que tout réel admet un nombre infini d’antécédents.

Interversion des quantificateurs!

Soit f, g : [a,b] = R continues telles que

Vz € la,b], fl(x)<g(z)

Montrer qu’il existe a > 0 tel que

Vaela,b], flz)<glz)-a

139 | Fonctions coincidant en un point : composée
Soient f,g:[0,1] — [0,1] deux applications continues telles que go f = fog.
En particulier, I'image de ces deux applications est incluse dans [0, 1].
L’objectif de I'exercice est de montrer :

© 306[07”’ f(C):g(C)

On commence par une question dans laquelle on note f[™) la fonction fo---o f. Idem pour g.
—_——

n fois

1. Dans cette question, on suppose la propriété A suivante
A Ib>0, Vaeelol], f(z)=gx)+d
Montrer que :
VneN*, Vzelo,1], fM@)>gM@)+nb
Puis mettre en évidence une absurdité.

2. Dans cette question, on souhaite montrer la propriété <.
En raisonnant par ’absurde, se ramener & la question 1, puis conclure.

140 | Une nouvelle preuve du résultat précédent
Soit f, g :[0,1] — [0,1] deux fonctions continues telles que go f = fog.
On veut démontrer qu’il existe un réel ¢ tel que f(c) = g(c).
Considérons I’ensemble des points fixes de f que 'on note F'

F:{xE[O,le(x):x}

Montrer que f admet un point fixe.

Montrer que F' admet une borne inférieure m et une borne supérieure M.
Montrer que m et M sont dans F'.

Montrer que F' est stable par g.

Que peut-on dire de g(m) —m et g(M) — M ?

Conclure.

Fonction 1-périodique

Soit f : R — R continue, 1-périodique et telle que, pour tout 2 € R, on ait f(nx) 4—&-> 0.
n—-+oo

AR o

1. Montrer que VkeN, f(k)=0.

2. Montrer »
V(p,q) € Z x N*, f(g) =0

Pour se donner des idées, on commencera par traiter le cas du couple (1,2).

3. En déduire que f est nulle.

{:1:4:2?: Maximum
Soit f : [0, +00[ — R continue. Pour tout = € [0, +o00[, on pose M(x) = m[gux] f ).
te|0,x

Démontrer que M est bien définie et continue.
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Autres

Fonction continue surjective

Soit f : [0, +0o[ — R une fonction continue surjective.
Montrer que f prend toute valeur une infinité de fois.

144 | Un exercice de kholle
Déterminer I’ensemble des fonctions f : [0, +-00[— [0, 4+-oc[ continues telles que f o f = id[g foo[-

DI eoiorexsl ob 3sdluest ol 1seility sTivoq 0O

145 | Tres difficile sans indication
Soit f continue et périodique définie sur R.
Montrer Yag > 0, 3¢ € R, f(ag +¢) = f(c).

-Serrredai etslsv esb omd105dd ol 1oupilqqs eivq mumixsar o dambs Y sup 1o1imomn 1woq Siviboitdq sl 1otiolqxd
.ofeiods moid moifomnol omy § eotisib

146 | Un exo de I’X!
Déterminer les fonctions f : R — R telles que

Va<beR, f([a,b]) est un segment de longueur b — a

lowwlonoo eivg MLI aoivtoxe’l 1oeility eiuq ovidooiai eivq ounidnoo eo moidonot ollsd onu‘up brods'b 1ovuord

147 | Ordre au voisinage de 400
Soit P, @ € R[X] deux polynomes différents. Montrer que

(BAeR, Vt= A, Pt) <Q(t)) ou (BAeR, Vt= A, P(t)> Q).

148 | Plus petite période et continuité
Soit f : R — R une fonction continue périodique non constante.
On veut prouver que f admet une plus petite période, c’est-a-dire qu’il existe T > 0 tel que

— f(z+T) = f(x) pour tout z € R
— pour tout 0 < 7 < T, il existe z € R avec f(z + 7) # f(x).

On pose
P = {7->0 | Vz €R, f(x+T)=f(9«")}

1. Justifier que P admet une borne inférieure que ’on notera 7T'.
2. Démontrer que T' > 0.
3. Démontrer que T est une période pour f.

4. Trouver une fonction non constante admettant tout rationnel pour période.

.e90i019%9'b ollivset sl ansb wiol esq $eo'n ollH

i_1_4_9_: Promenade a vélo!
Un cycliste parcourt 30 km en une heure.
Démontrer qu’il existe un intervalle de temps de 10 minutes tel que le cycliste a parcouru 5 km.
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{;lg)_()_: Une nouvelle preuve d’un résultat
Soit f,g:[0,1] — [0,1] deux fonctions continues telles que go f = fog.
On veut démontrer qu’il existe un réel ¢ tel que f(c) = g(c).
On peut démontrer (comment ?) que f admet un point fixe s € [0, 1].
On définit par récurrence une suite (u,) par ug = s et pour tout n € N, w11 = g (up).

1. Démontrer que, pour tout n € N, le réel u,, est un point fixe de f.

2. On suppose que la suite (u,) est monotone. Démontrer le résultat.

3. On suppose que la suite (u,) n’est pas monotone.
(a) Démontrer qu’il existe «, 8 € [0, 1] tels que (f — g)(«) - (f —g)(B8) < 0.
(b) Conclure.
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— Commengons par montrer que la fonction f n’est pas majorée, c’est-a-dire que

VAeR, Jz eR, f(z) > A.

Soit A € R.

Comme f est surjective, le réel A + 1 admet un antécédent, donc on peut trouver z € R tel
que f(z) =A+1.

On a donc trouvé un x € R tel que f(z) > A.

— Comme la fonction f est croissante et non majorée, le théoréme de la limite monotone donne
directement (pour l'extrémité droite +oo de lintervalle R), que
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Rappel. Pour une fonction croissante f : Ja,b] — R, alors en tout point intérieur ¢ € Ja, b, la

fonction admet une limite finie a gauche et & droite en ¢ et on a

lim () < f(c) < lim f(t)
e e

Revenons a ’exercice. En vertu du théoréme de la limite monotone, la fonction I' : © +— tlim f@®)
— T

est bien définie et on a
* Va €la,b], f(z) <T'(2)

Montrons que I' est croissante.
Fixons 1 < x deux éléments de ]a, b].
Montrons que I'(xz1) < T'(x3).

t>z

Comme on a f(z2) < I'(x2) d’aprés %, il suffit de montrer que I'(z1) < f(z2) pour obtenir par

transitivité I'inégalité convoitée.
Prouvons donc que I'(z1) < f(z2). Par croissance de f, on a

Vte]xl,mg], f(t) gf(xQ)

Or f(t) tt;—zl> [(z1).

Le théoréme de passage a la limite dans les inégalités larges entraine que I'(z1) < f(z2).
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Remarque. Le point 0 ne joue aucun role particulier. On 'appellera a dans ce qui suit.

De plus, f est en fait une fonction quelconque définie sur un intervalle I contenant a et & valeurs
dans J = 0, +oc] intervalle sur lequel ¢ : ¢+t + + est définie.

Avec ces notations ’exercice se reformule :

cp(f(x)) —2 = fx)—1

Tr—a Tr—a

Idée. Si ¢ était bijective et continue sur J = ]0, +00[, on aurait alors par composition de limites
I’implication suivante

p(f(@) =2
= flo) —r 7' (2)=1
—1 . r—a
(¢~ continue en 2

Bon, mais ici, ¢ n’est pas du tout bijective, comme le montre le dessin et le tableau suivant :

t 0 1—e 1 l+e +o0
24067 |-
246t i
: \ \d
1 Sa(t) 2+5* A\l
| N /2-s—6+
1—¢ 14¢ 2

Dans ce tableau, on a fixé ¢ > 0 et on a défini §~ et §7 comme étant les uniques réels (positifs)
vérifiant :
2407 =p(l—¢) et 2+ 0T =p(1l+¢)

1
Début de la preuve. Supposons que f(z) + W 2, c’est-a-dire ga(f(z)) — 2= p(1).
Tr) T—a T—a

Montrons que f(x) — 1.
T—ra

Soit € > 0. Montrons qu’il existe W, voisinage de a tel que Vo € I N Wq, f(z) € [1 — e, 1 + ].

On introduit 6~ et §* définis par
246 =¢(l—¢) et 2467 = (1 +¢)
On pose également § = min(6—, ") de sorte que l'on a :
[ ) pt)e2—-06,2+0] = te[l—¢g1+¢]
Comme ¢(f(z)) — 2, il existe W, voisinage de a tel que Vo € INW,, o(f(z)) € [2—6,2+4].
D’aprés la définition de §, on obtient donc avec 'implication # précédente :

VeelInNW,, f(z)e[l—e,1+¢]

Le contrat est rempli!
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Soit g € RY.
On va montrer que f est continue en xg.

— Comme f est croissante, le théoréme de la limite monotone assure l'existence de limites par
valeurs inférieures et supérieures

0= Jin f(5) < floo) < Jim fa)=CF
rx<xo x>0
— Montrons £~ > ¢T : d’aprés ce qu'il précede, il s’ensuivra que £~ = f(zg) = (7.
Ces deux égalités prouveront la continuité de f en xg.

Comme g : x — @ est décroissante, les limites suivantes existent et sont finies
9(x) 5= et g(r) S5
<z x>x0
etona~vy” >g(xg) =~T.
Par définition, g(x) = ! Ef), donc par opérations, on trouve
- +
f(@) —=5= w0y et f(2) S5 w0y

x<xo r>T0

Par unicité de la limite pour la fonction f, on en déduit £~ = zgy™ et £T = zoyT.

Comme v~ >+, en multipliant par z¢ > 0, on obtient £~ > ¢T.
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Idée. On commence par reformuler 'hypothése sous la forme V¢ € R, f(t) = f(%).
Puis une récurrence montre que
t
VneN, Vit eR, f(t) = f(Q—n)
Début de la preuve. Montrons que f est constante en montrant que Vo € R, f(z) = f(0).
Fixons = € R une fois pour toutes.
En utilisant ’hypothése, on montre par récurrence

* VneN, flz)= f(zin)
On a
A

n—-+o0o

T —— £(0)

donc par composition de limites, on a : f (2—” p—

f continue en 0

Par passage a la limite dans v et unicité de la limite, on obtient :
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1. La fonction f est continue sur Uintervalle I, et ne s’annule pas sur cet intervalle. Grace a la
deuxiéme condition, il en va de méme de g (pour tout = € I, on a g(x)? = f(x)? # 0, donc
g(x) #0).

Par un corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit que f et g sont de signe
constant. Quitte a remplacer f par —f et/ou g par —g (ce qui ne change ni les hypothéses
de Vexercice, ni la conclusion a laquelle on souhaite aboutir), on peut supposer f,g > 0.

Montrons qu’alors f = g.
Soit z € I. On a f(x)? = g(z)?. En passant & la racine carrée, il vient |f(z)| = |g(x)|.
Vu que f et g sont a valeurs > 0, il s’ensuit f(z) = g(z), ce qui conclut.

2. Donnons rapidement des contre-exemples, en laissant au lecteur le soin de vérifier les détails.

(a) Exemple avec f discontinue.

(b) Exemple avec un point d’annulation
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(c) Exemple dont le domaine n’est pas un intervalle.

N4

£

N
4
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On considére g : [0,400[ — R
x — f(z)—2x
Cette fonction g est continue (WHY 7).
e En 0, on a g(0) = £(0), donc g(0) > 0 (car f est positive).
e En 400, on a, par opération sur les limites g(x) m) —oo (car f admet une limite finie).

1ére rédaction.
Comme ¢g(x) —+> —00, on peut appliquer la définition epsilonesque et on obtient qu’il
Tr—+00

existe z1 € [0, +o00[ tel que Va > 21, g(x) < —2023.

En particulier, g(z1) < —2023.

Les deux valeurs atteintes ¢(0) et g(x;) vérifient g(0) > 0 et g(x1) < —2023.
Ainsi, 0 est une valeur intermédiaire entre ces deux valeurs atteintes.

Comme g est continue, le théoréme des valeurs intermédiaires assure que 0 est une valeur
atteinte, autrement dit, il existe zg € [0, z1] tel que g(z¢) = 0.

2¢me rédaction. Considérons £ = {g(ac)m € [0,—1—00[} = g([0, +00[) I'image de g.

On a évidemment g(0) € E, donc E contient une valeur positive.

Comme g(r) — —o0, on a inf £ = —oc.
Tr—r—+00

Or, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, F est un intervalle (en effet, g est continue
et [0, +oo[ est un intervalle).
D’aprés ce qui précéde, 0 appartient donc & E'; cela signifie qu’il existe 2 € [0, +00] tel que
g(xg) = 0, donc tel que f(xg) = xo.

2¢me rédaction bis, que je laisse pour mémoire. Comme g est continue, I'image de linter-
valle [0, +oo] par g, & savoir g([O, —l—oo[), est un intervalle en vertu du théoréme des valeurs

intermédiaires.
Par définition, cet intervalle contient ¢(0); comme g(x) o oo sa borne inférieure
xr—r+00
est —oo. Ainsi, cet intervalle contient |—oo, g(0)] :
]—OO, g(O)} C g([O, —‘rOO[) (attention ce n’est pas forcément une égalité, WHY 7).

Comme ¢(0) >0, on a 0 € ]—00, g(0)], donc 0 appartient a g([0, 4+00f).
Dit autrement, il existe z¢ € [0, +o0o[ tel que g(zp) = 0, donc tel que f(zo) = xo.
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Supposons par l'absurde f injective. On va donner deux fagons d’obtenir une contradiction.

Premiére méthode. A fortiori, f ne peut pas étre constante. On peut donc trouver xo € la, b|
tel que f(zg) # ¢.
Prenons un nombre réel m compris strictement entre f(xg) et £ (si £ € R, on peut choisir
simplement m = W, et m= f(xp) £1sif==00).

— Comme on a (suivant les cas)
flzg) <m < ? ou flxo) >m > ¢,

et que la fonction f est continue sur lintervalle semi-ouvert |a,xo], le théoréme des
valeurs intermédiaires généralisé entraine l'existence de c_ € Ja, z¢] tel que f(c—) = m.

Comme f(x0) # m, on a méme c_ € |a, zg|.

— De la méme fagon, on obtient I’existence de ¢4 € |z, b tel que f(cy) =m.

Ainsi, c- < ¢y et f(c—) = f(cq), done f n’est pas injective.
Deuxiéme méthode. Un résultat de ce TD affirme que toute fonction f : ]Ja,b[ — R continue et
injective est nécessairement strictement monotone.
Si ’on prend deux éléments ¢ < d appartenant a ]a, b[, on a alors
— sl f est strictement croissante, lim, f < f(c) < f(d) < lim, f;
— si f est strictement décroissante, lim, f > f(c) > f(d) = lim, f.
les inégalités larges provenant a chaque fois du théoréme de la limite monotone.
Cela contredit directement I’hypothése lim, f = lim, f, et conclut.
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. On considére g: [0,%] — R

'3
v o f@+ - @)
Cette fonction g est continue (WHY 7).

On a )
{ 9(0) = f(3)—f(0)
9(3) = F)-f(3)
Par somme et avec hypothese f(0) = f(1), on obtient g(0) + g(3) = 0.
Donc ces deux réels de somme nulle sont de signe différent.
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [0, 3] tel que g(c) = 0, c’est-a-dire
tel que f(c) = f(c+3).

A fortiori, ce ¢ est dans [0, 1].
1

. On considére g: [0,5] — R

v o f@+ b - 1@
Cette fonction g est continue (WHY 7).
On a

Par somme et avec 'hypothese f(0) = f(1), on obtient g(0) + g(3) + g(3) = 0.

Donc, parmi ces trois réels de somme nulle, il en existe au moins deux de signe distinct,
autrement dit il existe z < 2’ € {0, 3, 2} tel que g(z)g(z’) < 0.

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [z, 2'] tel que g(c) = 0, c’est-a-dire
tel que f(c) = f(c+ 3).

A fortiori, ce ¢ est dans [0, 1].

. On peut prouver que pour tout n € N*| il existe au moins une solution a ’équation f(x) =

f(z+ 1) (on a traité les cas n =2 et n = 3; quid du cas n = 17).

Je vous laisse faire la preuve. Il n’y a pas besoin de faire de récurrence. Il suffit de fixer n et
de regarder comment généraliser les cas précédents. Il y aura stirement de la télescopie. . .

. On vérifie facilement que f est continue et f(0) = f(1). D’autre part, aprés calculs, on

constate que, pour x € R, légalité f(z) = f(z + a) équivaut a 1’égalité cos (%’T) = 1. Cette
derniére égalité n’est pas vérifiée car é n’est pas entier.

Ainsi, I'équation f(z) = f(z + «) n’a pas de solution.
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Idée de la preuve. Commencer par faire un dessin.

Début de la preuve. Comme « et 8 sont dans I'image de f, il existe z, et zg € R tels que

f(za) = aet f(zg) = B.

On va supposer z, < zg. Il faudra aussi traiter le cas z, > x3.

e Considérons
A = {x €]-o00,25], f(z) < a}
Montrons que sup A existe (et méme que max A existe!).
— A est non vide car x4 € A (0n & Ty < T3 (on a meme une inegalite stricte) €6 f(To) < A (meme egalivs) ).
— A est majorée par zg (car A C |—o00,zg])
Ainsi A admet une borne supérieure. Posons a = sup A. On a en particulier a < zg (car a est le

plus petit des majorants et xg est un majorant de A).

e Montrons que a = sup A appartient a A.
Par caractérisation séquentielle de la borne supérieure, il existe une suite (u,) € A" tel que u,, — a.
Comme (u,,) est une suite d’éléments de A, on a :

VneN, f(un)ga
On a

Unp, ———i;——+ a
n—-+oo o . . .
donc par composition de limites, on a :  f(u,) e f(a)
n—-+oo
f continue en a

Par passage a la limite dans I’inégalité large, on a

fla) <a

e Considérons maintenant

B = {xe la, +ool, f(z) >B}

— B est non vide : en effet, x5 € A (on a vu que a < g et on sait que f(z5) = B (on a meme une
égalité))
— B est minorée par a (car A C [a, +0])

Donc la borne inférieure de B existe. Posons b = inf B existe.
On montre de la méme fagon que f(b) > 5.

e On a donc en particulier f(a) < a < g < f(b).
Le TVI permet de montrer que [a, 8] C f([a,b]). En effet, soit y € [«, 8], a fortiori, y est compris
entre f(a) et f(b). Le TVI implique qu’il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) =y.

e Montrons que f([a,b]) C [«, 8]

Par définition de la borne supérieure a, on a Vz € |a, zg] C Ja,b], f(z) > a (inégalité %, ).
Par définition de la borne inférieure b, on a Vx € [a, b[, f(z) < B (inégalité *3).

> Les inégalités %, et xg montrent f(]a,b[) Cla, 5.

Par passage a la limite en a* dans %, et continuité de f, on a f(a) > a.
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Par passage a la limite en b~ dans xg et continuité de f, on a f(b) < 5.
> Avec ce qui précéde, on a donc f(a) = a et f(b) = 5.

Les deux > montrent f([a,b]) C [«, 8]

L’autre cas. Pour le cas x, > xg, on peut recommencer toute la preuve en considérant la partie
A que 'on adapte :

A= {m € |—o0,x4], f(z) = /3}

On montre que A admet une borne supérieure notée a, et on adapte ensuite la définition de B
B = {x € [a,+o0[, f(z) < a}

Ou bien. Pour le cas x, > x3, on peut se ramener au cas précédent en considérant ¢ : z — f(—z).
Cette fonction g est continue; de plus, les réels a et S sont dans I'image de g. Donc g vérifie les
mémes conditions que dans 1’énoncé.

En posant zj, = —z, et o3 = —z;, on a donc z;, < 73 et g(z,) = a et g(z};) = B.

On est donc ramené au cas précédent.

On obtient donc l'existence de a’ et b’ tels que o’ <V et g([a’,V']) = [, ]

Mais par définition de g, on a g([a’,b']) = f([—', —a’]) roceder par double inclusion si co nest pas évident).

11 suffit pour finir de poser a = =V’ et b = —a’. Et on obtient f([a,d]) = [a, £].
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Comme f est périodique, on peut considérer T' € |0, +o0[ une période de f.

Comme f est continue, la restriction de f au SEGMENT [0, 7] est bornée (théoréme des bornes
« non atteintes » !).

Ainsi, il existe M € R tel que Vo € [0,T], |f(xo)| < M.

Il ne reste plus qu’a montrer que ce M convient pour tous les autres réels.

Soit donc x € R fixé.

11 existe un entier n € Z tel que x — nT € [0,T] (cet entier est méme unique si on ouvre la borne
droite, c’est-a-dire x — nT € [0, T, cf. le lemme ci-dessous qu’il faut savoir démontrer).

On peut appliquer la V-assertion avec g = & — nT, et on obtient |f(z —nT)| < M.

Or, par T-périodicité de f, on a f(z) = f(z —nT).

On en déduit |f(x)| < M.

Lemme.
Soit x € R et T € ]0, +00].
r=ql +r

Il existe un unique couple (q,r) € Z? tel que
q ple (g, r) q {0<T<T.
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Rappel. On rappelle la définition de lim f = +o0o pour une fonction définie sur I (ici I = R) :
—o0

VMeR, JaeR, Ve eIN]—o0,a], f(z) 2 M

On peut se permettre de choisir a négatif.
En effet, si on trouve un a positif tel que Vo € I N]—o0,al,..., alors a fortiori, on aura Va €
IN]—o0,—3],... et on pourra donc prendre a = —3.

De méme pour la limite en 400, on peut choisir un voisinage du type [b, +00[ avec b positif.
Fin du rappel.

Idée générale de la preuve.
Pour montrer 'existence d’un minimum pour une fonction continue, il faut penser au théoréme
des bornes atteintes. Pour 'utiliser, il faut donc faire naitre un SEGMENT.

Déroulement de la preuve.

Considérer un certain « f de quelqu’un », par exemple, f(0).

Exploiter ensuite les limites en +00. Ces deux limites font naitre a < 0 et b > 0 tels que ...
Enfin, examiner f sur le SEGMENT |a, b].

Rassembler les morceaux !

Début de la preuve. ‘ Montrons que f admet un minimum.

£(0).

e Comme f(x) —— 400, il existe a < 0 tel que Vz € |—00,qa], f(z) >
r——00
Comme f(z) P +00, il existe b > 0 tel que Vz € [b,+oo[, f(x) = f(0).
xr—r+00

Pour l'instant, on obtient que f(0) est un minorant de f sur |—oo,a] U [b, +o0].

e Sur le SEGMENT |a, b], la fonction f est continue.

D’aprés le théoréme des bornes atteintes, f admet un minimum, noté m = r[nibr]l f.
a,

e Comme 0 € [a, b], on a en particulier m < f(0).
Donc m est un minorant de f sur |—oo,a] U [b, +00].
On a donc montré que m est un minorant de f sur R tout entier.

De plus, comme m est le minimum de f sur [a,b], le réel m est atteint par f (par un certain
T € [a,b]).

Ces deux informations montrent que m est le minimum de f sur R tout entier.
Ainsi, f admet un minimum (& savoir m).
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On pose ¢ : z — g(z) — f(x).

L’inégalité de 'hypotheése se reformule en disant que ¢ est a valeurs strictement positives sur [a, b].
Or ¢ est continue en tant que différence de deux fonctions continues sur le segment [a, b]. En vertu
du théoréme des bornes atteintes, cette fonction ¢ est bornée et atteint ses bornes.

Posons m = r[nibngo qui est > 0, car m est atteint par ¢.
a,

On a, par définition de m,
Vz € la,b], m< o)
Posons a = ¢ > 0. On a a < 'm, d’oi

Va € la,b], o< p(x)

On a bien montré 'existence d'un certain a > 0 tel que o < g(x) — f(z).
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e Pour tout n € N*, notons H,, la propriété « Vz € [0,1], " (z) > g™ (z) + nb»

Initialisation. La propriété H; est vraie d’aprés A.

Hérédité. Soit n > 1 fixé. On suppose H,, vraie.
Montrons H, 1, c’est-a-dire montrons ¥V z € [0, 1], fI*t1(2) > g*+1(2) + (n + 1)b.
Fixons z € [0,1]. On a :

Fintl () def flnl (f(z)) g” gl (f(z))—i—nb (H,, avec z = f(z), qui est bien un élément de [0, 1])

Comme f et g commutent, par récurrence immédiate, f et ¢} commutent, donc
I'inégalité précédente se réécrit :

0@ = £ (=) + b

D’aprés A avec x = gl"l(2), la quantité f(g["] (z)) est supérieure & g(g["] (z)) + b,
donc on obtient :

iy > (g(g["] (z)) + b) +nb

=gln+1 (2)+(n+1)b
D’ou HnJrl .

e Mettons en évidence une absurdité. Fixons z¢ € [0,1]. L’inégalité de la question
précédente :
Vo e N*, fl(zg) > g™ (x0) + nb

doit se comprendre
VneN' «a,>08,+nb

ot on a posé a, = f"(z) et B, = g™ (z0).
Ces deux suites sont bornées, car f" et ¢gl"l sont a valeurs dans [0, 1].

Comme les images de f et g sont incluses dans [0, 1], en composant n fois, on obtient
que les images de fl") et g sont également incluses dans [0, 1].

Ainsi,ona 1> a, et 3, > 0.
On obtient Vn € N*, 1> 0+ nb.

Comme b > 0, on a nb ———— +00.
n—-+oo

En passant a la limite dans 'inégalité large précédente, on obtient « 1 > +o00 », ce qui
est absurde.

e La négation de © est Veel0,1], f(e) # g(c).
Autrement dit, on suppose que la fonction f — g ne s’annule pas.

e On a f(0) — g(0) #0.
Il y a donc deux cas : soit cette quantité est strictement positive, soit elle est strictement
négative.
Mais quitte & inverser les roles jouer par f et g, on peut supposer (sans perte de géné-
ralité!) que f(0) — g(0) > 0.

e Cette fonction h posséde plusieurs propriétés (héritées par celles que possédent f et g) :
* h est continue en tant que différence de deux fonctions continues
* h(0) > 0 (car f(0) > ¢(0)).
* h ne s’annule pas, c’est-a-dire Va € [0, 1], h(z) # 0 en vertu de la négalité de Q.

Par conséquent, d’apreés le TVI, la fonction h est strictement positive.

Or la fonction h est définie sur le segment [0, 1] et est continue.

D’aprés le théoréme des bornes atteintes, h est bornée et atteint ses bornes.
On pose m = I[Elig]lh qui est > 0 car h est strictement positive. On a donc

Vze0,1], h(z)=m

On a donc montré qu'il existe m > 0 tel que Vz € [0,1], g(z) — f(z) > m.
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On récite maintenant la question 1 pour arriver a une absurdité.

Voila ce qu’il s’est passé :

en supposant la négation de ©, on arrive & démontrer /A, qui nous fait aboutir & une
absurdité.

Bilan : I'assertion © est vraie! Youpi!
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La preuve du résultat. Je vous laisse répondre ensuite a4 chaque question!

e Comme f est continue, un TVI bien ficelé appliqué a la fonction z — f(z) — 2 fournit Pexistence
d’un point fixe pour f.

Ainsi, F' est non vide.

e D’autre part, F' est une partie bornée (car incluse dans [0, 1]), donc F' admet une borne infé-
rieure m et une borne supérieure M.

— On montre facilement que m € [0, 1] (tout d’abord, le fait que 0 est un minorant de F' fournit
m > 0; et comme m est un minorant de F, il est inférieur a tout élément de F' (eux-mémes
inférieurs & 1), donc par transitivité, on a m < 1).

— Comme m = inf F, il existe une suite (2, )nen € F d’éléments de I qui converge vers m.

vn € N, f(xn) = Tn

Ty ———> M
n—-+oo

Par continuité de f en m, on en déduit que f(zy,) R f(m).
n—-+0oo

Autrement dit, on a les deux informations suivantes {

Par passage a la limite dans 1’égalité ci-dessus, on obtient f(m) = m.

Résumons. On a m € [0,1] et f(m) = m, donc m € F.
De méme, on montre que M € F.

e Comme f et g commutent, on montre que F' est stable par g.
Comme m € F, on en déduit g(m) € F.
Comme m est un minorant de F', on a m < g(m). De méme, on a g(M) < M.

e Comme m et M sont dans F, on en déduit que m = f(m) et M = f(M).
On a donc g(m) —m =g(m) — f(m) =2 0et g(M)—M =g(M) — f(M) <0.

e La fonction g — f est continue et change de signe (car (g — f)(m) > 0et (g — f)(M) < 0).
Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [m, M] tel que (g — f)(c) = 0 donc tel que
fe) = g(o).
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1. Comme f est 1-périodique, ona Vn €N, f(0) = f(n x0).
Exploitons 'hypothése de ’énoncé avec = 0, on trouve f(n x 0) —+> 0 d’ou f(0) =0.
n—-+0oo
Comme f est 1-périodique, on a Vk €N, f(k) = f(0) (preuve par récurrence immédiate).
DouVkeN, f(k)=0.
2. Idée. Considérons le cas particulier de é et montrons que ]‘(é) =0.

Comme f est 1-périodique, on a

ez, 1(3)=1()

Comme f(nx) —— 0, on a par extraction ]‘((QA + 'l)(l:) — 0.
n—-+4oo k— 400

En prenant z = % on en déduit /(%) — 0.
k——+o00

i()-

Cas général. Soit (p,q) € Z x N*. Montrons f(%) =0.
Par 1-périodicité de f, on a

--~:f<2k;_1)

On a donc (WHY ?)

VkeZ, f(§> - f((qk+p)$)

Comme ¢ > 0, on a, pour k assez grand kq + p € N, (pour k > —g précisément).

Comme f(nx) ——— 0, on a par extraction f((qk +p)x) — 0.
n—-+0oo k—+o0

En prenant z = 1, on en déduit f(M) — 0.
q q k—+o0

On a donc (WHY ?)

3. A la question précédente, on a montré que f est nulle sur Q. Par densité de Q dans R et
continuité de f, on en déduit que f est nulle sur R (il faut savoir faire la preuve de cela).
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Idée. Le point clef est que f ne peut étre ni minorée ni majorée sur un intervalle de la forme
[A, +o0], car elle serait sinon minorée ou majorée sur Ry tout entier en vertu de la compacité de
[0, A], ce qui contredit violemment la surjectivité.

Début de la preuve.

Montrons que f prend toute valeur une infinité de fois.

Raisonnons par ’absurde.

Supposons qu’il existe une valeur y que f prend seulement un nombre fini de fois.

On peut alors trouver A € R™ tel que Vo > A, f(x) # y.

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit que la fonction f restreinte a [A, +oo] est
ou bien a valeurs dans |—oo, y[ ou bien dans ]y, +00[.

Donc, sur [A, +0oo[, f est ou bien majorée ou bien minorée par y.

Or f étant continue sur le segment [0, A], est bornée sur le segment [0, A] (théoréme des bornes
atteintes).

Donc f est bornée sur [0, 4+00] ce qui contredit la surjectivité.
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La fonction f est injective (bijective) et continue sur un intervalle.

« Donc » f est strictement monotone.

Comme f(RT) C RT, on en déduit que f est strictement croissante.

S'il existe g € [0, +00] tel que f(zg) < xo alors zo = f(f(x0)) < f(xo) : contradiction.
Idem : il ne peut pas existe de z1 tel que f(z1) > .

Bilan : f =id.
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La fonction f est périodique, disons de période T > 0.

Sur le segment [0, 7], la fonction f qui est continue admet donc un maximum atteint en x ;.
Ainsi, f(ao+xam) — flzar) <0et f(zp) — f(ag) = 0.

La fonction z — f(aog + ) — f(x) qui est continue, change de signe. D’apreés le TVI, elle s’annule.
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Voici des idées en vrac. Soit f une telle fonction.

— La fonction f est continue; en fait, f est 1-lipschitzienne, c’est-a-dire :

Va,y € R, [f(x) - f(y)] <z -yl

En effet, constater que pour = < y, les réels f(z) et f(y) sont dans f([z,y]), qui est un
segment de longueur y — .
— Montrons que f est injective. Par I’absurde.
Supposons qu’il existe a < b tel que f(a) = f(b).
Appliquons le théoréme des bornes atteintes sur le segment [a, b].
Alors il existe @, et s tel que f([a,b]) = [f(zm), f(zar)].

Y oY
Ce méme théoréme appliqué sur [z, x ] fournit f([a:m,xM]) = [f(a:m),f(a:M)]
Par ailleurs, le TVI fournit Iinclusion [f(zy,), f(zar)] C f([Tm,z]).

. 2%
On tire f([a,b]) = f([zm,zM]).
D’aprés 'hypothése faite sur f, on tire

b—a=|z, —zMm

Ainsi, x,, € {a,b} et xp est alors "autre".
Comme f(a) = f(b), on tire f(zm) = f(zrm).
Donc min f = max f, donc f est constante sur [a, b].
Donc f([a,b]) est un singleton donc un segment de longueur 0!
Contredisant I’hypotheése faite sur f.
— Avec un lemme, on montre que f est strictement monotone.
Distinguer deux cas.
Cas f strictement croissante.
Soit = > 0. Par croissance et continuité, on obtient f([0,z]) = [f(0), f(x)].
Avec I'hypothése, on a donc f(z) — f(0) = z — 0, donc f(z) = = + f(0).
Cela fonctionne aussi pour z < 0 et x = 0.

Cas f strictement décroissante. On pose g = —f qui est alors strictement croissante.
En appliquant le cas précédent, on trouve g : x — x4 ¢(0), dou Va, (—f)(x) = 2+ (—f)(0).
Donc Vz, f(x)=—x+ f(0).

— Les fonctions de la forme z — z + o et x — —x + « sont solutions!
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Considérons le polynéme D = P—@Q. Comme P et ) sont distincts, la différence D est un polynéme
non nul.

D’aprés le critére radical de nullité, D a un nombre fini (< deg D) de racines. En particulier, on
peut trouver un réel A € R tel que D n’a pas de racine dans [A, 4+o0].

En effet,

— si D n’a pas de racine (réelle), n’importe quel réel A convient, par exemple A = 0;

— 81 D a des racines (réelles), le réel A = zyax + 1 convient, oll zyax est la plus grande racine

réelle.
Montrons que sur l'intervalle [A, +o0], le polynéme D reste de signe constant.

— Si D(A) > 0, montrons Vt € [A, +o0[, D(t) > 0.
Supposons par l'absurde qu'il existe tg € [A4, +oo[ tel que D(tp) < 0. Comme D(A) > 0, on
a nécessairement to > A.
La fonction ¢ — D(t) est continue (car polynomiale), vaut D(A) > 0 en A et D(tp) < 0 en
to. D’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit qu’il existe ¢ € [A4, to] tel que
D(c) =0.
Cela fournit une racine réelle > A au polynéme D, et une contradiction avec ce qui précéde.
Cela conclut la preuve : on a montré V¢t > A, D(t) > 0, donc

Vt > A, P(t) < Q(t).
— Si D(A) < 0, on montre de la méme fagon V¢ > A, D(t) < 0, donc

Vi > A, P(t) > Q(t).
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1. La partie P est non vide, car f est périodique.

De plus, P est minorée par 0.
Donc P admet une borne inférieure.

.OnaT=infP > 0.

Montrons que 7' > 0 en raisonnant par ’absurde et en supposant que la borne inférieure T'
de P vaut 0.

Par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, il existe une suite (7,,) € PN d’éléments
de P telle que 7, — 0.

Montrons que f est constante, ce qui constituera une absurdité.

Fixons z € R et montrons que f(x) = f(0).

Le réel 7, est une période de f donc f([0,7,]) = f(R).

Autrement dit, f(z) s’écrit f(x,) pour z,, € [0,7,] (on peut méme expliciter une suite (z,,)
qui convient : par exemple z,, = x — | = ]7y).

Par ailleurs, comme 7, — 0 et que =, € [0,7,], on a x, — 0, d’aprés le théoréme des
Gendarmes.

Par 7,-périodicité de f, on aVn € N, f(z,) = f(z).

Par continuité de f, on obtient par passage a la limite, f(0) = f(x).

. Montrons que Vz € R, f(z +T) = f(x).

Fixons x € R.

On a T = inf P. Par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, il existe une suite
(1,,) € PN d’éléments de P telle que 7, — 7.

VneN, flzx+m)=f(x)

Tn —— T

On a les deux informations suivantes {
n—-+oo

Prenons la deuxiéme information, enrichissons-la et couplons-la avec la continuité de f.

Ona:

n—

T+T17, ——+T
+o0 dou f(z+ 1) — f(z+T)

f est continue en x + T

Un passage a la limite (licite) dans I’égalitée Vn € N, f(z+7,) = f(x) fournit f(z+T) = f(z).

Remarque. On a donc prouvé que T' > 0 et que T est une période, ainsi T € P. Donc
T = min P.

. Considérons la fonction indicatrice de Q : elle admet tout rationnel pour période.

En effet, fixons r € Q.
Le lecteur montrera que pour tout « € R, on a Ig(z +r) = Lg(x).
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