Des DM

Une intégrale, deux suites

Pour tout a,b > 0, on pose

x
I(a,b) = / In(acos® ¢ + bsin? t) dt
0
On fixe deux réels a,b > 0 strictement positifs.

Propriétés de I(a,b)
1. Montrer que
Vte [O, g}, acost+bsin?t > 0
En déduire que 'intégrale I(a,b) est bien définie.
2. Montrer que I(a,b) = I(b,a).

On déduit de cette question que
Va,8>0, I(a,B)=1(8,a)

3. Montrer que
gln(min(a,b)) < I(a,b) < gln(max(a,b))

4. Montrer que

™

x by 2
21(a,b) = /2 In [abcosQ(Qt) + (a—i— ) sin2(2t)] dt
0
5. Déduire des questions précédentes que
a+ B\2
Va.8>0, 2U(pf) = I1{af, (“55))

Deux suites imbriquées

On définit deux suites u et v par :

Up+4+1 = UpUn

Ug = a
et Vn €N, 2
{Uo —b o = (L2 0)

Une récurrence immeédiate montre que ces suites sont & termes strictement positifs.
6. Pour tout n € N, déterminer une relation entre I(a,b) et I(un,vy).

X /Un + /U /Un — A/U . .
7. En considérant w,, = % et w;L = %, déterminer +/u,, et /v, en fonction

de a, b et n.
b b—
Pour plus de lisibilité, on pourra poser o = # et § = q.

In u,, Inv,
et .
27’L

8. Déterminer la limite des suites

La chute!

9. Déterminer la valeur de I(a,b).

.8 39 & ob 19bis'e Isasmsniost sTIvoq 0O
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La formule de Plouffe DM

Le 19 Septembre 1995, Simon Plouffe découvre la formule suivante :

n

1 4 2 1 1

= 1- —_— _ — —
T nffookz_o16k<8k+1 8k+d 8k+5 8k+6>

(BBP)

Cette découverte est le fruit d’un mois de recherche informatique avec D. Bailey et P. Borwein.
L’intérét de cette formule, de démonstration aisée, vient de son utilisation.

Elle permet en effet le calcul isolé des chiffres binaires du nombre 7.

Le but de cet exercice est de démontrer cette formule.

On considére l'intégrale I suivante :

1.5 4 3

154t 23 — 4

I:/Ldt
0

t8 — 16
1. Justifier que l'intégrale I est bien définie.

2. (a) Factoriser X® — 16 dans C[X], puis en déduire une factorisation comme un produit de
quatre polynémes de degré 2 a coefficients réels.
Est-ce la factorisation en irréductibles de R[X]?
(b) Effectuer la division euclidienne de X° + X* +2X3 — 4 par X2 + 2.
Factoriser le polynome X° + X* +2X3 — 4 en un produit d’irréductibles de R[X].

3. Avec le minimum de calculs, justifier que

Vtelo,1],

P+t 420 -4 1/ 4 t—2
8 —16 4 '

4. Déterminer les valeurs des intégrales

1 1 1
2x 20 — 2 1
! /0 22 ° ? /0 222z +2 0 ¢ 3 /0 222z 42 0

T
5. Montrer I = —.
ontrer 16

Pour la fin de I'exercice, on fixe p € N.
6. Soit a € ]0,1].

(a) Montrer que pour tout ¢t € [0,a[ et tout n € N, on a :

tP n a8(n+1)+p
v Z t8k+:0 < ——
1—1¢8 1—a8
k=0
(b) En déduire que
n oSkt a  4p
lim —_ = —=dt
n—>+ook708/€+p—|—l o 1—18
On rappelle que la notation lh}kl signifie que la limite existe et vaut. ..
7. Montrer que
n 1
1 16 2P
lim —_— = ——dx
n—+o0 kz—o 168k +p+1) A 16 — 28

8. Démontrer la formule BBP.

[QSexo—Integration.pdf, 26 avril 2023, 19:29}




1. Par somme de nombres réels positifs, on a
™ 2 . 2
Vte[O,i}, acos“t+bsin“t >0

Reste a montrer que pour ¢ € [0, 7], la quantité acos®t + bsin? t n’est pas nulle.

Une somme de nombres positifs est nulle si et seulement si ces nombres sont nuls, d’ou les
équivalences :

9 . 9 acos?t =0 cost =0
acos’t+bsin“t =0 <= .9 <— )
bsin“t =0 sint =0

La derniére assertion étant fausse, la premiére I’est aussi.

On a donc montré que
Vi e [O,g}, acos®t + bsin®t > 0 et acos?t + bsin®t # 0

Ainsi, le logarithme est bien défini.
De plus, la fonction intégrée est continue sur [0, 5.
Donc le réel I(a,b) est bien défini.

2. Ona .
I(a,b) = /2 In(acos?t + bsin? t)dt
0

Effectuons le changement de variable ¢ = 5 —x (la fonction 2 — § —a est bien de classe C') :

I(a,b) = /O In (acosz(g —x)+ bsinz(g - x))(—l)dx

g
2

D’aprés les formules de trigonométrie, on obtient
%
I(a,b) = / In(asin? z + bcos® x)dz
0

ce qui montre que I(a,b) = I(b,a).
3. Procédons par disjonction de cas.

Cas1l:a<b

On a alors

s
Vt e {0,5}, acos’t+asin?t < acos®t+bsin?t < beos?t + bsin®t
| S —— —_—————
a b

Appliquons la fonction logarithme qui est croissante :
T 2 .2
Vit e [0, 5], Ina < In(acos“t+bsin“t) < Inb
Par croissance de l'intégrale, on obtient
glna < I(a,b) < glnb

Dans ce cas, on a min(a,b) = a et max(a,b) = b, d’ou

s ) T

5 In (min(a,b)) < I(a,b) < 5 In ( max(a, b))

Cas2:b<a
D’aprés le cas 1, on en déduit que

gln(min(b,a)) < I(bya) < gln(max(b,a))

On termine en utilisant le fait que I(b,a) = I(a,b) d’aprés la question 2, et le fait que
min(b, a) = min(a, b) et idem pour max.

[ZSeXO-Integration.pdf, 26 avril 2023, 19:29}




4. On utilise la question 2, la linéarité de 'intégrale et le fait que la somme de logarithme est
le logarithme du produit et on obtient :

™

2l(e, B) = I, B)+ I(B,a) = /Ofln [(acoszt—i—Bsin2t)(ﬁc082t+asin2t)}dt

Pour conclure, il suffit de montrer que, pour tout ¢, on a

2
(acos?t + Bsin? t)(Bcos® t + asin®t) = aff cos?(2t) + (a ; B) sin?(2t)

Cette derniére égalité reléve d’un petit exercice de trigonométrie.
Allons-y.
En développant le membre gauche, on tombe sur

af(costt +sin*t) + (a® + %) cos?tsin’t
En ajoutant et soustrayant 2c/3 cos? t sin? ¢, on obtient :
aB(costt —2cos®tsin®t +sin*t) + (o + 208 + ?) cos® tsin’ t

c’est-a-dire : )

ab(cos? t —sin?t)? 4 (a + B)2 (% sin(2t))

D’out a3 cos?(2t) + ( sin?(2t), ce qui est le membre droit !

a+ [3’)2
2
5. D’aprés la question 4, on a :

™

2I(a,b) = /05 In [abcosQ(Qt) + (

a+b

)2 sin? (2t)] dt

Effectuons le changement de variable x = 2t :

2I(a,b) = /Oﬂln [abcos2x+<aT+b)2sin2 }%da:

Multiplions par 2 et utilisons la relation de Chasles, on obtient :

z T

4I(a,b) = /05 In [abcos%c + (ClT—’—bfsin2 33} dr + [f In [abcost + ((LT—i—b)Qsin2 .Z'} dz
E

=1(ab,(442)?)

Prenons l'intégrale de droite et effectuons le changement de variable x =y — & (la fonction
y+—y — 5 est de classe ch.

On obtient
/; In [abcos2z + (CLTer)zsin2 x]dz = /072‘ In {abcos2 (y+ g) + (a;rb>28m2 (yJF g)}dy
= /0’2' In {ab(—siny)2 + (a ;_ b)2 cos? y} dy trigo
= I((a;b)2,ab)
= I(ab, (a ;— b)2> i’a:pzé; 2 avec
et b2
5= ("3

6. Soit n € N. D’aprés la question 5 avec o = u,, et § = v,, on a
21 (tup, vp) = I(tUn+1, Unt1)
Par récurrence, on obtient

VneN, I(up,v,)=2"I(a,b)
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7. On constate que w41 = w? (idem pour w/,). Par récurrence, on en déduit

;2"

(%) VneN, w, =wd et VneN, w, =w,

Rédigeons la récurrence pour la suite (wp).

sps 1s . 0
Initialisation. Comme 29 =1, on a wg = w(Q) .

Heérédité. Soit n € N tel que w, = won.

nt1
Montrons que wyp41 = w% .

On a wp41 = w%. D’aprés 'hypothése de récurrence, on a donc

2742 2" %2 gntl
wnt1 = (wy )7 = wy = Wy

Soit n € N. Reprenons ().
Vb +Va
2

En posant o = qui est wp et § =

Vb a
2

qui est wy, on a donc :

/Un + /Up _ 0_2n ot V/Un — /Un _ 52n
2 2

Par somme et différence, on en déduit

Vo, = o 48 et Vi, = o2

n

—-52”

d’ou

iy (s

Vbh+ a2 Vb= an?
M:( 2 2 b+f> +(b \[)

et V“”:( 2 2
Mew:@’wa:

. En posant ¢ =

VneN, Vo, = o2 +6% et VneN, Vu, = o2 -6

En forgant la factorisation par o, on a

Von = o2 (1 + (i)2”> et Vim = a2 (1 - (3)2’1)

En appliquant le log :

1 a\2"
—Inv, = 2"lnc + In|1+ (—)
2 o
- 1
En multipliant par o1

-1 :

on
In v, = 2lno + 2iln <1+ (é> )
2n 2n o

5 52"
Comme — € ]—1,1[ (cf. ci-dessous), on a (7> — 0.
g g n—-+oo

0
Justification. Montrons que — € |—1,1].
o

Cela équivaut a

§ _Vbtva _ vb-—va _ vVb+a

-1<—-<1 c’est-a-dire —0c<d<o c’est-a-dire
o 2 2 2

C’est-a-dire encore

~(Vb+va) < Vb—+va et  Vb—+a < Vb++a
Vb < Vb et —Va < Va

Ce qui est vrai!

1
De plus, — — 0
¢ pius; 2" n—+oco

Un

—— 2Ino.

Par somme de limites, on a donc
n—-+oo
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2lno.

Inu
De la méme fagon, on a
2" n—+oo

D’aprés 3, on a

gln(min(un,vn)) < I(up,v,) < gln(max(un,vn))
=271 (a,b)

Comme la fonction In est croissante, on a In (min(umvn)) = min (ln Unp, In ’Un). Idem pour
le max.

En divisant par 2™, on a

T Inu, Inwv, T Inwu, Inwv, )

() Zmin (S5, S0 ) < I(a,h) < 5 max (St

Inu
( an) convergent vers 2lno, on en déduit que le min et le
max de ces deux suites convergent également vers 2Ino.

In
Comme les suites ( 2:") et

Remarque. Tiens, il faut savoir démontrer que

= max(an, o)) —— max((, )
n——+oo
n——+oo

T+y+lz—yl

Cela peut se faire en utilisant la formule max(z,y) = 2

Idem pour le min.

Ainsi, dans (#), les membres gauche et droit tendent vers 7lno.

D’aprés le théoréme des Gendarmes, on obtient que la suite constante (I (a, b))n cny converge
vers wlno.

Par unicité de la limite, on obtient I(a,b) = wlno.

Bilan :

I(a,b) = ©ln (M)

[25exo-1ntegration.pdf, 26 avril 2023, 19:29}




1. La fonction intégrée est continue sur [0, 1], donc 'intégrale est bien définie.

2. (a) Une racine 8-éme de 16 est V2.
Donc (WHY ?)

X8-16 = J] (x-v2¢Q
¢eUs

Or I’ensemble des racines 8-éme de 'unité est

Ug = {1,w,i,w’7—1,U7—i,D} ouw:g—i—ig etw’z?—i?
D’ou
X8-16 = (X — V2)(X + v2) (X — V2i)(X + v2i) (X — vV2w)(X — V20) (X — V2u')(X — V2u)

X2-2 X242 X2-2X+2 X242X+2

Remarque. On a utilisé I’égalité trés pratique suivante, ou z € C

(X =2)(X=2) = X2 = (24+2)X +2Z = X2 —2Re(2)X + |22
On en déduit
X816 = (X2 —2)(X?+2)(X? —2X +2)(X? +2X +2)

Cette égalité n’est pas la factorisation en irréductibles de R[X], puisque le polyndme
X? — 2 est réductible (produit de deux polynémes de degré 1 dans R[X]).

(b) En posant la division euclidienne, on trouve
X5+ Xt42X3 -4 = (X24+2)(XP+X2-2)

Le polynéme de degré 3 admet nécessairement une racine réelle. Trouvons-en une! A
I'ceil nu, on voit que 1 est racine, donc X3 + X2 — 2 = (X — 1)(X%2 + X + 2), et on
trouve v = 2.

La factorisation en un produit d’irréductibles de R[X] est

XP+ X +2X3—4 = (X2 +2)(X - 1)(X?+2X +2)
3. Fixons t € [0,1]. D’apreés ce qui précéde, on a

o+t 263 —4 (2 +2)(t — 1)(t? + 2t +2)

8 — 16 (2 =212+ 2)(12 — 2t +2) (2 + 2t + 2)

t—1
(t2—-2)(#2 -2t +2)
Pour conclure, il reste & voir pourquoi

qui apreés simplification vaut

t—1 1t t—2
(t2—2)(#2 -2t +2)  4\12—-2 2-2t+2)°

En considérant la parenthése du membre droit et en réduisant au méme dénominateur, on
trouve un numérateur égal a

t(t? =2t +2) — (t —2)(t* —2) qui vaut 4t —4

D’ou I’égalité.

4. On trouve facilement une primitive de chaque fonction intégrée. On a donc :

1

2 1

I1:/ %dx = {ln\xQ—Qﬂ = —1In2
0o % —2 0

1
2z — 2 9 1
[2:/0 mdx = [ln\m —2x—|—2|}0 = —In2

I 1 L d A 1 ' T
8 /0 22 _2r 12 [ retan(z — 1) 0 4
—_————

1
(z—1)2+1
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5. On a

ot 4213 — 4 1/ t t—2
viep), SHEAESL Lo )
t8 — 16 4\t2 -2 2 -2t+2
_ 1(1 2t 1 2t-—2 n 1 )
C4\242 -2 2122t 42 2 —2t+2
D’ou L1 )
1= 3(Gh-3k+h)
1 .
Comme I; = Ir,onal = ZIg, d’ou
™
I = —
16
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