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Dans tout le chapitre, E désigne un R-espace vectoriel.

I. Produit scalaire

Formes bilinéaires

Définition.

Soit ¢ : E x E — R une application définie sur le produit cartésien E x E et a valeurs réelles.

e On dit que ¢ est forme bilinéaire lorsque :
— pour tout yp € E, 'application x — ¢(x, yo) est une forme linéaire

— pour tout xy € E, 'application y — ¢(xo, y) est une forme linéaire
e On dit que @ est symétriquelorsque :

Vx,y)EEXE, @(x,y)=¢(,Xx).

e On dit que ¢ est positivelorsque :

VxeE, @xx)=0

e On dit que g est définie positive lorsqu’elle est positive et vérifie :

VxeE, ¢x,x)=0 = x=0

« Remarque imporante! Pour montrer qu'une application est une forme bilinéaire symétrique, il suffit
de montrer la symétrie, puis la linéarité par rapport a 'une des deux variables.

« Vocabulaire. Lorsque ¢ : E x E — R est une forme bilinéaire, on dit souvent que c’est une forme bili-
néaire sur E (plutot que sur E x E).

« Exemples. Lapplication ¢y est-elle bilinéaire, symétrique, positive, définie positive?

Q1 RExR — R @ RExR3 — R
(X,y) — X1Y1—X1Y2+X3)3 (x,y) — Xxiy1txX1)2+X2)1+X3)3+X2)2
p3: R®xR® — R @i BBxR® — R
(x,y) — Xxiy1+X2)2+x3)3 (xX,y) — X1)1+2X2)2+3X3)3
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Produit scalaire

Définition.

— Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur E.
— Un espace préhilbertien réel est un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire.

— Un espace euclidien est un espace préhilbertien réel de dimension finie.

Un espace euclidien est donc un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’'un produit scalaire.

« Vocabulaire. Soit ¢ un produit scalaire sur E. Soit (x,y) € E x E. Le réel ¢(x, y) est appelé le produit
scalaire de x et y. Il est noté généralement (x| y) ou x-you (x| y).
En géométrie (c’est-a-dire dans R? ou dans R3), on utilise souvent la notation ii - ¥ pour désigner le
produit scalaire des vecteurs i et .

« Remarque (strement étrange en premiere lecture?!).
Si F est un sous-espace vectoriel d'un espace préhilbertien réel dont le produit scalaire est noté (| ),

alors I'application induite :
FxF — R

(x,y) — x|y

est un produit scalaire sur F. On peut donc considérer F comme un espace préhilbertien réel pour ce
produit scalaire qui sera encore noté ( | ).

Proposition.

— Lapplication suivante est un produit scalaire sur R" :

p: R" x R" — R
n
((xly---»xn)y(y1;---;J/n)) —_ leyl
i=1
C’est le produit scalaire canonique sur R".
— Lapplication suivante est un produit scalaire sur .4, (R) :

Q: /ﬁ[n,p(ﬂ@)x/%n,p(l]%) — R
(A,B) — tr(A"B)

C’est le produit scalaire canonique sur My ,(R).
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+ Le produit scalaire du lycée, sur R?.
Il s’agitde:
Q: R? x R? — R

((x1,x2), Y1, ¥2)) —

Mais, souvent, un vecteur de R? se note v = (x, y) plutdét que v = (x1, x2), si bien que 'application a le

visage suivant :
2 2
Q: R x R — R

(0, ,y)) —

« R" versus .4, (R) (le combat ligne/colonne).
L'application suivante est le produit scalaire canonique sur R" :

Q: R” x R" — R

n
((xl,---,xn);(J/l,---,J/n)) i in.Vi
i=1

L'application suivante est le produit scalaire canonique sur .4/, (R) :

v MpiR) x Mpua(R) — R

(X,Y) — tr(X'Y)
Apreés l'identification classique ligne/colonne, c’est-a-dire avec 'isomorphisme R" — 1),
X1
(xl) L) xn) —
Xn

ces deux produits scalaires ¢ et ¥ se correspondent.

Justification.
X1 N

Soit X,Y € 4,1 (R). Notons X = | : | etY =] : | cesdeux colonnes.
Xn Yn

Alors

tr(X'Y) =

4 Exemples.

— Lapplication suivante est un produit scalaire sur R[X] :

¢: RIX]xRX] — R
1
(PQ — fOP(t)Q(t)dt

— L'application suivante est un produit scalaire sur € 0 ([a, bl, [R) :
¢: €°(la,b,R) x€°([a,b],R) — R
b
f.e — f fg
a
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Bilinéarité. Soit (P,Q,R) € E? et (A, u) € R?. Par linéarité de I'intégrale :

1 1
@(AP+uQ,R) = Afo P(HR(n)dt + ,ufo Q(OR(1)dt = Ap(PR) +up(Q,R)

ce qui prouve que ¢ est linéaire par rapport a la premiere variable.
Comme ¢ est symétrique, on en déduit que ¢ est bilinéaire.

1
Positivité. Soit P € E. Par positivité de I'intégrale, ona ¢ (B P) = f P(£)*dt > 0.
0

1
Caractere défini. Soit P € E tel que ¢ (P, P) =0, c’est-a-dire tel que f P()%>dr > 0.
0

La fonction f — P(f)? est continue (car polynomiale), positive et d'intégrale nulle.
Par le critére de nullité, cette fonction est nulle, donc V ¢ € [0, 1], P(£)% = 0.

Ainsi, tous les réels du segment [0, 1] sont racines de P.

Donc P a une infinité de racines, donc P est le polynéme nul.

1
@ Question. Montrer que ¢ : (f, g) — f tf(t)g(t)dt est un produit scalaire sur E = c60([0, 1],R).
0

sol — 0

— Par linéarité de I'intégrale et commutativité du produit dans R, I’application ¢ est une forme bili-
néaire symétrique.

— Soit f € E. Montrons que (f | f) > 0.
1
Onao(f,f) = f t f(H)*dt. La fonction intégrée est positive, donc I'intégrale est un réel positif.
0

— Soit f € Etel que ¢(f, f) =0.
La fonction ¢ — £ f(1)? est continue, positive et d’intégrale nulle donc cette fonction est nulle.
On en déduit :
Vx€]0,1], f(x)=0

Par continuité de f en 0, on en déduit que f est nulle sur [0, 1].

5 é
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Norme associée a un produit scalaire

Soit E un espace préhilbertien réel dont le produit scalaire est noté (| ).

@ Définition.
— La norme associée au produit scalaire { | ) est 'application E — R*
x — lxll=V{xTx)
— La distance associée au produit scalaire | ) est'application ExE — R*
x,) — lx=yl

« Vocabulaire. Une norme (resp. distance) associée a un produit scalaire est appelée norme euclidienne
(resp. distance euclidienne). Vous verrez en Spé qu'’il existe des normes qui ne sont pas associées a un
produit scalaire.

Exemples.

« La norme associée au produit scalaire canonique sur R” est

« Ladistance associée au produit scalaire canonique sur R” est

« Lanorme associée au produit scalaire canonique sur .4, ,(R) est

Proposition (identités remarquables).
vewe | Soit E un espace préhilbertien réel dont on note ( | ) le produit scalaire, et || || la norme associée.
Soit x, y € E.

1
— Ona  |x+yl* = x> +2(x| ) +llyl? et xly) = 5(I|x+yllz—IIXIIZ—IIyIIZ)-

— On al'identité du parallélogramme [ x+ ylI* + [x— yI* =2(llx* + [l y11?)

« Dans le premier point, la premiere identité se généralise :
Vx,yeE, VYApeR, [Ax+pyl® = A |xl* + 2A4u(x | y) + p?llyl?

et la deuxiéme identité porte le nom de formule de polarisation.
Elle permet de retrouver le produit scalaire sil’on connait la norme euclidienne.
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En sommant ces deux égalités, on obtient
2 2 2 2
lx+yI°+llx = ylI= =2(llxl + 1)
Cette égalité traduit le fait que, dans un parallélogramme, la somme des carrés des longueurs des deux

diagonales est égale a la somme des carrés des longueurs des quatre cotés.

Question. Soit x, y € E. Démontrer 'identité ||xk — tyJ f 1y %/
sol=0 Partir du produit scalaire (Ile membre droit) et utiliser Ia bilinéarité. On obtient le membre gauche.

@ Question. Soit f € Z(E). On suppose que Vx € E, || f(x)| = |Ix|l. Montrer que

sol —0

V(x,y)€E% (f)|f)=(x]y)

Soit (x,y) € E2.Ona:

W@+ FWIZ=If@I2=1f(I?)  formule de polarisation

VACIRNAC))

= s(IfG+IEE=1FIZ=1FWI?) linéarité de f
= s(lx+yI2=1xlI*=yl?) hypothese
= (x|, formule de polarisation

Ainsi, un endomorphisme qui conserve la norme conserve le produit scalaire.
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Proposition (inégalité de Cauchy-Schwarz).
La norme associée au produit scalaire ( | ) vérifie :

Vx,yeE, [x|p|<Ixllyll.

Cette inégalité est une égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Exemples.

« Linégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique sur R" s’écrit

2 JA

« Linégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique sur R“ s’écrit

b
« Linégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire sur €°([a, b],R) défini par (f | g) = f fg
a

s'écrit

Proposition (norme).
La norme associée au produit scalaire ( | ) vérifie :

* VxeE, |x]|=0 = x=0 (séparation)
* VA, x)eRxE, |Ax]=I|Allx] (homogénéité)
* V(x,y)eEExE, |x+yl<Ilxl+Iyl (inégalité triangulaire)

avec égalité si et seulement si x et y sont positivement colinéaires :

JaeR", y=ax ou 3IPeR", x=py.

Ilustration dans R?, Linégalité triangulaire s’énonce
VU, ) eR xR, U+TI < IUN+I7]

Conséquence. Dans un triangle, la longueur d'un c6té est inférieure a la somme des longueurs des
deux autres :
AC < AB+BC

Proposition (seconde inégalité triangulaire).
Soit (x,y) € E2.Ona:
[xll=lyl] < lx=yl.

Proposition.

La distance d associée au produit scalaire sur E vérifie pour tout (x, y,z) € E° :
* dx,))=0 < x=y (séparation)
* d(x,y)=d(y,x) (symétrie)
* d(x,2) <d(x,y)+d(y,2) (inégalité triangulaire)
* d(x,2) > |d(x,y)-d(y,2)| (seconde inégalité triangulaire)
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II. Orthogonalité

Dans cette partie, E désigne un espace préhilbertien réel.
On note (| ) le produit scalaire et || || la norme associée.

Définition.
— On dit qu'un vecteur est unitairelorsqu’il est de norme 1.
— On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonauxlorsque (x| y) = 0. On note alors x L y.

« Par symétrie du produit scalaire, si (x | y) =0, alors (y | x) = 0.
Ainsi, la relation d’orthogonalité est symétrique.

Des remarques.
« Le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur de E.

« Le vecteur nul est le seul vecteur orthogonal a lui-méme

« Le vecteur nul est le seul vecteur orthogonal a tout vecteur de E.
Le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur de E (WHY). Réciproquement un vecteur orthogonal a tout vecteur de E est en particulier
orthogonal a lui-méme donc est nul d’apres le point précédent.

Des exemples.
« Dans R” muni du produit scalaire canonique, les vecteurs de la base canonique sont unitaires et or-

thogonaux deux a deux.

« Dans .4}y ,(R) muni du produit scalaire canonique, les vecteurs de la base canonique sont unitaires et

orthogonaux deux a deux.

2
« Dans €°([0,27],R) muni du produit scalaire (f | g) = f g, montrer que les fonctions cos et sin sont

orthogonales.

({_ g
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Proposition (régle du losange).

Soit E un espace préhilbertien réel dont on note ( | ) le produit scalaire, et || || la norme associée.

Soit x,y € E.
— Ona |[x|=lyl < {(x+ylx—y)=0.
— Ona x|y=0 < lx+yl=lx-yl.

' Théoreme de Pythagore. Soit x, y € E.

On al’équivalence :
xly < lx+yl* = x>+ 1yl

Ilustration dans R2. Pour #, v € R?, le théoreme de Pythagore s’énonce
ulv < Ju+v|®=lul"+lvl
On retrouve le résultat du college!

le triangle ABC est rectangle en B < AC? = AB*> + BC*.

Définition. Soit A une partie de E.
Lorthogonal de A est!’ensemble

AL = {er | Vae A, <x|a>:0}.

« Ainsi, A* est'ensemble des vecteurs de E qui sont orthogonaux a tous les vecteurs a € A.

Reformulation. Pour tout a € A,onnote ¢,: E — R
x — (x|a)
Alorsona:
At =

Proposition. Lorthogonal d'une partie de E est un sous-espace vectoriel de E.

Exemples.
« Lorthogonal de {0g} est E.

« Lorthogonal de E est {0f}.

« On atoujours Ac (AH)*.

« Soit a € E\{0g} un vecteur non nul.

Alors {a}* est un hyperplan de E.



Proposition. Soit A et B deux parties de E. Alors :

preuve

AcB =— Blcatl.

Proposition. On a

1 1
Yui,...,0s€E, Vect(vy,...,v9)" = {v1,..., v}

« Soit F un sevde E et 8r une base de F.
Soit x € E. Alors :

xeFt! Vee Bg, (x|e)y=0.
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Familles orthogonales et orthonormées

, Définition.

— Une famille orthogonale de E est une famille de vecteurs de E deux a deux orthogonaux.

— Une famille orthonormée de E est une famille de vecteurs de E unitaires et deux a deux ortho-

gonaux.

|

Proposition. Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre.
En particulier, une famille orthonormée de E est libre.

« Attention! Une famille orthogonale est susceptible de contenir le vecteur nul donc I’hypothese de non

nullité est indispensable.

'

Proposition. Soit (v, ..., vs) une famille de vecteurs de E.
Si (vy,...,vs) est orthogonale, alors

S 2 S
| X v = Xwwa
i=1 i=1

preuve

Proposition (algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt).
Soit & = (ey,...,e,) une famille libre de E.
Alors il existe une famille orthonormée (fi, ..., f) de E telle que :

Vpe[l,n], Vect(ei,...,ep) = Vect(fi,..., fp).

—
N



« Aretenir. Le procédé de construction de la démonstration précédente est le suivant :

p-1 gp
gp:ep_z<ep|fk>fk et fp= )
& 18,1

On l'appelle l'algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
« Remarque. Si les premiers vecteurs de la famille (ey, ..., ;) forment une famille orthonormée, alors il
est facile de voir que I'algorithme de Gram-Schmidt les conserve.

Question. Considérons la famille libre ((1, 1), (1, 0)) de I'espace euclidien usuel R2.
" Lui appliquer Palgorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Question. Orthonormaliser la base canonique de R, [X] pour le produit scalaire (on verra en TD que
c’est bien un produit scalaire) :

(P1Q) = P(-1DQ(=D+P0Q(0) +P(1)Q1)

({8
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Bases orthonormées

[ Définition. Une base orthonormée de E est une base de E qui est une famille orthonormée.

« Dans R” muni de son produit scalaire canonique, la base canonique est une base orthonormée de R".

« Ilen est de méme dans .4}, ,(R) muni de son produit scalaire canonique.

Question.

" Soit E=R,[X] et (ag, ..., an) € R"! des réels distincts.

1. Montrerque¢: ExE — R est un produit scalaire sur E.
n
(PQ — > Play)Qlax)
k=0

2. Montrer que la famille des polyndmes de Lagrange associée aux réels (a;)o<;<n est une base or-
thonormée de E pour le produit scalaire ¢.

Proposition. Un espace euclidien posséde une base orthonormée.

preuve

—-
IS



Question. Soit E un espace euclidien muni d’'une base orthonormée 4 = (e;,..., e,).

sol — 0

Proposition (expression dans une BON).
Soit % = (ey,..., e,) une base orthonormée de E.

— Soitx€e E.On a

X = Z(xlei)ei.

i=1

n n
— Soitx = Z xjejety= Z yi e; deux vecteurs de E.
i=1 i=1
Alors

n
xlyy =Y xiyi et |x|?

i=1
En posant X = Matg(x) et Y = Matg(y) ,ona

xly=X"Y et |x|?=X'X

« Ilyaun léger abus de notation dans la derniere formulation.

A gauche de I'égalité, (x| y) est un réel, a droite X TY est une matrice carrée de taille 1.

On pourrait enlever cet abus de langage en utilisant la trace

x|y =X'Y) et |[x]* = tr(X"X)

mais il faut aussi savoir gérer les abus de langage (nombreux en sciences).

« Soit B = (ey,...,e,) une base orthonormée de E.

On rappelle que I'application
E — e/%n,l (R)
x — Matg(x)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels de E sur .4, 1 (R).

Si'on munit ., 1 (R) de sa structure euclidienne canonique, la proposition montre que cet isomor-

phisme conserve la norme et le produit scalaire.

Soit f une forme linéaire sur E.

Montrer qu’il existe un unique vecteur a€ Etelque VxeE, f(x)=<(alx).

Et I'expliciter dans la base 2.
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III. Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie

Dans cette partie, E désigne un espace préhilbertien réel.
On note ( | ) le produit scalaire et || || la norme euclidienne associée.

Supplémentaire orthogonal

Définition.
Deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont orthogonauxlorsque V(x,y)€ FxG, <(x|y)=0.

« Reformulation. Lorthogonalité de F et G est équivalente & F ¢ G* (bien stir, c'est aussi équivalent a G < F1).

« Fait. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors les sous-espaces vectoriels F et F* sont orthogonaux.

En effet, par définition les éléments de F* sont orthogonaux a tous les éléments de F.

Question. Soit E un espace préhilbertien réel.
¥’ Soit F et G deux sous-espaces vectoriels orthogonaux de E vérifiant E = F & G.
Montrer que G = Flet(FHt=F.

({{{ g



preuve

Proposition. Soit E un espace préhilbertien.
Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie.

Alors
E=FeFt

Autrement dit, F et F sont supplémentaires.

« Enfrancais. Un sev de dimension finie et son orthogonal sont supplémentaires.

« Vocabulaire. Ainsi, F* est un supplémentaire de F, pourvu que F soit de dimension finie.

C’est méme le supplémentaire orthogonal de F.

On note parfois
L1
E =FeoF

« Aretenir. Notons (ey,..., ep) une base orthonormée de F.
Un vecteur x de E posséde une écriture unique sur la somme directe F @ F*, 4 savoir :

p
X = Z <x | ek)ek + iln'y a plus le choix
k=1

Pour retenir cette formule, penser au cas ot x € F; dans ce cas, x = x+0 et comme (ey, ..., ep) est une base orthonormée, ona x = Z (x| ep)ex
k=1
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— Comme la base 28 est orthonormée, on a:
Ai=<ylep
— Commeze Flete;je F,ona(z|e;)=0.
Ainsi,
p
y =D (xlewex

k=1

p
Synthése. Posons y= ) (x|ex)eretz=x—-y.
k=1
Alors

* X=y+z
* y € Fcar F =Vect(ey,...,ep).
x z€F* car
Vie[l,p], (zle;) = (x—yle;) = (xle;)—(yle;)) =0
Justifions la derniere égalité.

p
Comme (ey, ..., ep) estune BON, y s’écrit El(y | er)er.

Par unicité de I’écriture d'un vecteur dans une base, on a alors (y | ex) = (x| eg).

Question. Soit E = €6/([0, 1],R) muni du produit scalaire usuel. Soit F = { feE|f(0)= 0}.
sol —
" Montrer que F* = {0}. A-t-on F & F* = E?

Soit g € F*. On a alors

1
(%) VfeF (flg=0 c’est-a-dire f fg=0
0

Idée. On veut montrer que g = 0.

Ce serait bien si 'on pouvait prendre pour fonction f la fonction g, car on aurait alors (g | g) = 0, puis g = 0 (par le caractére défini du
produit scalaire).

Mais aucune raison pour que g soit dans F.

On a doncl'idée de prendre f : ¢ — tg(#) qui est bien dans F.

Posons f: t— tg(t). Cette fonction f est continue et vérifie f(0) =0, donc f € F.
On a alors d’apres (*)

1 1
f fg=0 c’est-a-dire f tg(t)g(®) =0
0 0

La fonction ¢ — tg?(t) est continue, positive et d’intégrale nulle.
D’apres le critere de nullité, c’est la fonction nulle :

Vtel0,1], tg*(t)=0
D’ou
Vtelo,1], g*(1)=0

Ainsi, la fonction g, ,, est la fonction nulle.
Par continuité de g en 0, on en déduit que g est la fonction nulle.

Bilan. On a montré I'inclusion F* c {0}.

Comme 'autre inclusion est évidente, on a F+ = {0}.

Ainsi, Feé FX = F.

Par ailleurs, on a évidemment F C E (il existe des fonctions continues qui ne s’annulent pas en 0), donc
FeF+CE.

e N

Proposition (en dimension finie). Soit E un espace euclidien (donc de dimension finie).
prewe | Sojt F un sev de E. Alors

e dimF + dimFt = dimE
o« (FHl=F




preuve

34

« Ici, E est un espace euclidien.
Alors le supplémentaire orthogonal d'un hyperplan H est une droite D (ce west pas nécessairement le cas en dimen-
sion infinie, penser a 'exemple précédent).

Tout vecteur dirigeant cette droite D (c’est-a-dire toute base de cette droite D) est appelé vecteur nor-
mala H.

Il existe deux vecteurs normaux unitaires, opposés I'un a 'autre.

Proposition.
Soit E un espace euclidien de dimension 7.
Soit p € [0, n].
— Si (ey,..., e,) est une base orthonormée de E, alors (ey,...,ep) et (ep11,...,e,) sont des bases
orthonormées de deux supplémentaires orthogonaux.

— Soit F un sous-espace vectoriel de E.

Si F et F+ admettent respectivement (ey, ..., ep) et (ep+1,...,€,) cOMme bases orthonormeées,
alors la famille (ey,..., e;) est une base orthonormée de E.

Proposition (Théoréme de la base orthonormée incompléte).
Toute famille orthonormée d'un espace euclidien peut étre complétée en une base orthonormée.

Projection orthogonale

Définition.

Soit E un espace préhilbertien.

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie, de sorte que (WHY?) E= F & F*.

La projection sur F paralléelement a F* est appelée la projection orthogonale sur F.
L'image d’un vecteur x par cette projection est appelée le projeté orthogonal de x sur F.

« Notation. La projection orthogonale sur F est notée pr.

« Caractérisation. Soit x € E.

eF
Le projeté orthogonal de x sur F, noté pg(x), est 'unique vecteur y vérifiant {y £l
xX—-ye

Ainsi, pp(x) estle vecteur de F tel que x— pr(x) € Ft.
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Proposition.
vewe | Soit F un sev de dimension finie, engendré par une famille &.
Soit x € E.
Ona
VyeF, (y:pp(x) — Vee%Z, (x—yle):O)

« Ennotant p = card %, il est important de voir I’équivalence précédente comme :

VY yeVect(%¥) , (y:pp(x) — VeeZF, (yle = (xle))

se donner p scalaires a calculer

[

ily a p égalités

1
Question. Considérons R[X] muni du produit scalaire (P | Q) = f P(1)Q(r)dt.
0

sol — 0

Déterminer le projeté orthogonal de X? sur F = Vect(1, X).
Méme question avec le projeté orthogonal de X3 sur F = R, [X].

(tire-



2m
Question. Considérons E = 6°([0,27],R) muni du produit scalaire (f | g) = fg.
Déterminer le projeté orthogonal de ¢ : £ — ¢ sur F = Vect(cos, sin).
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Proposition (expression du projeté avec une BON.)

vewe | Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.
Notons 2 = (fi,..., fp) une base orthonormée de F.

Soit x € E. Alors le projeté orthogonal de x sur F est :

p
pr(x) = ) (x| fi) fe-
k=1

« Remarque. Par construction, le vecteur x — pr(x) est dans F*, donc avec les notations précédentes
& L
X — Z(xlfk)fk e F
k=1

« Retour sur Gram-Schmidt. On rappelle que pour construire f,, on considere :

8p

p-1
8p = €p — Z<ep|fk>fk et on pose fp:_.
k=1 gyl

Ainsi, g, est obtenu en retranchant a e, son projeté orthogonal sur Vect(fy, ..., fp-1) = Vect(ey, ..., ep-1).
——

BON

Proposition (projection sur une droite).
pewve | Soit u € E\ {0g} un vecteur non nul de E.
Posons D = Vect(u).

Soitxe E.Ona
(x| w

llll®

pp(x) =

Dans la proposition suivante, on suppose E de dimension finie pour parler d'un hyperplan conformé-
ment au programme de PCSI.

Proposition (Projection sur un hyperplan).
Soit E un espace euclidien.

Soit u € E\ {0g} un vecteur non nul de E.
Posons D = Vect(u) et H = D+

Soitxe E.Ona
(x| u)

—Uu
Il

pux) = x—

(tire-



preuve

Distance a un sous-espace vectoriel

Dans ce paragraphe, on note d la distance associée au produit scalaire sur E.

'

Définition.

Soit x € E.

Soit A une partie non vide de E

On appelle distance de x a Ala quantité :

d(x,A) = infd(x,a) ou encore d(x,A) = inf ||x— all
acA acA

La partie {d (x,a)| ac A} est une partie non vide de R et minorée (par 0), donc admet une borne infé-

rieure.
Dans la situation suivante, cette borne inférieure est en fait un minimum :

Proposition.

Soit x € E.

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie.

Notons pr la projection orthogonale sur F.

La distance du vecteur x a F est atteinte en un unique point de F, a savoir pg(x).

Autrement dit :

*x d(x,F)=|x—prx)l

* VyeF, |dx,F)=|x-yl < y=prx)

+» Remarque. On a (WHY?)
d(x,F)* = |xI* = prx)|?

« Exemple. On souhaite déterminer
2n

2
m = inf (t—(acost+bsint)) dr.
(a,b)eR? Jo
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preuve

(({L g

Quijouelerdlede E?de F?de x?
Quel est le produit scalaire ?

Proposition. Soit E un espace euclidien.
Soit u € E\ {0} et H = Vect(u)*.

Soit x € E.

Alors

d(x,H) =
[l eell

[(xlw]
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