Déterminants

I Déterminant d’'une famille de vecteurs . . . . . . . . . . . 2
Dimensions 2 et 3
Interprétation géométrique

Propriétés
II Déterminant d'un endomorphisme . . . . . . . . . . . . 5
III Déterminant d'une matricecarrée . . . . . . . . . . . . . b
Définition
Propriétés
IV Calcul des déterminants . . . . . . . . . ... .. 8

Opérations sur les lignes ou les colonnes
Développement suivant une colonne ou une ligne

[SOC—Determinant.pdf, 5 juin 2023, 10:23]




Dans tout ce chapitre, K = R ou K = C. De plus, n est un entier naturel non nul et E désigne un K-espace
vectoriel de dimension 7.

I. Déterminant d’'une famille de vecteurs

Définition.

Soit ¢ : E" — K une application.

On dit que ¢ est une forme n-linéairelorsque ¢ est linéaire par rapport a chacune de ses variables,
c’est-a-dire lorsque pour toute famille (u,..., u,) € E" et pour tout i € [1, n], 'application :

E — K
X — (p(ulr---;ui—lrxrui+l)---run)

est une forme linéaire.

Définition. Soit ¢ : E” — K une forme n-linéaire sur E.
On dit que ¢ est alternéelorsque

V(uy,...,u) €E", Vi#j, |ui=u; = ¢@u,...,u,)=0.

' Proposition.
p

Soit ¢ : E" — K est une forme n-linéaire.
Si @ est alternée, alors elle est antisymétrique c’est-a-dire

V(ur,..,un) €E", YiZj, @, Ui U, Uny) = =@Ui,. Ujyeon, Uye.oy Upy)

Le théoréme suivant est un résultat théorique fondamental. Il est admis.

@ Théoréme. Soit 28 une base de E.

— Il existe une unique forme n-linéaire alternée detg : E" — K vérifiant detg (%) = 1.

— Toute forme n-linéaire alternée ¢ est proportionnelle a detg.

« On aalorsI'existence d'un A € K tel que ¢ = Adetg.
Que vaut 1?

N
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preuve

preuve

Dimensions 2 et 3

Proposition (dimension 2).

Soit E un [K-espace vectoriel de dimension 2 et 28 = (e, e2) une base de E.
Soit x = ae; + bey et y = ce; + de, deux vecteurs de E.

Alors detg(x, y) = ad — bc.

Proposition (dimension 3).
Soit E un [K-espace vectoriel de dimension 3 et 28 = (e, 2, e3) une base de E.
Soit x1, X2, X3 € E que ’on décompose ainsi dans la base % :

3
Vje ﬂ1,3]], Xj= Z ajje;.
i=1
Alorsona:
detg (x1,X2,X3) = a1,1a220a33+dp1 A32 013+ a31 A1,2 423
—daz1dz2d13—Aay1d32dz3—dzdy2dss.

Interprétation géométrique

On considere un parallélogramme ABCD du plan R?> que ’on munit de sa base canonique notée %.

—_  —

On écrit sous forme trigonométrique les affixes des vecteurs AB et AD

10’

0 =r'e”,

_ il .
Zap = Te et Z15
de sorte que AB = rcos(@) ey + rsin(@)e, et AD = r'cos(@)e; + r'sin(@)e,.

Laire géométrique du parallélogramme ABCD est alors donnée par rr’|sin(0’ — 0)|.

De plus,
rcosO r'cosf’

detz(AB, AD) rsinf r’sin@’

rr'(cos@sinf’' —sin6 cosh’)

rr'sin(@ -0)

Ce réel est appelé aire orientée du parallélogramme ABCD.

De méme, si A, B, C, D sont quatre points de ’espace R3 que I’on munit de sa base canonique notée %3,
alors .
dggt(AB, AC, AD)

_— — —

est appelé volume orienté du parallélépipede construit sur les trois vecteurs AB, AC, AD.
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Propriétés

Proposition. Soit 28 une base de E et u,,...,u, € E.
vene | Le scalaire detg (uy, ..., U,) estinchangé sil’on ajoute a I'un des vecteurs une combinaison linéaire
des autres.

Proposition. Soit & et 8’ deux bases de E.
Les applications detg et detg sont proportionnelles.
Plus précisément :

Y (uy,...,u,) €E", detg (uy,..., uy,) = detg (B)detg (U, ..., Uy).

(9| Proposition. Soit % et %' deux bases de E.
Ona
detg (9AB) dety (BH=1

Proposition. Soit 28 une base de E et uy,...,u, € E.
preuve On a
(uy,...,uy) estune base de E — detgg(uy,...,uy) #0

« Conséquence. L'image par 'application detg d'une famille liée est nulle.
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II. Déterminant d'un endomorphisme

preuve

Théoreme. Soit f € Z(E).
Il existe alors un unique scalaire A, appelé déterminant de f, tel que :

Ce scalaire A s’appelle le déterminant de f, et se note det f.

detg(f (1), ..., f(uy)) = Adetg(uy, ..., up).

YV % base de E, Yu,...,u, €E,

[ Proposition. Soit f € £ (E). Soit & = (e;, ..., e,) une base de E.
On a
detf = detg(f(e1),..., flen)).

« Remarque. Le point précédent peut se réécrire en abrégé :

detf = detg (f(B)

Proposition.

— Le déterminant de I'’endomorphisme identité vaut 1, c’est-a-dire det(idg) = 1.

— Soit h € Z(E) une homothétie de rapport A. Alors deth = A".

Autrement dit,
det(Aidg) = A"

sol — 13

' Proposition.
Soit f,ge L(E) et AelK. Alors:

preuve On a
f automorphisme

Question.
1. Soit F et G deux sous-espaces supplémentaires de E et s la symétrie par rapport a F parallelement

4 G. Montrer que det s = (—1)4mG,
2. Onnote u 'endomorphisme transposition défini sur .4, (). Calculer det(u).

det(go f) = detgdetf et det(Af)=A"detf.

« Onadet(go f) =det(f og), méme si en général, fog #gof.

Proposition. Soit f € Z(E).
<~ detf#0

Dans ce cas, on a alors
det(f™!) = det)~.

Question. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie 7.
Soit f € £ (E) tel que f? = —1dg.
Montrer que 7 est pair.
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III. Déterminant d’'une matrice carrée

Définition

Définition. Le déterminant d'une matrice carrée de taille n est le déterminant de la famille de ses
vecteurs colonnes dans la base canonique de .4, ; (K).

« La définition dit donc que pour une matrice A€ .4, (K),ona:

det A def detg_, , (Coli(A),...,Col,(A)) ol PBecano €st la base canonique de 4, (K)

« Soit A = (a; j)1<i,j<n- Le déterminant de A se note :

al,l oo al,] e al,l’l
detA=| a;; - aij -+ Qin
an,l an’j an,n
« Matrice de taille 2.
a ¢
=ad-bc
b d
« Matrice de taille 3.
a, a2 a3
a1 dzp a3l = a)1azp2d33tdas1az2a13+ds) a2 a3
as) dasz2 dss —azi1ap2dy3—Aay1daizzdzs—dzldy2dss.

« Cas particuliers importants! On a det(I,;) = 1 et det(0_4, «)) = 0.

Proposition. Soit 28 une base de E.
e | Soit & une famille de n vecteurs de E.
Alors le déterminant de la matrice exprimant % dans 98 est égal a detg (%) :

det (Mat@ (gr)) = detg(F)

« La proposition est donc du type det A = detg (&) c’est-a-dire detMatrice = detg (famille).

Proposition.
preuve

— Soit D la matrice diagonale d’éléments diagonaux 1;,...,A,.
Alors
n
detD = H Ai.
i=1
— Soit T une matrice de transvection, disons T = I + AE; j avec i # j.

Alors
detT =1

Proposition (endomorphisme et matrice).
rewe | e déterminant d'un endomorphisme est le déterminant de n'importe quelle de ses matrices.

« En maths. Soit f € Z(E). Soit 8 une base de E et A=Matg(f). Alors det f = det A.

(=2}
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Propriétés

Proposition. Soit (4, B) € ./, (K)?, P € GL,(K) et A € K.
preuve On a :

* det(AA) = A" det A;
*x det(AB) =det AdetB;
* det(P~1AP) = det A.

Proposition (matrice inversible). Soit A € .4/, (K).

preuve On a
A inversible — detA#0

Dans ce cas, on a alors
det(A™!) = (detA)".

Proposition. Une matrice et sa transposée ont méme déterminant.

preuve

« En maths. Soit A€ .#,(K). On a
det A=det(A")
« Preuve. Non-exigible. Cependant, on peut s'interroger sur une preuve dans le cas ou A est une matrice
d’opérations élémentaires.
« Défi. Change-t-on le déterminant en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes d'une ma-
trice?

Question. Soit A € «7,,(K) une matrice antisymétrique de taille impaire.
“= Montrer que det(A) = 0.
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IV. Calcul des déterminants

Opérations sur les lignes ou les colonnes
Les propriétés du déterminant permettent d’énoncer les regles suivantes.

« Siune matrice a deux colonnes (ou deux lignes) identiques, son déterminant est nul.

« Si 'on échange deux colonnes (ou deux lignes) d’'une matrice, on change son déterminant en son
opposé.

« Sil'une des colonnes (resp. lignes) d’'une matrice est combinaison linéaire des autres colonnes (resp.
des autres lignes), alors son déterminant est nul.

« Siune matrice a une colonne (ou une ligne) nulle, son déterminant est nul.

« Le déterminant d'une matrice est inchangé si I’'on ajoute a une colonne (resp. a une ligne) une com-
binaison linéaire des autres colonnes (resp. des autres lignes).

« Sil’on multiplie une colonne (ou une ligne) d'une matrice par un scalaire A, son déterminant est mul-
tiplié par A.
Par conséquent, si I’on multiplie par A tous les coefficients d'une matrice n x n, son déterminant est
multiplié par 1"

Ces regles de transformation d'un déterminant permettent :

— soit de prouver qu'il est nul;

— soit d’introduire dans une colonne (resp. une ligne) un maximum de 0 afin d’utiliser
avec profit les résultats qui vont suivre, a savoir développer par rapport a une ligne ou
une colonne.

Question al'oral!

Sans les calculer explicitement, justifier que les déterminants suivants sont nuls :

[R——
(NI \C I \O)
Ol = W
S =N
W N
Q1 B W

1
3
0

O = N

1
2
3
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Développement suivant une colonne ou une ligne

On suppose dans cette partie n > 2.
Proposition. Soit A une matrice carrée de la forme :
[ a| * * ] * |
0
A= ~ ou encore A= A
A
*
| 0 | 0 0|«
ou encore
alo 0 ] * |
*
A= ~ ou encore A= 4
A
*
B | 0 0|a
Alors det A= adet A'.
Proposition. Le déterminant d’'une matrice triangulaire est le produit de ses coefficients diagonaux.

preuve

Q

Question. Soit a, b et c trois scalaires. Donner une expression factorisée du déterminant :

o S Q
sy
no

sol — 15
1
A=l
1

S
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Définition. Soit A = (a;,j)1<i,j<n € Mn(K).
Soit (i, j) € [1, n]?.
On appelle :

— mineur d’indice (i, j) le déterminant A; ; de la matrice extraite de A obtenue en supprimant
la i®™e ligne et la jé™ colonne de A.

— cofacteur d’'indice (i, j) le scalaire (—1)”in,]-.

Proposition. Soit A = (a;,j)1<i,j<n € Mn(K).
preuve

— Formule de développement suivant une colonne.

n . .
Vje[l,n], detA=) a;;(-1)"*A;;.
i=1
— Formule de développement suivant une ligne.

n . .
Vie[l,n], detA=) a;;j(-1)"7A;;.
=1

« Exemple. Soit a € K. Calculons le déterminant suivant en développant suivant la troisieme colonne :

2 1 2

w o
I

1
a
a

— N Q

a 2 1 a
[+

2(a-2a)+32-a?
6—2a—-3a?

« Technique de calcul. Dans la pratique, pour calculer un déterminant, on pourra combiner I'utilisa-
tion des opérations élémentaires pour faire apparaitre des coefficients nuls et la formule de dévelop-
pement suivant une ligne ou une colonne (qui contient beaucoup de coefficients nuls par exemple).

0 0 a
Question. Soit A= 1 0 b|eds(K)etxek.
sol — 16 O 1 c
Exprimer det(xI3 — A) sous la forme d’'une expression polynomiale développée suivant les puissances

de x.

Question. Soit (a, b, c) € R3. Exprimer sous forme factorisée les déterminants suivants :

sol — 17

2a 2a a-b-c¢ Z Z Z Iz
A= 2b b-c—a 2b B=
c b a c
c—a->b 2¢ 2¢
b ¢ ¢ a
a+b b+c c+a (1) (1) ;2 blz
C=| a?+b*> P+ *+a? D= 5 2
a+b bP+3 S+ad a0 c
1 B> ¢ 0

(tire-



Déterminants

preuve et éléments de correction



Par linéarité par rapport a la premiére variable, on a :

detg(x,y) = detg(ae; + bes, ce; + der)
= adetg(ey,ce; +dey) + bdetg(es, ce; + des).

Par linéarité par rapport a la seconde variable, cela donne :
detg (e, ce; +dey) = cdetg(eq, e1) + ddetg(er, es)

et de méme:
detg(ey, ce; +dey) = cdetg(ey, e1) + ddetg(es, es).

Par caractere alterné et antisymétrique de I'application detg et le fait que detg(e;, e2) = 1, on en déduit :

detg(x,y) = ad — bc.

— On développe par linéarité par rapport a chaque variable :

(%) detg(x1,x2,X3) = ). a1,iaz,jas detgle;, e;, ex).
1<i,],k<3

— Par caractere alterné de 'application det, tous les termes dans la somme qui précede ou dans la
liste (e;, e, ex) figure (au moins) deux fois le méme vecteur sont nuls. Il ne reste que 6 termes de la
forme A; j « f (e, ej, ex) avec i, j, k trois entiers distincts de {1, 2,3} et A; ; x un scalaire.

— Pour simplifier chacun des termes, on utilise la propriété d’antisymétrie et le fait que detg (%) = 1.
Ainsi : DESSIN

— Par conséquent, la relation (%) se réécrit :

detg (x1,X2,X3) = ai1a22a33+ a1 A3 413+ a31 41,2023
—az1ap2adj3—Aay1d32dzs3—dadz) a2 dss,

ce qui conclut.

Traitons le cas particulier ot I'on ajoute au vecteur u; la combinaison linéaire x = ZZZZ Aru. Par linéa-
rité par rapport a la premiere variable, on a:

n
detog(ur + X, Uy, ..., Uy) = detg(uy,..., un) + Y Axdetg(ug, Uy, ..., Uy).
k=2

On conclut par caractere alterné : detg(u; + x, uy, ..., u,) = detg(uy,..., Uy).

(i) = (1i) ..

12
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(ii) = (i) Puisque E est de dimension 7, si (u#;)1<i<n est une famille libre de E, alors (u;)1<i<n est une
base de E. Supposons donc que (#;)1<;<» ne soit pas une base de E. Alors c’est une famille liée.
L'un des vecteurs est donc combinaison linéaire des autres. Supposons sans perte de généralité
que u, € Vect(uy, ..., u,) etnotons (Ay,...,A,) € K™ ! tel que u; = ZZZZ AU,
Par linéarité selon la premiere variable, on a:

n
detg(u1,...,un) = Y Axdetg(ug, Uy, ..., Uy).
k=2

Par caractere alterné de I'application detg, on conclut :

detg(uy,...,u,) =0.

Soit 9B = (e;)1<i<n une base de E.

Unicité. Si A convient, alorson a:
Y (uy,...,uy) € E"detg(f (w1),..., f(uy)) = Adetg (s, ..., uy)

et, en particulier, pour (i1, ..., u,) = 9, on obtient A = detg(f(e1), ..., f(en)).
Cela prouve 'unicité ainsi que le dernier résultat.

Existence. — Par linéarité de f, 'application de E" dans K :

(Ur,..., un) — detg(f(w1), ..., f(un))

est clairement linéaire par rapport a chaque variable et alternée; elle est donc proportion-
nelle a detg.

Par suite, il existe un scalaire A tel que, pour tout (uy,...,u,) € E", on ait :
detg(f(w1),..., f(uy)) = Adetg(uy, ..., up). (%)

— Il reste a prouver que le scalaire A ne dépend pas de la base 98 considérée.

Soit %8’ une base quelconque de E. Lapplication detg est proportionnelle a detg et il existe
donc un scalaire a tel que detg = adetg.

En multipliant la relation (*) par «, on obtient, pour tout (u,...,u,) € E":

detg (f(w1),..., f(un)) = Adetg (uy,..., upn),

ce qui prouve le résultat.

1. Notons p = dim(F). Soit (ey,...,ep) une base de F et (ep+1,€p+2,...,€,) une base de G. La fa-
mille % = (ey,...,e,) est une base de E et'on a alors :
dets =detg (s(e1),...,s(en))
=detg(e1,...,€p,~€pi1,..., —en) = (-1)"7P = (1) IMC.

2. U'endomorphisme u est la symétrie de .#,(K) par rapport a .#,(K) et parallelement a <7, (K).

- 1 nn—
Comme dim </, (K) = %, la question précédente donne det(u) = (—1) gl

({8
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Soit 9B = (e;)1<i<n unebasede E.On a:
det f = detg(f(e1), ..., f(en)).

Donc, d’apres TRUC, le scalaire det f est non nul si et seulement si (f(e1),..., f(es)) est une base de E,
c’est-a-dire si et seulement si f est un automorphisme de E.
TRUC permet alors d’écrire :

det(f)det(f™!) =det(ldg) =1 etdonc det(f™')=(detf) .

Notons (x1,..., x;) la famille &.
— Tout d’abord, I'application ¢ : E" —K est bien définie.
(X1,...,Xp) +— det (Mat@(xl,...,xn))
— Ensuite, cette application est n-linéaire par

— linéarité de I'application E — K"
x — Matg(x)

— n-linéarité du déterminant.

— Lapplication ¢ est évidemment alternée : si deux vecteurs d'une famille (x;,..., x;) sont égaux, les
colonnes correspondantes de la matrice Matg (x1, ..., X,;) sont égales et donc detMatgg(x1,...,X,) =
0.

— Enfin, ¢p(A) =detl, =1.

D’apreés...., ¢ = detg, ce qui conclut.

En effet, sil’'on note 8 = (e, ..., e;) labase canonique de K", D estla matrice dela famille (1;ey,...,A,e,)
dans la base 4 etl'on a donc:

n n
detD =detg(1;ey,...,A,e;) = (H?L,—)det@(el,...,en) =[]
i=1 i=1

Supposons que M soit une matrice de transvection et fixons (i, j) € [1, n]* distincts et A € K tel que M =
T; j - Notons % = (ey, ..., e,) la base canonique de K".

Alors, det M = detgley,...,ej + Ae;,..., e,) = detgley, ..., e,).

Ainsi, detM = 1.

Par définition de la matrice d'un endomorphisme dans une base, on a:

det A=detMatg(f) = detMatg(f(e1),..., f(en)) = detg(f(e1),..., flen)) = detf.

Soit f et g les endomorphismes de K" canoniquement associés a A et B.



— La matrice de A f dans la base canonique de K" est AAetl'ona:

det(1A) =det(Af) =A"det f = A" det A.
— Lamatrice de f o g dans la base canonique de K" est ABetl'ona:

det(AB) =det(fog) =det fdetg =det AdetB.

— On applique le résultat précédent :

det(P ' AP) = det(P~! A) det(P) = det(P) det(P~' A) = det(PP~' A) = det(A).

C’est une conséquence directe de ...... que I'on applique a I'’endomorphisme de K” canoniquement as-
socié a la matrice A.

— Si An'est pas inversible, alors AT n’est pas inversible et det AT = 0 = det A.

— Supposons A inversible. D’apres ........ , il existe Ej,..., Ey des matrices d’opérations élémentaires

telles que :
A=E,---Ey

Onaalors AT = EI] e }'51T puis, par propriété multiplicative :
detA=detE;---detEy et detAT = detEI,---detElT

Pour conclure, il ne reste plus qu’a montrer le résultat sur les matrices d’opérations élémentaires.
Fixons donc E une telle matrice :

— si E est une matrice de dilatation ou d’échange, alors E T = EdoncdetET = detE;

— si E est une matrice de transvection, alors E' est aussi une matrice de transvection et d’apres
I'exemple ........ ,detE=1=detE".

Ona
det(A) = det(AT) =det(—A) = (-=1)"det(A) = —det(A),

— Comme le déterminant d'une matrice est égal au déterminant de sa transposée, il suffit de dé-
montrer le résultat pour les matrices triangulaires supérieures.

— Si A est triangulaire supérieure, ...... ;nous donne :
detA=ay,detA

ou A’ est la sous-matrice de A obtenue en supprimant la derniére ligne et la derniére colonne. Le
résultat est alors immédiat par récurrence.

({8
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Ona:

1 a a
A = |1 b b
1 ¢ ¢
1 a a?
= o bte e e —LaLy
0 c—a c*-a° St R
1 a a°
= (b-a)c—-a)l0 1 b+a (mise en facteur dans L, et L3)
0 1 c+a
1 a a°
= (b-a)c—-a)l0 1 b+a L3 —IL3—L>
0 0 c-b
= (b—-a)c—a)(c—-D). (déterminant d’'une matrice triangulaire)

Notons 2 = (e;)1<i<n la base canonique de K" et Cy, ..., Cy, les colonnes de A. Fixons j € [1, n].

n
Puisque C; = Y aj;,j e;, lalinéarité du déterminant par rapport ala j*™¢ colonne donne :
i=1

n
det A=detyh (Cl,...,C]'_l, 'Zlai'j ei,Cj+1,...,Cn)
i=

n
= 'Zl ai,j det%(cl)-“rcj—l) ei)Cj+l)---nd) .
i= ~ _

~
ZZDI',]'

Pour conclure, prouvons que : Vi € [1,n]D; ; = (-1)"*/A; ;. Fixons i € [1, n].
En effectuant les échanges suivants entre colonnes successives :

Ci < Cry1 pourkallantde jan-—1,

on obtient : .
D;j= (-7 detg(Cy,...,Cj-1,Cjt1,...,Cp, €)).

En effectuant alors les échanges suivants entre lignes successives :
Ly~ Liy; pourkallantdeian-—1,
on obtient D; j = (- J(=1)" I det(B) = (-1)*J det(B), avec B € ., (K) de la forme :
dessin

ou A’ est la sous-matrice de A obtenue en supprimant sa i®™¢ ligne et sa j®™¢ colonne.
On a alors, d’apres ......

det(B)=det(A)=A;; puis Djj;=(-D"A;;

D’otui le résultat.



On développe par rapport a la colonne Cs :

X 0 —-a
det(xIz—A)=|-1 x -b
0 -1 x-c

x 0 x 0 — X

=(x-a|_,; x‘—(—b) 0o —1|TED |

=x>—cx’*-bx-a.

1. Lopération L3 — L3+ L; + Ly puis la factorisation par a + b + ¢ dans L3 donnent

2a 2a a-b-c
A=(a+b+c)|12b b-c—a 2b
1 1 1

Les opérations L; — Ly —2als et L, — L, —2bL3 donnent :

0 0 —a—-b-c
A=(a+b+c)|0 —a-b-c 0 =—(a+b+c)® et (développement par rapport a Cy).
1 1 1
2. Les opérations C, — C, — C3, Cy — C; — C4 puis la factorisation par (a — b) dans C; et C, donnent :
1 0 ¢ b
0 1 b c
2
B=(a-b) 0 -1 a c
-1 0 ¢ a
10 c b
1 Ly — L3+ L
— (a—b)? 0 b c 3 3+ Lo
0 0 a+b 2c Li—Li+1,
0 0 2¢c a+b

En développant deux fois successivement par rapport a la premiere colonne, on obtient :

a+b 2c

12
B=(a-Db) 2c a+b

=(a-b)?*@+b+2c)a+b-2¢).

3. Lopération C; — C; — C, + C3 donne :

a b+c c+a
Ci<—C—-C+C
C=2la*> P*+c* c?+a? ! lf 2 d3 c
L BP+d 3+d3 mise en facteur dans C;
a b+c ¢
=2 a2 b2+02 C2 C3—C3—-(C;
a bP+c3 A
a b ¢
=2 6l2 bz 62 Cg‘—Cg—Cg
a ¥ 3
1 1 1
=2abcla b c factorisations par a, b, c dans Cy, Cy, Cs
a’ b* A

=2abc(b—-a)(c-b)(c—a)

({8

[SOC—Determinant.pdf, 5 juin 2023, 10;23]




(tire-

4. Les opérations L3 < L3 — Ly et Ly — L, — Ly donnent :

D

0 1 1 1
_ 10 —b? a’—c* b?
0 a®-bv* -c* ¢
1 b? c? 0
1 1 1
- _ —b2 a2 _ CZ b2
a’?-b> —c? c?
0 0 1
=—| -2p® a’-c*-b* b
at—b*-c? —2¢2 c?

_ —(4b202—(a2—b2—02)2)
= (az—b2 - c2+2190)((12—b2 —c? —2bc)
=(@®-(b-0)H(a*-(b+0)?

=(a-b+c)la+b-c)la-b-c)a+b+c).

développement par rapport a Cy

C—C-GCs
C,—C—C3

développement par rapport a Ly
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