Rudiments
delogique

I Assertions et propriétés . . . . . . . . . . . . . . . .. 2
Connecteurs logiques
Quantificateurs
Négation des connecteurs logiques
Négation des assertions avec quantificateurs

II Canevasdepreuve . . . . . . . . . . . . . . . .. .. b
Preuve d’'une V-assertion
Preuve d’'une J-assertion
Preuve de I'implication « P = Q»
Preuve d’'une équivalence « P < Q»
Preuve de « P ou Q»

III Différents modes de raisonnement. . . . . . . . . . . . . 8
Raisonnement par contraposée
Raisonnement par I'absurde
Raisonnement par chaine d’équivalences
Raisonnement par analyse-synthese
Preuve d’'un résultat d’existence
Preuve d’'un résultat d’unicité

IV Le raisonnement par récurrence. . . . . . . . . . . . . . 12
La récurrence simple
La récurrence multiple
La récurrence forte

V Rudiment de théorie des ensembles . . . . . . . . . . . . 14
Ensemble et appartenance
Modes de définition d'un ensemble
Inclusion et égalité de deux ensembles
Opérations booléennes sur les ensembles
Produit cartésien
Ensemble des parties d'un ensemble
Recouvrements, recouvrements disjoints, partitions

[Olc—RudimentsLogique.pdf, 8 septembre 2023, 11:41]




I. Assertions et propriétés

Une assertion est une phrase mathématique qui est vraie ou fausse.
Par exemple :

On peut former une assertion en en combinant plusieurs a I'aide de connecteurs logiques.

« b6 x 7 =42» est une assertion (vraie).

«Il existe x € C tel que x*> + x + 1 = 0 » est une assertion (vraie).

«1Il existe x € R tel que x> + x + 1 = 0» est une assertion (fausse).

«1Il existe un nombre parfait impair » est une assertion (dont nul ne sait si elle est vraie ou fausse).

Pour la culture : un nombre est parfait s'il est égal a la somme de ses diviseurs positifs propres (c’est-a-dire différents de lui-méme). Les premiers

nombres parfaits sont6=1+2+3et28=1+2+4+7+14.

Lorsque I'entier n est défini, « n est pair » est une assertion dont la valeur de vérité dépend de n.
On dira qu'il s’agit d'une assertion dépendant de n.

«1+3i<2+5i»n’est pas une assertion (on ne peut pas comparer deux nombres complexes).

Connecteurs logiques

Définition. Soit P une assertion.

toutes les deux vraies).

«P=Q»

ou toutes les deux fausses.

Lassertion « non(P) » est vraie lorsque P est fausse.

L'assertion « P et Q » est vraie lorsque P et Q le sont.

est équivalente a

«non(P) ou Q»

Lassertion « P ou Q » est vraie lorsque P est vraie ou Q est vraie (cela inclut le cas ot P et Q sont

Lassertion « P = Q » (lue « P implique Q ») est vraie lorsque P est fausse ou Q est vraie.

Lassertion « P < Q » (lue « P équivalente a Q ») est vraie lorsque P et Q sont toutes les deux vraies

On résume souvent ces définitions par les tables de vérité suivantes :

Remarques importantes sur 'implication (a méditer tout au long de 'année!)

non(P)

PetQ

PouQ

P=>0Q

PsQ

<| <
<\ m<| O
T <) <

« Quand on a une implication P = Q, on dit que P est la prémisse (ou I'hypothese) de I'implication et Q
est la conclusion.

« On dispose d’'un vocabulaire tres riche pour dire que P = Q est vraie.

Voici les différentes manieres d’affirmer que I'assertion P = Q est vraie :

— P implique Q
— SiP,alors Q

Q est vraie si (des que, lorsque, quand) P est vraie

(tire-

P est une condition suffisante pour Q



— Q est une condition nécessaire pour P
— il suffit que P soit vraie pour que Q le soit
— il faut que Q soit vraie pour que P le soit

« La définition de I'implication P = Q (et notamment le fait que P = Q soit vraie dés que P est fausse)
peut surprendre!

Essayons d’expliquer que c’est au contraire parfaitement raisonnable.

Lexemple du feu tricolore! Le code de la route dit que « Tout conducteur doit marquer I'arrét absolu
devant un feu de signalisation rouge, fixe ou clignotant. » ce que 1’'on peut retraduire par une implica-
tion « si le feu est rouge, je m’arréte » ou « le feu est rouge =— je m’arréte ».

Respecter ce réglement, c’est rendre cette implication vraie. Or, ce reglement ne donne aucune obli-
gation dans le cas ou le feu est vert : le reglement n’exige rien de nous dans ce cas, et on ne peut donc
pas 'enfreindre. Limplication est toujours vraie quand la prémisse est fausse.

Attention : «implique » versus «donc »
« Limplication n’est pas une relation de causalité.
Par exemple, I'implication :

3=v9 = le carré d’'un nombre réel est un réel positif

est vraie (WHY), mais il n'y a aucun lien de causalité ou de déduction entre les deux.
Autre exemple, 'implication :
3=V8 = truc

est vraie (WHY), mais il n'y a aucun lien de causalité ou de déduction entre les deux.

« Limplication n’est pas un raccourci pour la conjonction « donc ».
En effet,

— lorsque I'on écrit « P donc Q », on veut dire «je sais que P est vraie, j’en déduis que Q est vraie ».

— lorsque I'on écrit « P = Q », on veut dire «je ne sais pas si P est vraie ou fausse, mais je sais que,
si P est vraie, alors Q est vraie aussi ».

Comparons les deux phrases suivantes :
« Si Socrate est un chat, il est mortel » « Socrate est un chat, donc il est mortel »

Les deux n’ont pas du tout le méme sens :

— la seconde affirme que Socrate est un chat (et en déduit qu’il est mortel);

— la premiere, elle, ne prend pas partie quant a la félinité de Socrate : il peut étre un chat (auquel
cas il sera mortel) ou tout autre chose (auquel cas on ne dit rien sur son sort).

[Ainsi, on n'utilisera jamais le symbole = comme abréviation de « donc »]

Limplication permet de faire [des déductions !j

Pour la culture, voici le lien entre 'implication et la déduction naturelle :

Lemme (modus ponens). Soit P et Q deux assertions. Si P est vraie et si l'implication P = Q est vraie, alors Q est
vraie. En symboles, on a :
(Pet(P=>Q) = Q.

Une telle assertion, vraie indépendamment des valeurs de vérité de P et Q, est appelée une tautologie (le sens est proche de

lapalissade).

({8
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Quantificateurs

On dispose de deux quantificateurs :

— le quantificateur universel ¥V (« pour tout », « quel que soit»);

I'assertion « V x € X, P(x) » affirme que I'assertion P(x) est vraie quelle que soit la valeur de x
dans X;

— le quantificateur existentiel 3 («il existe »);

I'assertion « 3x € X, P(x) » affirme que 'on peut trouver un élément xy dans X tel que P(xp) soit
vraie.

Question. Ecrire en langage formel les assertions (vraies) suivantes :
« Le carré d'un nombre réel est un réel positif.
« Un réel positif est supérieur a —1

« Deux nombres réels positifs de somme nulle sont nécessairement nuls.

« La fonction exponentielle est croissante sur R.
« La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

« Iln’existe pas de réel plus grand que tous les autres.

Un peu de zérologie!
Lorsque X est l'ensemble vide, il faut retenir que :

I'assertion (V XEQ, P(x)) est vraie I'assertion (Elx €Q, P(x)) est fausse

@ Attention!
Il est capital de préter attention a I’ ordre des quantificateurs dans une assertion.
En général, une assertion du type « Vx € R, 3y € R, truc» n’a pas du tout le méme sens que I'assertion
avec les quantificateurs inversés « 3y e R, V x € R, truc ».

« Prenons un exemple "de la vie courante". Comparer les assertions :
«Un candidat a eu 20 a toutes les épreuves » et « Lors de chaque épreuve, un candidat a eu 20 ».

« Voici un autre exemple "plus mathématique". Considérons I'assertion :
VxeR, dyeR, y>x

Cette assertion est vraie. Elle affirme que, quel que soit le réel x que I'on considere, on peut en trouver
un autre, y, qui soit strictement plus grand (par exemple x + 1). Mais ce y dépend de x.

Considérons I'assertion avec les quantificateurs inversés :
JyeR, VxeR, y>x

Cette assertion est fausse. En effet, elle demande un y qui ne dépende pas de x, et ceci n'est pas pos-
sible (il n'existe pas de réel strictement plus grand que tous les autres).

(tire-



Négation des connecteurs logiques

Une activité mathématique importante est de déterminer si une assertion P est vraie ou fausse. On verra
plus loin dans le chapitre tout un arsenal de méthodes pour démontrer P, c’est-a-dire certifier qu’elle
est vraie. Pour infirmer P, c’est-a-dire certifier qu’elle est fausse, il s’agira de démontrer non(P). Il est
donc important de savoir déterminer non(P) rapidement.

Proposition (Négation d'une négation). Soit P une assertion.
vewe | T es assertions non(non(P)) et P sont équivalentes.

Proposition. Lois de Auguste De Morgan (1806-1871). Soit P et Q deux assertions.

preuve

— Les assertions « non(P ou Q) » et «xnon(P) et non(Q) » sont équivalentes.

— Les assertions « non(P et Q) » et «non(P) ou non(Q) » sont équivalentes.

Proposition (Négation d’'une implication). Soit P et Q deux assertions.
pewe | Tlassertion « non(P = Q) » est équivalente a « P et non(Q) ».

Cette proposition est extrémement importante, et mérite un slogan :
Dire qu’'une implication est fausse, c’est dire que
la prémisse est vraie, et la conclusion est fausse.

Pour reprendre I’exemple du code de la route, pour griller un feu, c’est-a-dire rendre fausse I'implication
«Si le feu est rouge, je m’'arréte », il faut que le feu soit rouge et que, pourtant, on ne s’arréte pas.

Proposition (Double distributivité et/ou). Soit P, Q, R trois assertions.

— Les assertions « P et (Q ou R) » et « (P et Q) ou (P et R) » sont équivalentes.

— Les assertions « P ou (Q et R)» et « (P ou Q) et (P ou R) » sont équivalentes.

Négation des assertions avec quantificateurs

Axiome. Soit X un ensemble. On se donne une assertion P(x) dépendant d'un élément x € X.

— Les assertions « non (V xeX, P(x)) »et«Ix € X, non (P(x)) » sont équivalentes.

— Les assertions «non (Elx €X, P(x)) » et « ¥ x € X, non (P(x)) » sont équivalentes.

Une maniere de paraphraser la premiere partie de ce résultat est de dire que pour démontrer qu'un résultat comme «V x € X, P(x)»

est faux, on peut exhiber un contre-exemple, c’est-a-dire un élément x, € X tel que P(xp) soit faux.

Question. Ecrire en langage formel qu'une fonction f : R — R n’est pas croissante.

(tre-
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II. Canevas de preuve

Les deux prochaines sections ont pour but de poser les bases de la rédaction de preuves. Dans cette
section, on découvre les « canevas de preuves standard », c’est-a-dire les approches les plus basiques
pour démontrer une assertion quantifiée. On enrichira notre boite a outils dans la section suivante.

Preuve d’une Y-assertion

Pour démontrer une assertion du type « V x € X, P(x) », on prend un élément x € X (que I'on introduit
par la locution «soit x € X »), et on démontre P(x).

Montrons Vx € X, P(x).
Soit x € X.
Montrons P(x).
[Arguments et/ou calculs]

Donc P(x).
On a donc montré Vx € X, P(x).

Question.
« Montrerque Va,b,c,deR, (ac—bd)?+ (ad+bc)? = (a*+Db*)(c*+d?).

« Montrer que VxeR, x%2+cosx>0.

Preuve d’une 3-assertion

Pour démontrer une assertion du type « 3 x € X, P(x) », on définit explicitement un élément judicieux x,
et on démontre successivement que x appartient a X, puis que P(x) est vrai.

Montrons 3x € X, P(x).
Candidat. Posons x = [choix intelligent d'un élément de X]
— Montrons que x € X.

[Arguments et/ou calculs]

Donc x € X.

— Montrons que P(x).
[Arguments et/ou calculs]

Donc P(x).
On a donc montré Ix € X, P(x).

Parfois, il est difficile de définir explicitement un tel élément x.
Dans ce cas, on peut faire appel a des théoréemes dont la conclusion est justement d’affirmer I'existence
d'un élément tel que ...

Question. Montrer les assertions suivantes :
« dxeR, x*+2<0
« VXeR*, JyeR, 0<y<x

« dxeR, X+x+3=0



Preuve de 'implication « P = Q»

Pour montrer une implication de la forme P = Q, on suppose la prémisse P, et on démontre la conclu-
sion Q.

Montrons P = Q.
Supposons P.
Montrons Q.
[Arguments et/ou calculs exploitant probablement I'hypothése P]
Donc Q.
On a donc montré P = Q.

Question. Montrer :

e VabceR, a?+b*+c>=0= a=b=c=0

« VX, yeR, x=y = (VreR, xt=yt)

Preuve d’'une équivalence « P & Q»

Lassertion « P < Q » est équivalente a « (P = Q) et (Q = P)» (dresser une table de vérité pour s’en
convaincre).

Ainsi, pour démontrer P < Q, on démontre successivement P = Q puis Q = P.

On dit que I'on procede par double implication.

Montrons P < Q. On procede par double implication.

Sens direct
Supposons P.
Montrons Q.
[Arguments et/ou calculs exploitant probablement 'hypothese P]

Donc Q.

On a donc montré P = Q.

Sens réciproque
Supposons Q.
Montrons P.
[Arguments et/ou calculs exploitant probablement I'hypotheése Q]

Donc P

On a donc montré Q = P.
On a donc montré P < Q.

Question. Montrer

VabceR, c—(a+bctab=0 (c:aou c:b)

Preuve de « P ou Q»

L'assertion « P ou Q » est équivalente a « non(P) = Q».

Montrons (P ou Q). On va en fait montrer non(P) = Q.
Supposons non(P).
Montrons Q.
[Arguments et/lou calculs exploitant probablement non(P)]
Donc Q.
On a donc montré (P ou Q).

({8
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Utilisation d’'une V-assertion

Si on dispose d'un élément xj € X et que I'on sait que «V x € X, P(x) », alors on peut en déduire que
I'assertion P(xp) est vraie.

[On dispose d’'un élément xy qui est dans X]

On sait que «Vx € X, P(x) ».
En particulier, pour x = xy qui est bien dans X, on a P(xyp).

Question. Montrerque: Vx,yeR, (VteR, xt=yt) = x=y.

Utilisation d’'une 3-assertion

Sil'on sait que « 3x € X, P(x) », alors on peut considérer un élément x, € X tel que I'assertion P(xy) est
vraie.

On sait que «3x € X, P(x)».
Considérons donc xp € X tel que P(xp).

III. Différents modes de raisonnement

Raisonnement par contraposée

Définition.
La contraposée d’'une implication de la forme P = Q est I'implication :

non(Q) = non(P)

« Par abus de langage, on parle également de la contraposée d'une assertion du type :
VxeX, Px)=Qx)

qui est alors
VxeX, non(Q(x))= non(P(x))

{ Proposition. Une implication et sa contraposée sont logiquement équivalentes.

preuve

« Considérons l'implication P = Q.

On prendra garde a ne pas mélanger la contraposée (qui est non(Q) = non(P) et qui lui est équiva-
lente), et la réciproque (qui est Q = P et qui ne lui est PAS équivalente).

« Méme ssi, d'un point de vue logique, une implication et sa contraposée sont équivalentes, elles peuvent
paraitre psychologiquement assez différentes. Comparer par exemple
«tous les corbeaux sont noirs » «tout ce qui n’est pas noir n’est pas un corbeau »
Ces deux assertions sont logiquement équivalentes et pourtant la seconde parait étrange au premier
abord (mais parait tout a fait logique apres 2 secondes de concentration).

« Face a une implication retorse a démontrer, il faut absolument passer quelque temps a se demander
s’il ne serait pas plus facile de démontrer sa contraposée.

Question. Soit a € R. Montrer que (Ve >0, a< s) = a<0

8
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Raisonnement par ’absurde

La démonstration par ’absurde est tres utile quand I’assertion non(P) est facilement exploitable.

En revanche, elle possede un inconvénient psychologique : elle force a raisonner sur des objets qui
n’existent pas...

Voici son principe : si non(P) implique une assertion fausse, alors P est vraie.

Question. Montrer que v/2 est irrationnel.

R [E
[\*] o

Remarque : absurde VS contraposée

La démonstration par I’absurde est proche de la démonstration par contraposée (puisqu’on suppose la
négation de |’assertion a laquelle on souhaite aboutir). Faites quand méme attention a ne pas confondre
ces deux modes de raisonnement.

Reprenons la question précédente, mais cette fois-ci, n'utilisons pas la contraposée.

Question. Montrer que :

sol —19

a<b
Yabc,deR, { = a+c<b+d
c<d

On pourra (devra) bien str utiliser le principe suivant lequel « on peut sommer des inégalités larges entre elles ».

Raisonnement par chaine d’équivalences

Pour démontrer une équivalence P < Q, la méthode de la double implication est, dans I'immense
majorité des cas, la méthode a suivre. Cependant, dans certains cas, on peut rédiger par chaine d’équi-
valences (on dit encore par équivalences successives), a condition d’assurer la preuve de chaque <,
et surtout a condition que cela soit simple, voire trés simple.

Exemple. Reprenons un exemple précédent. Montrons

VabceR, c¢—(a+bc+ab=0 < (c:aou c:b)

({_ g
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Raisonnement par analyse-synthese

Un grand nombre de raisonnements visent a déterminer tous les objets vérifiant une certaine propriété.
Pour cela, le mode de raisonnement le plus efficace est souvent le raisonnement par analyse et synthese.
Il s’agit d’'un mode de raisonnement en deux temps.

— Dans un premier temps, on considére un objet vérifiant la propriété voulue, et on déduit ses pro-
priétés, de facon a réduire '’ensemble des candidats possibles. C’est la phase d’analyse.

— Dans un second temps, on vérifie que les candidats satisfont bien la propriété, ou on les rejette si
ce n'est pas le cas. C’est la phase de synthese.

Les mots « analyse » et « synthése » sont un peu durs a comprendre dans ce contexte. Il serait peut-étre
plus parlant de parler d'une phase de « profiling » (o1 on se ramene a une poignée de suspects) et d'une
phase de « vérification » ou I’on vérifie si les suspects sont coupables ou non.

Nous allons donner deux types (assez généraux) de situations ol ce raisonnement est souvent appli-
cable.

— La résolution d’équations (ou d’inéquations) reléve, si I'on veut, du raisonnement par analyse-
syntheése. Car il s’agit de chercher tous les x € R vérifiant une certaine propriété, a savoir une égalité
(ou une inégalité).

— Pour traiter une question du type « montrer qu’il existe un unique ...», on peut penser a un rai-
sonnement par analyse-synthese.

L'analyse montre qu’il existe au plus une solution, et prouve donc l'unicité sous réserve d’exis-
tence : elle identifie la solution potentielle.

La synthése montre ensuite que cette solution potentielle est bien solution, et prouve donc I'exis-
tence.

Exemple. Résoudre I'équation |x+ 1| = 2x + 3 sur R.

« Insistons sur un point logique : résoudre une équation, c’est démontrer une équivalence, avec la difficulté supplémentaire
que 'un des membres de I'équivalence n’est pas donné mais est a déterminer. Par exemple, ici, on a démontré I'équiva-
lence

VxeR, |lx+1]=2x+3 < xe{-3 )

« Principe de PCSI 3. Pour résoudre une équation, on essaiera de ne pas utiliser d’équivalences, a moins que les équivalences
soient extrémement simples (niveau primaire/college).

Question. Soit s, d € R fixé.

sol — 20

|
)

I . ‘s N X+
Montrer qu'il existe un unique couple (x, y) € R? vérifiant le systéme { o § -4
10 i
=



Preuve d’un résultat d’existence

Question. Soit s, d € R fixé.

Montrer qu'il existe un couple (x, y) € R? vérifiant le systeme {

+y=s
x-y=d

En rédigeant sur sa copie uniquement la synthése (et en gardant au brouillon 'analyse), on répond parfaitement a la
question qui nous demande de prouver seulement !'existenice d’objets (et qui ici ne demande pas de prouver I'unicité).

La rédaction finale présente un aspect intéressant : a peu pres tout ce qui est conceptuellement significatif est caché (dans
le raisonnement au brouillon). Ce qui est présenté (et qui constitue une preuve correcte) n’est finalement qu'une suite
de vérifications sans difficulté. De telles démonstrations peuvent se trouver (pour montrer des théorémes, ou dans des
corrigés d’exercices); il est souvent intéressant d’essayer de comprendre comment on a pu avoir telle ou telle idée.

Preuve d’un résultat d’'unicité

Si I'on veut montrer qu'’il existe | au plus 1 | élément vérifiant une certaine propriété, on invoque |2 | élé-
ments vérifiant cette propriété et on montre qu’ils sont égaux. Formellement :

Vxi,x€eX, P(x))etPlx) = x1=x2

Cela montre qu'’il existe au plus 1 élément x € X vérifiant la propriété P(x).

Question. Soit x € C.
Montrer qu'’il existe au plus un inverse pour x, c’est-a-dire un élément y € C tel que xy = 1.

« On vient donc de démontrer un résultat d’unicité, sans existence. A ce stade, la seule chose qu’on puisse dire sur un élé-

ment x € C est qu'il peut ou bien avoir exactement un inverse ou bien n’en avoir aucun.
(Sivous avez un peu de culture mathématique niveau college, on sait qu’en fait, x a un inverse si et seulement s'il est non
nul, mais la preuve ne montre pas cela.)
On peut résumer le résultat que I'on vient de montrer en disant que :
«l'inverse d'un nombre complexe, s’il existe, est unique »
«l'inverse d'un nombre complexe est, sous réserve d’existence, unique »

Il est intéressant d’analyser ce que dit la preuve dans le cas ol x n'a pas d’inverse (c’est-a-dire ici dans le cas olt x =0). La
preuve commence par invoquer deux objets y; et y» qui n'existent pas, puis montrer qu’ils sont égaux. Rien n’est logique-
ment critiquable, mais le contenu de la preuve est alors essentiellement vide.
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IV. Leraisonnement par récurrence

Le raisonnement par récurrence est un ensemble de méthodes pour démontrer des assertions de la
forme « V n > ny, A, », ou A, est une assertion dépendant d'un entier n et ny est un entier fixé.
En pratique, on rencontrera surtout les cas ng =0 et ng = 1, et on écrira aussi Vn e N, et Vn e N*,

La récurrence simple

Principe. Pour démontrer I'assertion « ¥V n > ng, #, », il suffit de démontrer :
— l'assertion A,

— limplication: Vn > ny, #; = Fn+1-

Pour tout n > ng, on note /£, ’assertion :
Ay, . «lassertion dépendant de n] »

Procédons par récurrence.

Initialisation. Montrons /.
[Arguments et/ou calculs]

Donc A#,.
Hérédité. Soit n > ny.
Supposons ;.
Montrons #,+1.

[Arguments et/lou calculs utilisant probablement 7]
Donc A,,41.

Bilan. D’apres le principe de récurrence, on a montré que

Yn=ny A,

« Il est capital de définir clairement I'assertion ./,,. Elle doit absolument dépendre de I’entier n. En particulier, elle ne peut
pas commencer par V .

« Ilesttrésimportant de distinguer d'une part ’hypothése de récurrence « ./, » et d’autre part’assertion que l’on démontre
qui est la V-assertion : « ¥V n > ng, Hp, ».

« Sidans la phase d’hérédité, on n'utilise pas 'hypothése de récurrence, c’est que la récurrence est inutile : il vaut mieux
faire une preuve directe en fixant I'entier n supérieur a ng en début de preuve.

Question. Montrer que :
nn+1)

Vn>l1l, 142+43+:---4+n = 2

La récurrence multiple

Parfois, on a besoin, dans la phase d’hérédité, d’utiliser '’hypothése de récurrence a plusieurs échelons.
On peut dans ce cas faire une récurrence multiple : on dit que c’est une récurrence double si on utilise 2
échelons, une récurrence triple si on utilise 3 échelons, etc.

Principe. Pour démontrer 'assertion « VY n > ngy, 4, », il suffit de démontrer :

— les deux assertions : A, et Ay, 41

— Timplication : V> no, (6, et 1| = s,



sol — 21

Ug = 2
Question. On considere la suite (1) ,eny définie par ¢ u; =3

VneN, uyio =3uys1 —2uy,
Montrerque VneN, u,=2"+1.

« Larécurrence double est particulierement adaptée aI’étude de ce genre de suites, elles-mémes définies par une récurrence
double.

« On pourrait remplacer larécurrence double sur I'assertion %, par une récurrence simple sur l'assertion &, : « #;, et #41 ».
En ce sens, la récurrence double est en fait un cas particulier de la récurrence simple (méme si, en partique, on n'y pense
guere ainsi).

« On peut, de la méme fagon, effectuer des démonstrations par récurrence triple, quadruple, etc. Cela n’arrive guere en
pratique.

La récurrence forte

Principe. Pour démontrer 'assertion «V n > ngy, #, », il suffit de démontrer :
— l'assertion A,

— Vimplication : ¥ 1> 1o, (#py Hongs1,.-. 7o) = Hps.

Ce qui s’écrit encore V n > ny, (V ke [no,n], Jfk) = Hn+1-

Exemple. Montrons par récurrence forte que tout entier n > 2 est un produit de nombres premiers (ce
qui inclut le cas des nombres premiers eux-mémes, vus comme des produits a un seul terme).

Pour tout n > 2, notons /£, la propriété « n est un produit de nombres premiers ».
Procédons par récurrence forte.
Initialisation. 2 est un nombre premier, donc un produit de nombres premiers.
Donc /&, est vraie.
Hérédité. Soit n > 2.
On suppose A, A3, ..., 7.
Montrons ;4 1.
Distinguons deux cas.
— Si n+1 est premier, il est en particulier un produit de nombres premiers.
— Si n+ 1 n'est pas premier, on peut trouver deux entiers a et b, appartenant a [2, n], tels que
n+1=ab.
D’apres I’hypothese de récurrence, .4, et /£, sont vraies.
Donc a et b sont produits de nombres premiers.

On peut donc trouver des nombres premiers py,..., pr €t q1,...,qs (pas nécessairement dis-
tincts) tels que

a=pi-pr et b:ql...qs
En effectuant le produit, on a alors ab = p;---p,q1 -+ s, ce qui démontre que n + 1 est un
produit de nombres premiers.
Dans les deux cas, n + 1 est un produit de nombres premiers, ce qui démontre A, 1.

Bilan. D’apres le principe de récurrence forte, on a montré que
tout entier n > 2 est un produit de nombres premiers

« Larécurrence forte peut paraitre beaucoup plus puissante que la récurrence simple puisqu’elle nous donne plus de mu-
nitions pour démontrer 4, dans la phase d’hérédité.

« On pourrait remplacer la récurrence forte sur I’assertion %, par une récurrence simple sur I’assertion
@y, . « Iy €t Fpyy1 €L ... et SOy »

En ce sens, la récurrence forte est en fait un cas particulier de la récurrence simple (méme si, en pratique, on n'y pense
guere ainsi).
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V. Rudiment de théorie des ensembles

Ensemble et appartenance

Un ensemble est une collection d’objets mathématiques.

Etant donné un objet x (un nombre, une fonction, une suite, voire un autre ensemble) et un ensemble E,
il peut arriver que x appartienne a E (on dit aussi que x est un élément de E et on note x € E) ou pas (et
onnote x ¢ E).

Par exemple :

« {3,4,7} est un ensemble; N est un ensemble; 'intervalle [-1, 7] est un ensemble. On dira qu’il s’agit
d’ensemble de nombres, pour signaler que leurs éléments sont des nombres.

« {sin, cos, exp} est un ensemble (de fonctions).

* { [0, 1], [R+, R} eSt un ensemble (d’ensembles) . Attention, cet exemple est difficile pour un éleve de "sup".

Modes de définition d’'un ensemble

« On peut définir un ensemble in extenso, c’est-a-dire en en listant tous ses éléments : on peut ainsi
parler de 'ensemble
{1,2,3,...,10}

Pour des ensembles plus gros, on peut imaginer « lister » les élements, comme pour parler de 'en-
semble des entiers pairs
27 ={...,-8,-6,-4,-2,0,2,4,6,...}

ou de celui des nombres premiers
{2,3,57,11,13,17,19,...

mais cette méthode atteint vite ses limites.

« On peut définir un ensemble en compréhension, c’est-a-dire en «filtrant » parmi les éléments d'un
ensemble donné, c’est-a-dire en ne sélectionnant que les éléments vérifiants une certaine propriété.

Si X est un ensemble et si P(x) est une propriété dépendant d'un élément x € X, alors E = {x € X | P(x)}
est’ensemble des éléments x € X tel que P(x).

Par exemple,

— l'ensemble des entiers relatifs pairs, noté 27, est :
27 = {neZ|2divise n}
— l'ensemble des nombres réels de 'intervalle [-1,1] :
[-1,1] = {xeR|-1<x< 1}

« On peut définir un ensemble par paramétrage, c’est-a-dire comme "’ensemble des valeurs d'une fonc-
tion. Précisément, si f : X — Y est une fonction, alors on peut considérer 'ensemble

E={f,xex} = {f}

xeX

qui est 'ensemble des éléments de Y qui s’écrivent sous la forme f(x) avec x € X.
Par exemple :

— l’ensemble des entiers relatifs pairs est :

27 = {2p, peZ} = 2p}pez



— l'ensemble des réels compris entre —1 et 1 peut étre paramétré par les fonctions trigonomé-
triques :

-1,1] = {sint, teR} = {sint, re(0,2n(} = {xeRIIre (0,27, x=sin¢}

— l’ensemble des réels positifs peut étre paramétré avec la fonction carré :

R* = {x(—:IRIEIteIR{,x:tz}

Inclusion et égalité de deux ensembles

Définition (inclusion). Soit A et B deux ensembles.
On dit que A estinclus dans B (ou que A est une partie de B, ou encore que A est un sous-ensemble
de B) lorsque tous les éléments de A appartiennent également a B, c’est-a-dire lorsque

VxeA x€B

On note cela A c B, ou encore A< B.

« Si A et B sont deux ensembles tels que A c B et B c A, ils ont exactement les mémes éléments et sont
donc égaux. Pour montrer que deux ensembles sont égaux, on utilise souvent ce principe : on dit alors
qu’on procede par double inclusion.

Montrons A = B.
Procédons par double inclusion.
Montrons l'inclusion A c B.

Soit xe A
[Arguments et/lou calculs utilisant probablement que x € A]

Donc x € B.

Montrons l'inclusion B c A.
Soit x€ B
[Arguments et/ou calculs utilisant probablement que x € B]

Donc x € A.

Bilan. On a montré A = B.

« Quel que soit'ensemble E, on a @ c E, car c’est une assertion du type Vx € @, x € E.

« Attention a ne pas confondre appartenance et inclusion.
Pour ceux qui ont tout compris, vous méditerez ceci (attention, c’est difficile). Considérons E = {[0, x] | x € R**}.

Onal0,1] € E,mais [0,1]cE .

Question.

« Montrer
{xEIRIEIte[R{_,x:t2+1} = [1,+o00]

« Montrer

{(x,y,z)elRi3 ‘ {x * ;// I SZZ : 8}={(4t,—5t,t)|t€R}

({8
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Opérations booléennes sur les ensembles

Définition. Soit 2 un ensemble et A, B c Q deux parties.

— Lunion Au B est'ensemble des éléments appartenant a au moins une des deux parties :
AUB = {xeQ|xe Aouxe€ B}

— Lintersection AN B w.ames, est 'ensemble des éléments appartenant aux deux parties :
ANB = {xeQ|xeAetx€ B}

— Ladifférence A\ B w.apivaen» est 'ensemble des éléments appartenant a A mais pasa B :

A\B = {xeQ|xeAetx¢ B}

« Quand I'ensemble « ambiant » Q est clair, la différence Q \ A est appelée le complémentaire de A, et est souvent notée A.
« Cette notation A est trés utile mais peut mener a des erreurs si Q n'est pas précisé :

R** est a la fois une partie de R* et de R.

Dans le premier cas, son complémentaire est {0} ; dans le second, c’est R™.

La notation Q\ A, elle, ne préte pas a confusion.

Définition. Soit Q un ensemble et A, B c Q) deux parties.
On dit que

— Aet B sont distinctes lorsque A # B, c’est-a-dire lorsque
dxe A x¢B ou dxeB, x¢ A

— Acet B sont disjointeslorsque AN B = @.

Proposition. Soit A et B deux ensembles. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) AcB
ii) AUB=B
iii) AnB=A

Proposition.
Soit  un ensemble et A, B, C < Q trois parties.

e Lois de De Morgan.On a:

AUB=ANB Cest-a-dire Q\(AUB) = (Q\A)N(Q\B)

ANB=AUB Cest-a-dire Q\(ANB) = (Q\AU(Q\B)

¢ Double distributivité. On a :

An(Bu(C) (ANB)U(ANC)

AU (BNCQC) (AUB)N(AuC)

o Elément neutre. On a
AUup=A et ANQ=A

16
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Produit cartésien

« Rappelons » qu'un couple est la donnée de deux objets mathématiques dans un certain ordre. Par
exemple, les couples (2, 6) et (6,2) sont différents.

Définition. Lensemble des couples (a, b) ou a € A et b € B est appelé le produit cartésien de A et B,
noté A x B et lu « A croix B ».

Exemple. Lensemble {1,2} X {3,4,5} €St ...ttt e
« On peut définir de la méme fagon des triplets (a, b, c) avec a€ A, be B et c € C. Leur ensemble est noté A x B x C.

« Siondispose de n ensembles Ay, ..., A, leur produit cartésien (a savoir A; x---x A,) est]’ensemble des n-uplets (x1,..., X),
avec pour tout i € [1, n], la condition x; € A;.

« Onretrouve en particulier la définition de R?> = R x R ou plus généralement R” = R x - - - x R comme ensemble de couples ou
de n-uplets de nombres réels (typiquement, les coordonnées d'un point du plan, ou de I’espace dans un certain repere).

« Lanotion de produit cartésien peut servir a « rassembler » plusieurs quantificateurs du méme type.
Par exemple, une assertion comme

Vxe]l,4+ool, VReEN®, x" > x qui s’écrit encore VneN*, Vxe]l,+oo[, x">x
peut se réécrire sous la forme
Y (x,n) €]1,+oo[xN*, x" > x ou encore Y (n,x) e N* x11, +oo, x" > x

« Pour quantifier sur deux réels, on pourra donc écrire au choix
«VxeR,VyeR,...» oubien«VyeR,VxeR,...», oubien«Vx,y€eR,... », oubien«V (x,y) € R2,... ».
Attention cependant a ne pas écrire V (x, y) € R, ..., ce qui n’aurait pas de sens.

Ensemble des parties d'un ensemble

Soit Q un ensemble. On note £2(Q2) I'’ensemble de ses parties.
« L'ensemble des parties d'un ensemble est donc un ensemble d’ensembles.

« Les assertions Ac Q et A€ 22(Q) signifient la méme chose et se prononcent « A est une partie de Q ».

Exemples. Décrire I'ensemble des parties de {1,2}.
Puis I’ensemble des parties de {a, b, c}.

Attention! La notion de « parties d'un ensemble » est une notion compliquée!
Soit Q un ensemble et C, D des parties de Q.

Vrai ou Faux : Pour X € 22(Q),si Xc CuD, alors XcCou X c D.

Vrai ou Faux: Pour x€ Q,si xe CuD, alors xe Couxe€ D.

Recouvrements, recouvrements disjoints, partitions

Définition. Soit (A;);c; une famille de parties de E.

— On dit que (A;);c; est un recouvrement de E lorsque | J A; = E.
i€l
— Ondit que (A;) ;¢ est un recouvrement disjoint de E lorsque (A;) ;¢ est un recouvrement de E
constitué de parties deux a deux disjointes.
On écrit alors | | A; = E pour signifier que :
iel
« onal'égalité | JA;=E
i€l

e aveclaprécisionV (i,j) e I?, i#j = AinAj=¢.

— On dit que (A;);¢; est une partition de E lorsque (A;);c; est un recouvrement disjoint de E
constitué de parties non vides.
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Il suffit de réaliser une table de vérité.

P || non(P) | non(non(P))
F \Y F
\Y% F \Y%

On constate que les colonnes non(non(P)) et P sont identiques. Cela signifie que, quel que soit le statut
de I'assertion P (vraie ou fausse), les assertions non(non(P)) et P ont la méme valeur de vérité : elles
sont donc équivalentes.

11 suffit de réaliser une table de vérité.

P ou Q | non(P ou Q) || non(P) | non(Q) | non(P) et non(Q)

<|<|H| |
<\ /|| <O

Ce tableau montre que les assertions « non(P ou Q) » et « non(P) et non(Q) » sont équivalentes.

Encore une fois, une table de vérité suffit.

P = Q |non(P = Q) || non(Q) | P et non(Q)

<| < |~
< | <O

Encore une table de vérité!

P = Q ||| non(Q) | non(P) || non(Q) = non(P)

<|<|™m| |
<™ <1

Utilisons le canevas de preuve standard.
Soita, b,c,d e R.
o asb
Supposons la prémisse
c<d
a+c<b+d (&)

Montrons a + ¢ < b+ d, c’est-a-dire montrons
at+c#b+d (&)
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S \ asb .
D’aprés 'hypothese, on a g donc a fortiori, on a
c<
Par somme d’inégalités,onaa+c< b+d.

On a donc montré ().

QU o

a
Cc

ININ

Reste amontrer que a+c#b+d ().

Raisonnons par I'absurde et supposons que a+c=b+d.

Onaalorsa-b=d—c.

Or, d’apres ’hypotheése,onaa—b<0etd—-c>0.

D’ot la contradiction (un nombre négatif ou nul ne peut pas étre égal a un nombre strictement positif).
On a donc montré ().

Bilan général. On a donc montré I'implication demandée.

Autre preuve/rédaction.
Soita, b,c,d e R.
On va plutdt montrer I'assertion suivante (qui est équivalente a celle de I’'énoncé) :

(a<b) = |c<d = a+c<b+d

Supposons a < b.

Montronsque c¢<d = a+c<b+d.

Montrons plutdt la contraposée, c’est-a-dire a+c>b+d — c>d.
Supposons a+c > b+d.

Alorsc—d > b-a.

D’apres I'’hypothese, ona b—a > 0.

Par transitivité du symbole >, on en déduit que c—d > 0.

D'ouc > d.

Bilan général. On a donc montré I'implication demandée.

Analyse. Supposons qu'il existe (x, y) € R? tel que { iti i ; .

s+d
En sommant les deux lignes, on a alors 2x = s+ d d'ol1 x = —

s
En effectuant la différence des lignes 1 et 2, on obtient 2y =s—d,d’ ot y = —

Bilan de I'analyse : si (x, y) existe (pour étre solution du systéme), alors nécessairement, on a

(x,1) = (S-f-d S—d)
) J/ - 2 ) 2
5 - s s+d s—d . . S
Synthése. Réciproquement, on vérifie que le couple ( PR ) est bien solution du systéme.
On a les calculs suivants
s+d s-—d 2s
A
s+d s-d 2d
— = — = d
2 2 2
s+d s—d
Ainsi, ( PR ) est bien solution du systeme.



. , ye . . X+y=§ . .
Bilan. On a montré qu’il existe un unique couple (x, y) € R? tel que { e ;’ _ 4 asavoir
) ( s+d s-— d)

xX,)) = , .
VT
Remarque.
On a en fait montré I’équivalence suivante
5 X+y=s s+d s—d
v (x,y) €R?, {x_y:d = xY e{(—z e )}
Autre solution
Unicité sous réserve d’existence. L
. X+y=s . xX+y =s
Soit (x,y) € R? tel que et soit (x’, ) € R? tel que .
(x,) q {x_y:d x,y) quei 5y
x+y = x'+y
On a alors { Y , Y ,
X—-y = x-y
Par somme des deux lignes, on obtient 2x = 2x’, d’ol1 x = x.
Par différence des deux lignes, on obtient 2y =2y/,d'ot y = y'.
D’otu1 'unicité sous réserve d’existence.
Existence.
. s+d s—d
Candidat: (x,y) = ( 5 T)
On ales calculs suivants :
s+d s—d 2s
xX+y= + =— =35
2 2 2
et
s+d s—d 2d
X — y = — + = — = d
2 2 2
Ainsi, le couple (x, y) ci-dessus est bien solution du systeme.
D’ol1]’existence.
Pour tout n € N, on note &, la propriété
e@n:<(un:2n+1))
Procédons par récurrence double pour montrer « VneN, &2, ».
Initialisation. Montrons %, et &7, .
— Onaug=2et2°+1=2.Donc %,.
— Onau;=3et2!+1=23.Donc %,.
Hérédité. Soit n € N. Supposons &, et #,,.
Montrons &2;,..
On a les calculs suivants
Uppsz = 3BUpe1—2uy par définition de u

= 32"1+1)-22"+1) daprés P, et P,
— 3X2n+1_2n+1+3_2
= 2x2"1 41
= 2"2 4]
D’ol1 £2;,,5.

Bilan. On a montré que
VneN, u,=2"+1

21
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