Rudimentsdelogique

exercices




Assertions, quantificateurs

Au plus, au moins, exactement

Soient a, b, et ¢ trois réels. On considére les trois propositions suivantes :
(i) 3z €R, ax®> +br+c=0
(i) Ve eR, Vy € R, ((az® +bz+c=0et ay’> +by+c=0) =z =y)
(iii) 3z € R, Vy €R, (az? +bz+c=0et (ag? +by+c=0=z=1y))

On note E I’équation ax? + bz + ¢ = 0 d’inconnue = € R.
Faire trois phrases du type :
« La proposition ... signifie que I’équation E posséde ...... solution réelle. »

102 | Interversion des quantificateurs
Soit f : R — R. Quelle différence de sens ont les deux assertions proposées ? Dire si elles sont vraies
ou fausses.

(i) Ve eR, JyeR, y=f(z) VERSUS 3JyeR, VzeR, y= f(z)
(ii) Vy eR, 3z € R, y = f(x) VERSUs dzeR, VyeR, y= f(z)
(i) Ve eR, IM eR, f(z) <M VERSUS JIMeR, VzeR, f(z) <M

103 | En frangais
Soit f : R — R une fonction.
Voici deux assertions

(i)Vz eR, (f(x) =1 ou f(z) = —1) (ii) (Vx ER, f(z) = 1) ou (Vm eR, f(z) = —1)

1. Exprimer verbalement la signification des assertions suivantes et donner un exemple concret
de fonction f vérifiant I’assertion.

2. Y a-t-il une équivalence entre ces deux assertions ?
3. Ecrire la négation de ces assertions.

4. Ecrire en langage formel que « f est & valeurs dans {—1,1} et prend effectivement —1 et 1
comme valeurs ».

104 | Exercice de rédaction
On a montré dans le cours :

(%) VaeR, (V5>0,a<5)2a<0

En déduire :
Vz,y€R, (V5’>O7x<y+5’) — <y

105 | Conjectures de Goldbach
La conjecture de Goldbach forte affirme que tout nombre pair > 4 est la somme de deux nombres
premiers. La conjecture de Goldbach faible affirme que tout nombre impair > 7 est la somme de
trois nombres premiers.

1. Montrer que la conjecture forte implique la conjecture faible.

2. En 2013, Harald Helfgott a démontré la conjecture de Goldbach faible.
Que peut-on en déduire sur la conjecture forte ?

106 | Tache de sélection de Wason
Quatre cartes ont un nombre imprimé sur une de leurs faces et une lettre de 'autre coté. Elles sont

posées sur une table et montrent

Quelle(s) carte(s) doit-on retourner pour savoir si les cartes respectent la régle : « au dos de chaque
voyelle se trouve un nombre pair» 7
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Raisonnements divers et variés

Contraposée et réciproque

1. Montrer l'assertion Vz,y € R, z+y>2 =— x>1louy > 1.

2. Enoncer précisément la réciproque de cette assertion, et déterminer si elle est vraie ou fausse.

Constance, es-tu la?
Soit f : R — R une fonction. Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes

(i) JceR, VteR, f(t) =
(11) V.Tl,.’ljg € R, f(xl) = f(.TQ)

Circuit d’équivalences
Soit x,y € R. Démontrer que les quatre assertions suivantes sont équivalentes

(i) =

(i) Ve >0, [z —y| <e
(iii) Ve > () |z —y| <e
(iv) Ve >0, |z —y|<e

Somme nulle
Soit n € N*.

1. Montrer que : VYay,...,a, €RT, a;+---+a,=0 = (Vie[[l,n]], aizo).

2. Soit z1,...,2, ER tels que #1 + -+ 1z, =23+ --- + 22 = n.
En calculant (1 —21)? + -+ + (1 — 2,)?, montrer que : Vk € [1,n], x, = 1.

Inégalités en bataille!
Soit a,b,c € RT.

Montrer que I'un des trois produits a(1 — b), b(1 — ¢), ¢(1 — a) est inférieur ou égal & 5.
1
4

//\

On commencera par montrer que Ve eR, z(1-—x)

Décomposition paire-impaire
Soit f : R — R une fonction.
Montrer qu’il existe une unique fonction paire g : R — R et une unique fonction impaire h : R — R
telles que f =g+ h.

On a donc montré le résultat suivant :

Toute fonction s’écrit de maniére unique comme la somme d’une fonction paire et d’une
fonction impaire.

Une double inclusion
Soit £ lensemble des suites réelles (uy,)nen telles que

Vp, g €N, upprg = up +uy

Montrer que
L = {(U”ﬂ)nEN eR" ‘ daeR, VneN, u, = an}

Une analyse-synthése !
Déterminer toutes les fonctions f : R — R telles que

L) Va,yeR, f(@)f(y) — flzy) =2 +y
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Une autre analyse-synthése !
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Déterminer I’ensemble des fonctions f : R — R telles que

(%) Ve,yeR, f(@)f(y) = 2[f(z)+ fly)] +zy—4

Une équation a paramétre

Soit y € R.
Déterminer, en fonction de y, I’ensemble des solutions de 1’équation —z + v/22 + 3 = y d’inconnue
r eR.

Une inégalité
Montrer que

1 3
ve>0, S(v+2)>V3

2 T
Une inégalité sous hypothése
Soit a,b,c € RT tels que a < b+ c.
Montrer que

a b c
< +
1+a 1+b 1+c¢

Conjugaison dans Z[v/3]

1. A-t-on
Vu,v,u/,v' €R, u+vV3=u+vV3 = u=1u etv=1

2. A-t-on
Vuv, o/, v' €Z, u+vV3=u+1V3 = u=uetv="1

3. Montrer que pour tout n € N, il existe un couple (an,b,) € N? tel que
(2—}—\/5)" =a, +b,V3 et (2—\/3)” =a, —byV3

Puis montrer 'unicité d’un tel couple.
4. Soit n € N. Montrer que a2 — 3b2 = 1.
5. Soit n € N. En considérant (2 — v/3)", montrer que | (2 + /3)"| est un entier impair.

Les deux bissectrices
On définit les ensembles

A:ﬁ@wemﬂx+y=@ ot B={(t)},cpn

Montrer que tout élément de R? s’écrit de maniére unique comme la somme d’un élément de A et
d’un élément de B.
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Somme des inverses des carrés
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Récurrence

Montrer que

" 1 1 1 1 1 1
Vn e NT, ﬁ+§+3_2+4_2+'“+ﬁ<2_ﬁ'

Inégalité de Bernoulli
Montrer

Ve eRT, VneN* (1+2)">1+nx

Ou est arnaque ?
Pour n € N*, notons P,, la propriété « quels que soient les entiers strictement positifs a et b, s’ils
sont plus petits que n, alors ils sont égaux ».

> La propriété P; est évidente, car a et b ne peuvent étre qu’égaux a 1, donc égaux entre eux.

> Soit n € N*. Supposons P, vraie. Montrons P, ;1. Pour cela, on prend deux entiers a et b
strictement positifs et inférieurs a n + 1. Alors a — 1 et b — 1 sont inférieurs a n, et donc égaux
d’aprés 'hypothése de récurrence P,,. Ainsi a = b.

> Bilan : tous les entiers sont égaux!

Ou est erreur ?

Initialisation versus Hérédité
Pour n € N, on considére la propriété suivante :

P : «2">n?y

1. Montrer que Vn > 3, P, = Pnt1.

2. Pour quelles valeurs de n € N la propriété P, est-elle vraie ?

Stratégies
|  w=t )
Soit (un)nen la suite définie par VneN, upy = n
Up — 1
On souhaite montrer que pour tout n € N, on a ug, = % et ugpy1 = —1.

Sans rédiger la solution, expliquer les diverses alternatives de preuves possibles.

Une récurrence double subtile

1
Soit z € R tel que x + — € Z.
x

1
En procédant par récurrence double, montrer que, pour tout n € N, on a z" + — € Z.
x

a 1
On pourra utiliser (u : l) (() | [i) = (nh | %) | ('71 ! —) avec a et b bien choisis.

a h ab h a

b

Une récurrence forte (1)
Soit (u,)nen une suite positive telle que

VneN, upp <up+u+--+uy
Montrer par récurrence forte que Vn € N, wu,, < 2™uqg.

Une récurrence forte (2)
Montrer par récurrence forte que

VneN*, 3J(pq) €N’ n=2P(2q+1)
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Ensembles

Ménage a 4, puis a 3

Soit F un ensemble et A, B, C, D des parties de E.
1. Montrer 'implication (A C C et BC D) = AUB C CUD.
2. Montrer I'équivalence BC C < (AUBC AUC et ANBC ANC).
3. Montrer I’équivalence A C B <— VX € #(E), AnNX CBNX.

130 A-B-C
Soient E un ensemble et A, B, C' des parties de E. Montrer 'implication

A\B=C = AUB=BUC.

131 | Recouvrement
Soient 2 un ensemble et A, B deux parties de 2. Montrer que les assertions suivantes sont équiva-
lentes.

(i) AUB=Q.
(i) VX e P(Q), (XNA=2 = X C B).

132 | Partition
Soit E un ensemble et soient A, B deux parties de FE.
Montrer ’équivalence :

{A“Bzg s  E=(B\A)U(A\B).

AUB=F

133 | Somme de deux parties de R
Soient A et B deux parties non vides de R.
On définit ’ensemble somme de A et B par :

AHHB:{a+b|a€A,bEB} ouencore AHB={ze€R|3(a,b) € Ax B, x=a+b}.

1. Dans le cas particulier ou A = {0,1} et B = {1,4}, déterminer AH B.
2. Montrer que : VA1, 45, B € P(R), (A1 UA;)BB = (A BB)U (A, B B).
3. (a) Montrer que : VA;, A3, B € P(R), (A1NA)BBC (A BB)N(A;BB).

(b) L’assertion V¥ Ay, A2, B € P(R), (A1 NAz) BB = (A, B B) N (Ay B B) est-elle vraie?
Justifier votre réponse.

{;l 4! Le disque unité n’est pas un produit cartésien !

Montrer que ’ensemble D = {(ac,y) € R?, 22 +9% < 1} ne peut pas s’écrire comme le produit

cartésien de deux parties de R.

135 | Nombres de Fibonacci (théoréme de Zeckendorf, 1952)
On définit les nombres de Fibonacci (Fp,)n>1 par :

F1:F2:1 et Vn)l, Fn+2:Fn+1+Fn-
1. Soit n > 1. Conjecturer puis démontrer une expression simple pour la somme
Fi+F+F+4---+F,.

2. Démontrer que tout entier n > 1 peut s’écrire comme une somme de nombres de Fibonacci
non consécutifs.

Cette question est difficile et ne doit étre abordée que si la totalité des autres exercices a été traitée !
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La proposition (i) signifie que 1’équation F posséde au moins une solution réelle.
La proposition (ii) signifie que I’équation E posseéde au plus une solution réelle.
La proposition (iii) signifie que I’équation E posséde exactement une solution réelle.
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(i) Ve eR, 3yeR, y=f(z) VvERsUus dyeR, VzeR, y= f(z)
L’assertion de gauche, c’est la définition d’une fonction (I’assertion est vraie).
L’assertion de droite dit que f est constante (I’assertion est donc vraie ou fausse selon la
fonction f considérée).

(i) VyeR, 3z €R, y= f(z) VvERSUS dzeR, VyeR, y= f(z)
L’assertion de gauche dit que tout élément réel est atteint par f (l’assertion est donc vraie
ou fausse selon la fonction f considérée).
On dira plus tard dans I’année que f est surjective.

L’assertion de droite dit : « il existe un = tel que son image f(x) fasse tous les réels du
monde! ». Cette assertion est clairement fausse (si vous n’étes pas convaincu, montrer que
sa négation est vraie!)

(iii) Vo € R, IM €R, f(z) <M vErsus JIMER, Yz eR, f(z) <M
L’assertion de gauche dit que, pour x fixé, on peut trouver M tel que f(x) < M. Clest vrai,
prendre par exemple M = f(x) + 1.
L’assertion de droite dit que I'on peut trouver un M comme précédemment, mais qui fonc-
tionne pour tout z! Cela dit que la fonction f est majorée (I’assertion est donc vraie ou
fausse selon la fonction f considérée : vraie si f est majorée, et fausse sinon!).
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103

. Lassertion (i) Vz € R, (f(x) =1lou f(z) = 71) signifie que f ne peut prendre que deux

valeurs, a savoir 1 et —1.

On dit parfois « f prend ses valeurs dans 'ensemble {—1,1} »; plus tard dans ’année, on
écrira f(R) C {—1,1}, ou encore Im f C {—1,1} pour dire que I'image de f est incluse dans
{-1,1}.

L’assertion (ii) (Vx eR, f(z) = 1) ou (V:v eR, f(z) = —1) signifie que f est constante
égale 4 1 ou bien f est constante égale a —1.

. Le lecteur vérifiera que (ii) = (i), mais (1) = (ii).

. La négation de (i) est 3z € R, (f(x) #1 et f(z)# —1).

La négation de (ii) est (EI o € R, f(zo) # 1) et (EI x1 €R, f(z1) # —1)

. Une solution possible :

(Vw €R, f(z) € {_1,1}) et (on e R, f(xo) = 1) et (3 21 €R, f(z1) = _1)

ou encore :

(V:c eR, f(z) € {1, 1}) ot (Vy € {-1,1}, 3z R, y= f(a:o))

ou encore :

F@R) C {-1,1} et (Vy e{-1,1}, zp eR, y = f(xo))

Le must :

fR) ={-1,1}
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Sachant (%), montrons
Vx,y€R, (Ve'>0,x<y+e') = <y

Soit x,y € R.
Supposons la prémisse Ve’ >0, z <y +¢'.

Autrement dit, on suppose Ve’ >0, z —y < &’

Posons a = z — y. Ce réel a vérifie donc Ve’ >0, a <¢'.
D’aprés (%), on en déduit que a < 0.

Donc = < y.
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1. Supposons la conjecture de Goldbach forte.

Montrons la conjecture de Goldbach faible, c’est-a-dire que tout nombre impair > 7 est la
somme de trois nombres premiers.

Soit n > 7 un nombre impair.
On va appliquer la conjecture de Goldbach forte a 'entier n — 3. C’est légitime car
— On a bien n — 3 pair (car n est impair).
— Onabienn—32>4 (carn >7).
D’aprés la conjecture de Goldbach forte, on peut donc trouver deux nombres premiers p et ¢
telsquen —3=p-+gq.
On en déduit n =34+ p+q.
On a donc bien écrit n comme la somme de trois nombres premiers.
2. Rien!
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La régle donnée est une implication logique : si une face est une voyelle, 'autre est un nombre pair.
Cette implication est encore équivalente a « une face est une consonne OU l'autre face est un
nombre pair ».

Ainsi, une carte qui présente une consonne ou un nombre pair respecte nécessairement la régle.
Pour savoir si la régle est respectée, il faut donc

— retourner (et voir si derriére se cache un nombre pair).

— retourner (et voir si derriére se cache une consonne).
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1. Donnons deux méthodes, I’'une par contraposée, I’autre en suivant le canevas standard.

Premiére méthode (par contraposée).
On va montrer la contraposée de 'assertion, c’est-a-dire

Ve,yeR, (x<lety<1l) = z+y<2

Soit x,y € Rtels que z < 1et y < 1.
En sommant, on obtient = + y < 2.
D’out I'implication.

Deuxiéme méthode (canevas standard).
Soit z,y € R tels que = +y > 2.

Montrons > 1 ou y > 1 par la méthode standard (c’est-a-dire en supposant la néga-
tion de > 1 et en montrant y > 1).

Supposons NON(z > 1), ¢’est-a-dire z < 1.

Montrons y > 1.

En ajoutant 'inégalité stricte = + y > 2 et 'inégalité large 1 > x, on obtient I'inégalité
stricte x +y+1 > x + 2.

En ajoutant —(z + 1) des deux cotés, il vient y > 1.

2. La réciproque est
Ve,yeR, (z>1louy>1) = z+y>2.

Cette réciproque est fausse. Prouvons-le en montrer que sa négation est vraie.
La négation est
Jz,y € R, ((m>1 ouy>1) et x—i—yg?)

que 'on montre facilement en prenant par exemple z =0 et y = %
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Sens direct. Supposons (i).

On peut donc trouver c tel que Vit € R, f(t) = ¢ ().
Montrons (ii).
Soit xr1,T2 € R.

Le nombre z; appartient & R, donc on peut lui appliquer la V-assertion ("K).
On en déduit f(z1) = c.

De méme, d’aprés (), f(x2) = c.

On a donc f(z1) = f(z2

Cela conclut la preuve de (ii

).
).
Sens réciproque. Supposons (ii).
Montrons (i), c’est-a-dire Ic € R, Vt € R, f(t) =c.
Candidat : ¢ = f(0).
e On a bien c € R.
e Montrons que c¢ vérifie la propriété, c’est-a-dire que Vt € R, f(t) = c.
Soit t € R.
Les nombres 0 et ¢ sont réels, donc on peut leur appliquer la V-assertion (ii).
On en déduit que f(0) = f(t), c’est-a-dire que f(t) = c.

Cela conclut la preuve de (i).
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1. Donnons deux méthodes, I’'une par contraposée, I’autre en suivant le canevas standard.

e Premiére méthode (par contraposée)

Fixons aq,...,a, € RT.
Supposons NON (Vi, a; = O)7 donc il existe iy tel que a;, # 0.

n n
Montrons NON (Z a; = 0), c’est-a-dire Z a; # 0.
i=1 i=1

Comme a;, est positif (hypothése de 1’énoncé) et non nul (hypothése du raisonnement), on a
Qi > 0.

Montrons maintenant ce que I’on doit montrer !

Par sommation par paquets, et avec les hypothéses, on a

n
i=1 3o itio
>0
n
On en déduit que la somme Z a; est strictement positive (la somme d’un nombre strictement
i=1
positif et d’un positif est un nombre strictement positif).
n

A fortiori, la somme E a; est non nulle!
i=1

e Deuxiéme méthode (par itération finie)

Soit aq,...,a, € RT.
Supposons a; + --- + a, = 0.
Montrons que tous les a; sont nuls.
— Montrons tout d’abord que a,, = 0.
D’une part, a, est un réel positif par hypothése.
D’autre part, on a (par hypothése)

a, = 7((11 + ... Jran—l)
donc a,, est négatif (car égal a 'opposé d’une somme de réels positifs).
Donc a,, = 0.
— On adonc a; + -+ ap—1 = 0 (grace a 'hypotheése initiale et au fait que a,, = 0.
On montre comme précédemment que a,_1 = 0.

— En itérant un nombre fini de fois ce procédé, on finit par obtenir
an72:...:a1 :O

On a donc montré que Vi € [1,n], a; = 0.
Bilan. On a montré I'implication :

Yai,...,an €ERT, ay+---+a,=0 = Vie[l,n], a;=0

e Deuxiéme méthode bis (par récurrence finie, forte, descendante!)

Soit ay,...,a, € RT.

Supposons aj + - -+ + a, = 0.

Montrons que tous les a; sont nuls.

Pour tout ¢ € [1,n], notons H; lassertion « a; =0 ».
Montrons Vi € [1,n], H;.

Procédons par récurrence finie, forte, descendante !
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Initialisation. Montrons H,,.

Heéreédité. Soit i € [1,n — 1] tel que H,,, ..., H;+1. Montrons H;.
D’aprés ’hypothése de I’énoncé, on a a; + -+ -+ a,, = 0.
D’aprés Hy, ..., Hit1,onaa, =+ =a;4+1 = 0.

Dot aj; + -+ a; =0 puis
a;=—(ar+--+ai1)

donc a; est négatif (car égal a 'opposé d’une somme de réels positifs).

Comme a; est positif par hypothése, on a donc a; = 0.
D’ou rHi.

e Troisiéme méthode (la plus jolie, la plus efficace!)

Soit aq,...,a, € RT.

Supposons aj + - - - + a, = 0.
Montrons que Vi € [1,n], a; = 0.
Soit 7 € [1,n].

D’aprés ’hypothése, on a

ai:—(a1+-~-+ai_1+ai+1+--~+an)

donc a; est négatif (car égal & 'opposé d’une somme de réels positifs).
Comme a; est positif par hypothése, on a donc a; = 0.
D’ou a; = 0.

. Calculons (1 —z1)?2+---+ (1 —2,)% On a

2
n

)

-2+ +(1-2,)? = (1—-2z1+2)+ -+ (1 -2z, +22)
= (1+-~-—|—1)—2(x1+-~-+xn)—|—(x%—|—-~-—|—a:
= n—2n+n - -

= 0

on utilise les deux hypothe

On peut appliquer la question 1 & a; = (1 — x;)2. En effet, a; € Rt et la somme des a; est

nulle.
On en déduit que tous les a; sont nuls.
Autrement dit, Vi € [1,n], (1 —;)?> =0. D’ou

Vie ﬂl,nﬂ, Ty = 1
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Raisonnons par I’absurde et supposons que les trois produits sont strictement supérieurs a + :

i:
a(l—b)>1 et b(l—c)>1 et c(l—a)>}
4 4 4
Par produit d’inégalités positives, on a
113
a1 —b) x b(1 —¢) x ¢(1 —a) > (Z)
ce qui s’écrit encore (par commutativité de x) :
173
() abe(1 —a)(1—b)(1 —¢) > (Z)
Or, on sait que Vz € R, z(1 —x) < 1, donc on a
(17)<1 t b(lfb)<} t (17)<1
a a) < 7 e <7 e c )< 3

Et on a a(l —a) > 0 (en effet, a > 0 par hypothése, et I'inégalité ¢(1 — a) > 1 implique que
1—a>0carc>0).
De la méme fagon b(1 —b) > 0 et ¢(1 —c¢) > 0.

Par produit d’inégalités positives, on a

a(l—a) x b(1—b) x (1—¢) < (%)3

ce qui s’écrit encore (par commutativité de x) :

abe(1 —a)(1 —b)(1 - ¢) < (3)3

ce qui contredit 'inégalité (&) précédente.

[Olexo—RudimentsLogique.pdf, 13 septembre 2023, 15:06]




112

f=g+h
Montrons qu’il existe un unique couple de fonctions (g, h) tel que ¢ ¢ paire

h impaire
C’est un probléme d’existence et unicité, procédons par analyse-synthése.

f=9+h
Analyse. Supposons qu'il existe un couple de fonctions (g, h) tel que { ¢ paire
h impaire

On a une égalité de fonctions et 'on en fait une infinité d’égalité de réels
(en appliquant & = € R puis & —x et en tenant compte de la parité des fonctions) :

een { () = 9(a) + hia)

flx) + f(=2)
g(x) = 5
En ajoutant et soustrayant, on obtient : Vz € R,
- £ = FC)
2
Pour la culture : -
. f+f
on pourrait résumer cela en une seule égalité de fonctions : ' ) i /7 en notant f x— f(—x)
h ::;454;
Synthése. Réciproquement, considérons g et h les fonctions définies par
IR
2
Y @)~ f)
2
f=g+h
On vérifie facilement (& vous de le faire sur une copie) que ¢ g paire
h impaire

Bilan. On a montré que f s’écrit (cf. la synthése) de maniére unique (cf. analyse) comme somme
d’une fonction paire et d’une fonction impaire.
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On procéde par analyse-syntheése.

Analyse. Supposons qu’il existe f: R — R vérifiant #.
En particulier, I’assertion # pour z = 0 fournit :

(*) VyeR, f(0)f(y)—f(0)=y

En particulier, I’assertion & pour y = 0 fournit :

F(0)* = f(0) =0

c’est-a-dire
FO)(f(0)=1) =0
D’ot f(0) =0 ou f(0) = 1.

e Montrons que le cas f(0) = 0 est impossible.
Supposons f(0) = 0. En reprenant 1’égalité précédente (x) avec y =1, on a

F0)f(1) = f(0) =1
et comme on suppose f(0) = 0, on obtient 0 = 1, ce qui est absurde.
On a donc f(0) = 1. L’égalité (x) devient
VyeR, 1xf(y)—-1l=y
On a donc
VyeR, fly)=y+1

Ainsi, si une telle fonction f existe, alors nécessairement elle est égale a la fonction

fo:R — R
r — x+1

Ici, dans cet exercice, a la fin de I'analyse, on trouve qu’il y a 0 ou 1 fonction a vérifier &
Synthése. Montrons que la fonction fo: R — R vérifie la condition #.
r — x+1
Fixons z,y € R.
On a

fo@)foly) = folzy) = (z+ D)y +1) = (zy +1)
r+y

Bilan. On a montré I’égalité d’ensembles
{f R R f verifie 4} = (w2 +1)

Autrement dit, ensemble des fonctions vérifiant la condition # est Pensemble {x — x + 1}.
Autrement dit, il n’y a qu’une seule fonction a vérifier la condition # & savoir z +— x + 1.
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Analyse. Soit f une fonction vérifiant (x).

— En utilisant (%) avec z =1 et y = 1, on trouve

FOFQ) =2[f(1)+fO)] +1x1—4

D’oit f(1) est solution de I'équation t? — 4t + 3 = 0, qui a pour solution 1 et 3.
Ainsi f(1) =1 ou f(1) = 3.

— En utilisant (x) avec y =1, on a :

Ve eR, flx)f(l) = 2[f(x)+f1)] + zx1 — 4

D’ou
VzeR, (f(l)—2)f(x) = 2f(1)+z—14

Cas f(1)=1

Dans ce cas, on a donc

VeeR, —f(z) =2+x—4
D’ou
Ve eR, flz) = —x+2
Cas f(1) =3

Dans ce cas, on a donc
VeeR, f(z) = 2x34+x—4
d’ou
VzeR, f(z) = z+2

Bilan de l'analyse : une fonction vérifiant () est égale & f1 :z+— —x+2ou fo:ax— x+ 2.
Autre fagon de formuler le bilan de ’analyse :

{£1fvanifie (0} € {112}

Synthése. Regardons si fi et fp vérifient ou non ().

— Montrons que fo vérifie (*).
Soit z,y € R.
On a d’une part :

fo(@) faly) = (2 +2)(y +2)
=xy+2z+y)+4

et d’autre part :

2[f2(x) + fo(y)] +ay —4=2[(z+2)+ (y+2)] +zy — 4
=2[z+y+4]+ay—14
=zy+2@x+y)—4

Les deux membres sont égaux, donc fa vérifie (x).

— Un calcul analogue montre que f; vérifie (x).

Bilan de la synthése : f; et fo sont deux fonctions qui vérifient ().
Autre fagon de formuler le bilan de la syntheése :

{fi, o} C {f|fvériﬁe (*)}

Bilan. L’ensemble des fonctions f vérifiant (x) est égal a Uensemble {fi, f2}.
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Deuxiéme solution (beaucoup plus compliqué pour un éléve ; et en fait, ce n’est PAs une belle preuve!)
Analyse. Soit f vérifiant (%).
En particulier, en prenant y = x dans (x), on a

VeeR, f(x)?2—4f(z)+@d—2?)=0

Ainsi, , f(x) est solution de t? — 4t + (4 — 22) = 0, de discriminant 422 et dont les solutions sont

442
t= d =2tz

Bilan a ce stade. Une fonction f vérifiant (x) est du type
fia—24¢e(z)x

ol € est une fonction qui prend ses valeurs dans {—1,1}.

Remarquons, qu’a priori, on ne sait pas si € est constante égale & 1 ou constante égale & —1 (ce qui va finir
par étre vrai).

Reprenons la condition () vérifiée par f avec la forme de f trouvée.

one Yoy R, (2+:@n)2+e)y) = 2[@+e(@)n) + 2+ (y)y)] + 2y -4
o Vao,y €R, 4+ Z(s(x)m 4 6(y)y> Te(@)e(y)zy = 2 [4 Te(z)z + e(y)y] tay—4
o Yo,y eR, 4+2(c@)z+e@)y) +e@)em)ry = 2[e@)z+e@)y] + oy +4
o Yo,y €R, e(@)e(y)ay = ay

d’ou

Va,y €R", e(x)e(y) =1
Cela impose a € d’étre une fonction constante égale & 1 ou —1 sur R* (wHY, ce n’est pas du tout une évidence).
De plus, sa valeur en 0 n’impacte pas sur f, car f(0) = 2 quoi qu’il arrive.
Ainsi, € est constante égale & 1 ou —1 sur R tout entier.

Bilan de l’analyse. Une fonction vérifiant (x) est égale &  — 2 + x ou bien & z — 2 — x.
Synthése. Vérifions que les fonctions  — 2 + = et x — 2 — x vérifient (x).
A vous.

BILAN : ’ensemble des fonctions vérifiant (x) est {x —24+z; c—2— ac}
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Soit x = (z,y) € R2
Montrons qu’il existe un unique couple («, 3) € A x B tel que x = a + .

Raisonnons par analyse-synthése.

Analyse. Soit « = (a1,a2) € A et 8= (b1,bs) € B tels que x = a + .

On a alors i Z; I Z;
De plus a € A donc a; + as = 0, c’est-a-dire as = —aq et § € B donc by = bs.
On en déduit { z z (ila—l’——llilbl
r—=1Yy
N 2
et ainsi b ¥y
L)
. r—Yy y—x r+y r+y
Final ta= t 8= .
1naemena(272>eﬁ(2,2>

Synthése. Posons o = (m;y’ y;x) et = ($;y7m;—y> On a alors :

o ziy—FE:OdoncaeA;
2 2
o les deux composantes de 3 sont égales donc 8 € B;
oa+f=(zy) =x
La synthése prouve que x s’écrit comme la somme d’un élément de A et d’un élément de B.
L’analyse prouve que cette écriture est unique.
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Pour tout n > 1, on note P,, I’assertion

Poidfrtogtatpt -t <2-5>.

Montrons Vn > 1, P,.
Procédons par récurrence simple.

Initialisation. On a 1%‘ =let2— % =1, d’ou P;.

Héreédité. Soit n € N* tel que P,.

On a:
1 1 1
Tttt gt
On a donc :
1 1
(%) §+27+~~~+

1
(n+1)?

=+

(n+1)2

(P

1
+o3+

AR
n? (n+1)2

1

Pour cela, raisonnons par chaine d’équivalences.

Ona:
1 1 1
5; —_
n+1

(n+1)2 n

—

<~

IN

(2—%) d’ap

rés P,

<2+(@{7ﬁ*%>

Faisons une pause dans notre raisonnement et montrons que

1 1 1
n+1)2 ~ n n+1

1 1
(n+1)2 n(n+1)

nn+1) < (n+ 1)2

n

<

X

n+1

décroissance de la fonction inverse sur ]0, +oo[

division par n +1 > 0

L’assertion finale est vraie, donc I'assertion initiale aussi. Donc

I'inégalité

1
n+1)2

n

_nJrl

Reprenons l'inégalité (x). Par transitivité de <, on a donc

ce qui démontre P y1.

1
(n+1)2

X

est vraie

7n—|—1
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Montrons
Ve eRY, Vne N (1+2)">1+nx

Soit x € RT.

Montrons Vn € N*, (1+z)” > 1+ nax.

Attention, on ne fixe pas n (il n’y a donc pas de « soit n € N* », car nous allons procéder par
récurrence.

Pour tout n € N*, notons H,, la propriété suivante :

H - «(1+z)">1+nz»

Procédons par récurrence.
Initialisation.
Le membre gauche (1+z)! = 1+ x est supérieur ou égal au membre droit 1+ 1 x x = 1+ .
D’ou H;.
Hérédité. Soit n € N* tel que H,,.
Montrons Hy,41.-
D’aprés H,, on a
I+2)">214nx

Multiplions cette inégalité par 1 + = qui est positif. On obtient :
(1+2)"™ > (1 +nz)(1+2)
[ —
=14+(n+1)z+nz?
Comme nz? > 0, on obtient :
(I+2)"" > 14 (n+ 1z

D’ou Hn+1.

Bilan de la récurrence. On a montré
Vne N H,

Bilan de la question. On a montré

Ve eRT, VneN* H,
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1. Soit n > 3 tel que P,.
Montrons Py 41.
D’aprés P, on a 2" > n?2.
En multipliant par 2, on a 27! > 2n2,
Montrons que 2n? > (n + 1)? ce qui suffira & conclure (car on aura alors 2”1 > 2(n + 1)?).
On a les équivalences suivantes :

m?>(n+1)? <= n*-2n—-120

et le tableau de signes suivant :

x —00 1—+2 14++v2 +00
Signe de B
22— 9r 1 + 0 0 +

Comme n >3 et 3> 1+ 2, on en déduit que n2 —2n —1 > 0, d’ou 2n2 > (n+1)2.

Autre solution.
On a les équivalences suivantes :

\/§n>n+1
(V2-1)n>1
n > 1

= \/§ 1

o V2+1 B
nZ\/i—l-l Car\/ﬁ—li(ﬁ—l)(ﬁﬁ-l)iﬁ—’—l

2n% > (n+1)?

[

2. On a
1=20 > 02=0 e 2=2' > 12=1 mais 2222 2332 2tsy?

En revanche 2° > 52,
D’aprés la question 1, on en déduit que la propriété P,, est vraie pour tout n > 5.
Bilan. Pour tout n € N\ {2,3,4}, la propriété P,, est vraie.
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e 1% preuve, sans récurrence
Sans récurrence, on prouve que

VneN, Upt2 = U2n €6 Uopyg = Uonyt

Pour cela, on fixe n € N, et on calcule us, 12 en fonction de us,+1 puis us,+1 en fonction de ugy,,
ce qui permet d’avoir usg, 12 en fonction de ug,. Précisément

U2n
U2n4-1 Uzp — 1 WHY
Uon+2 = = Uan = U2n
U241 — 1 29
U2n — 1

Une fois cela fait, on en déduit que la suite (ug2,)nen est constante égale a wg, qui vaut %
On établit une formule analogue pour usg, 43 en fonction de ug,4+1. Et on en déduit que la suite
. U
(u2n+1)nen est constante égale a uy, qui vaut 701 = —1.
Uug —

e 2éme preuve
On commence par prouver par récurrence que

1
Vn eN, uy, = =
2
Je vous laisse faire (dans I'hérédité, vous aurez a prouver que ug, o2 = %, donc vous aurez a

exprimer us, 2 en fonction de us, comme dans la premiére preuve).

Puis, on prouve, sans effort, que Vn € N, us,11 = —1 (donc sans récurrence). Et ceci grace au fait
que 'on vient de prouver que pour tout n € N, us,, = % Allons-y. Fixons n € N.

On a

N|—

u = _n o = -1
2n+1 — - - -
U2y — 1 —1

o=

e 3™ preuve maladroite
On prouve par récurrence que

1
Vn e N, U2p — 5 et Uo2p+1 = -1
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1. Supposons (A C C et B C D).
Montrons AUB C CUD.

Soit x € AU B.
On adoncz € Aoux € B.

Cas = € A. Par hypothése A C C. Et on a toujours C C CUD. Donc A C CUD.
Comme z € A, on en déduit x € CU D.

Cas z € B. Ce cas est totalement similaire (& vous).
Il suffit d’échanger les roles joués par A, B d’une part, et C, D d’autre part.

Dans tous les cas, on a x € C' U D.

2. Supposons B C C.

— Montrons AUB Cc AUC.
On utilise la question précédente avec les inclusions A C A et B C C.
On en déduit AUB Cc AUC.

— Montrons ANB C AnC.
Soit x € AN B.

o OnazxeA.
o Onaz € B. Or B C C par hypothése. Donc x € C.

Ainsi, z € ANC.

Supposons AUB C AUC (x) et ANB C ANC (xx).
Montrons B C C.
Soit x € B.
On a B C AU B (toujours) et AU B C AUC (hypothese %), donc BC AUC.
Ainsi z, qui est dans B, appartient 4 AU C.

o Casz € A.
Comme x € B, et x € Adans ce cas,onaxz € AN B.
D’aprés ’hypothése (xx), on obtient z € AN C.
A fortiori, z € C.

o Casz e C.
Dans ce cas, on a z € C.

Dans les deux cas, on a z € C.

3. Supposons que A C B.
Montrons 'assertion de droite.

Soit X € Z(E).
Comme A C B, I'implication directe de la question 2 (avec des notations adaptées!)
permet d’obtenir AN X Cc BN X.
Supposons VX € Z(E), AnX Cc BnX.
En particulier, pour X = F € Z(FE), on obtient ANE C BNE.
D’ou A C B.
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Supposons que A\ B = C.
Montrons 1’égalité d’ensembles AU B = BUC.
1¢re preuve : par double inclusion
Soit x € AU B. Montrons que x € BUC.
Procédons par disjonction de cas : © € B ou sinon z ¢ B.

o Cas x € B. Comme B C BUC (toujours), on a x € BUC.

o Cas x ¢ B. Comme x € AU B par hypothése, on a alors dans ce cas z € A.
On a donc z € A\ B. Or par hypothése A\ B = C.
Donc z € C.
A fortiori, z € BUC.

Montrons BUC C AU B.
D’apreés l'implication = de la question 2 (avec des notations adaptées), il suffit de montrer
Iinclusion C' C A.

On a toujours (A \ B) C A. Or par hypothése, A\ B=C, d'ou C C A.

2éme preuve : par égalité ensembliste
Montrons que AU B est égal a (A\ B) U B.

On a:
(A\B)UB = (ANB)UB_ d’aprés le cours
= (AUB)N(BUB) par distributivité de 'union par rapport a l'intersection
= (AUB)NE
= AUB.

Or, par hypothése, A\ B = C d’ou

AUB=(A\B)UB=CUB=BUC
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Montrons (i) < (ii).

Supposons (i) AUB = Q.
Montrons l'assertion (ii).

Soit X € P(Q) telle que X N A = @.
Montrons que X C B.

Soit z € X.

A fortiori, x € Q.

D’aprés (i), on a donc « € A ou = € B.

Or X N A = & donc le premier cas est impossible et on est dans le deuxiéme cas.
D'ou z € B.

Supposons (ii).
Montrons que AU B = Q.
Procédons par double inclusion.

Comme A et B sont deux parties de €2, on a bien str, AU B C Q.

Montrons 2 C AU B.
Soit x € 2. Montrons que x € AU B.
Distinguons deux cas.

— Casx € A. Dans ce cas,on a x € AU B.

— Cas z ¢ A. Posons X = {z}. Comme z ¢ A, on a donc X N A = &.
On peut donc appliquer 'hypotheése (ii) avec ce X.
On obtient X C B.
Comme par définition x € X, on a x € B.
A fortiori, z € AU B.

Dans les deux cas, on a z € AU B.
Autre preuve (dangereuse pour un éléve, mais elle fonctionne!). Vous

remarquerez qu’il n’y a pas d’éléments dans cette preuve que de la manipulation d’en-
sembles.

Appliquons ’hypothése (ii) avec la partie X = Q\ A qui vérifie bien X N A = &.
On en déduit X C B, c’est-a-dire (2\ 4) C B.
En prenant 'union avec A de cette inclusion, on obtient :

AU(Q\A) Cc AUB

Or AU(Q\ A)=Qdonc 2 C AUB.

Bilan. On a donc montré que les assertions (i) et (ii) sont équivalentes.
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Supposons ANB =2 et AUB=FE.
Montrons E = (B\ A)U (A \ B).
Procédons par double inclusion.
L’inclusion D est évidente.
Montrons ’autre inclusion C.
Soit « € E. Puisque E = AU B par hypothése, on peut distinguer deux cas :

r€A ou z€B
Puisque AN B = @, ce « ou» est exclusif, donc
xr€A\B ou z€B\A

Doanz e (A\B)U(B\A).
Supposons E = (A\ B)U (B\ A).
Montrons successsivement AUB =FE et ANB =0@.
— On a tout d’abord (A\ B) C A et (B\ A) C B. Ainsi (reprendre la question 1 de
Pexercice 129).
(A\B)U(B\A)C AUB.
Or, par hypothése E = (A\ B)U(B\ A), doa E C AU B.
L’autre inclusion £ D AU B étant évidente, on obtient ’égalité AU B = E.
— Montrons AN B =@.
Raisonnons par ’absurde en supposant que A N B n’est pas vide.
Il existe alors x € AN B. Autrement dit, on a = € E et

r€A et z€B

On en déduit que
x¢ A\B et z¢ B\ A
Douxz ¢ (A\B)U(B\ A).
Or (A\ B)U (B\ A) = E par hypothése.
D’ou z ¢ E, d’ou labsurdité!
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1.

2.

3.

Soit x € AH B.
Alors z est de la forme a + b avec a € A et b € B.
Dans ce cas particulier, on a donca=0oulet b =1 ou 4.
Doncx =a+b=1,4,2 ou 5.
Ainsi,
AHBB=1{1,2,4,5}.
Soient Aj, A2, B € P(R).
Inclusion réciproque.
Soit x € (A1 U As) BB B.
Alors, il existe a € Ay UAs et b€ B tels que x = a+b.
Donc a € A1 ou a € As.
— Sia€ Ay, alors x € A HB.
— Sia € Ay, alors x € A, HB.
Donc z € (A1 BB)U (A2 B B).
Inclusion directe.
Soit x € (A1 B B) U (A2, B B).
Alorsz € AiBBBoux € A, HB.
Distinguons ces deux cas.
— Sixz € A; H B, alors on peut écrire x =a; + b, ot a; € A; et b € B.
En particulier, on a a; € A1 U As.
Donc = € (A; U Ay) B B.
— Siz € A; H B, on procéde de méme.
Ainsi, dans chacun des cas, z € (4; U A;) B B.

Bilan. On a montré que :
(A;BB)U(A:BB)=(4,UA,)BB

(a) Soient A, Ay, B € P(R).
Soit x € (A1 N As) B B.
Alors, il existe a € A1 N Ay et b € B tels que z = a + b.
Comme a € Aj,onax € A1 HB et comme x € Ay, on a x € A, H B.
Donc z € (A1 BB)N (A2 B B).
Bilan :
(AiNA)BBC (A EBB)N (A2 B B)

(b) La réponse est non : exhibons un contre-exemple.
En prenant 4; = {0,1}, Ao = {1,3}, et B={1,4}, on a:
— A1NAy={1} dou (41 N As) B B = {2,5}.
— A BB ={1,2,4,5} et AyB B ={2,4,5,7} d'ott (A; B B) N (A, B B) = {2,4,5}.
Donc (A1 N Ay)B B # (A H B) N (As B B).

Ainsi, il n’y a pas égalité (dans le cas général) entre les ensembles (41 N Ay) B B et
(A1 HB)N (A2 H B).
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1. Calculons les premiéres valeurs de Fy + Fy + --- + F),.

n 112(3(4}5 (6| 7|8|9]10
F, 11112135 |8 |13[21|34] 55
Fi+FF+--+F,||1]2]4|712]20 |33 54|88 143

Il semble donc naturel de conjecturer que Fy + Fo + -+ + F, = Fi40 — 1.
Pour n > 1, notons P(n) lassertion « Fy + Fo + -+ F, = Fj10 — 1 ».
Nous allons montrer Vn > 2, P(n) par récurrence simple.
Initialisation. Ona F; =1et F3—1=2—1=1, ce qui prouve P(1).
Hérédité. Soit n > 1 tel que P(n). On a alors :

P+t o+ P+ o=+ R+ 4+ Fy)+ Foa

= (Fpy2— 1)+ Fhpq d’apres P(n)
=Fop1+ Fhpo—1
= L'n+3 — 1

La derniére égalité ayant lieu d’aprés la définition des nombres de Fibonacci. Ceci prouve
P(n+ 1), et conclut la récurrence.

2. Pour n > 1, on note P(n) 'assertion « n peut s’écrire comme une somme de nombres de
Fibonacci non consécutifs ».
Montrons ¥n > 1, P(n) par récurrence forte.

Initialisation. On a 1 = F}, ce qui démontre P(1).

Heérédité. Soit n > 1 tel que P(m) soit vraie pour tous les 1 < m < n. Démontrons P(n+1).
Il ne fait guére de doute qu'il existe py € N* tel que F},, > n+1 (une récurrence double
montre par exemple que 'on a F, > p — 1 pour tout p).

De plus, une récurrence simple montre que la suite (Fj),en est croissante, de sorte que

Vp=po, Fp>n+1

Par ailleurs, il existe des indices k tels que Fj, < n+1 (par exemple k = 1, car n+1 > 2).
Tout ceci nous autorise donc & considérer k le plus grand des indices tels que Fj, < n+1
(aprés les chapitres sur les suites et sur ’ensemble N, on formalisera plus économique-
ment les arguments qui précédent, en se servant de la propriété suivante : toute partie
finie non vide de N admet un plus grand élément).

— Si F, =n+1, alors n + 1 est lui-méme un nombre de Fibonacci, d’ou P(n + 1).
— Si Fp, <n+1,posons m=n-+1— F.
1l s’agit d’un entier vérifiant 1 < m < n donc, d’aprés P(m), il peut s’écrire comme
une somme F;, + F;, + -+ F; , avec i541 > is + 1 pour tout s € [1,r — 1].
On obtient ainsi une écriture de n 4+ 1 comme somme de nombres de Fibonacci :

n+l=F, +F,+ - +F, +F, CY)

dont il s’agit de montrer qu’elle ne contient pas deux nombres de Fibonacci consé-
cutifs.
Dé¢ja, on a F;, < n+ 1, donc la définition de £ montre que k > i,.
Montrons que k > ¢, + 1 en montrant que les cas k = 1, et kK = %, + 1 ne peuvent
pas arriver.
— Sik=14,,0na
n+1l > 2F, > F, +F, 1=F, 11,

ce qui démontre que k > i, + 1 et constitue une contradiction.

— Sik=i.+1,0ona
n+1l > F, +F, 11=1F; 1o,
ce qui démontre que k > 4, + 2 et constitue une contradiction.

Ainsi, (") exprime bien n + 1 comme une somme de nombres de Fibonacci non
consécutifs, ce qui prouve P(n + 1) et conclut la récurrence.
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1. On montre que seule la fonction nulle est solution.

2. Analyse. Soit f: R — R vérifiant ().
Plusieurs stratégies sont possibles.
— Stratégie 1. On applique bétement en y = 0 pour obtenir Vz € R, f(z) = z + f(0).
— Stratégie 2. On applique en z = —¢, y = ¢ pour obtenir V¢ € R, f(t) = f(0) +¢.

— Stratégie 3. Le membre gauche est symétrique en x et y, donc le membre droit doit
étre aussi symétrique. On a donc z+ f(y) = y+ f(z) c’est-a-dire f(z)—x = f(y)—y
pour tous z et y.

Donc la fonction z — f(z) — = est constante.

Bilan de lanalyse : si f vérifie (x), alors il existe a € R tel que f est de la forme
T —x+a.

Synthése. On vérifie que les fonctions de cette forme (les translations) conviennent.

3. En utilisant la V-assertion avec x = f(t), y = t, on obtient (aprés réécriture)
VteR, f(t)=1-f(0)—¢t.

En particulier, pour ¢ = 0, on obtient f(0) = 1.
Ainsi,
1
VEER, f(t)=;—t

1
Bilan de l’analyse. Si f vérifie (x), alors f est la fonction ¢t — 3~ t.

Synthése. On montre que la fonction ¢ — § — ¢ vérifie ().
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1. Le plus simple est de faire le calcul au brouillon, et de définir les suites (an)nen €t (bn)nen
de facon adéquate.
Soit donc (ap)nen €t (bn)nen les suites définies par

a0 et Vn € N, @n+1 = 3n + dby
bop=0 bn+1 = 2a, + 3by,.

Pour tout n € N, notons P(n) 'assertion « a,, € Net b, € N et (34 2v2)" = a,, + b,v/2 ».
Montrons Vn € N, P(n) par récurrence simple.

Initialisation. On a 1 € Net 0 € N et (3 +2v2)° = 1 = ag + bg\/2, ce qui montre P(0).
Hérédité. Soit n € N tel que P(n).
D’aprés P(n), on a a, € N et b, € N. on en déduit que a,+1 = 3a, + 4b, € N et
bn+1 = 2an + Sbn e N.
Par ailleurs, on a

(3+2v2)"H = (3+2V2)" x (3+2V2)
= (an +baV2) x (3+2V2) d’aprés P(n)
= (3an + 4b,) + (2a,, + 3b,)V2
= apy1 + b1 V2,

ce qui démontre P(n + 1) et clot la récurrence.

2. Pour tout n € N, notons Q(n) I'assertion « (3—2v/2)" = a, —b,v/2 ». Montrons Vn € N, Q(n)
par récurrence simple.

Initialisation. On a bien (3 — 2v/2)° = ag — bpv/2, d’ott Q(0).
Heérédité. Soit n € N tel que Q(n). On a alors
(3—2v2)" = (3 - 2v2)" x (3 —2V2)
= (an — bnV/2) X (3 —2V/2) d’aprés Q(n)
= 0n41 — bn+1\/§’
ce qui démontre Q(n + 1) et clot la récurrence.
3. Soit n € N.
D’aprés les questions précédentes, on a (34 2v/2)" x (3 —2v/2)" = (ay, + bov/2)(an — by /2).
Or,
(3+2v2)" x (3-2v2)" = |(3+2v2)(3 - 2v2)|
=9-8"
=1

et (an + bpV2)(an — bpV/2) = a2 — 202,

Ainsi, on a Vn € N, a,, — 202 = 1.

Pour répondre a la question, il suffit maintenant de vérifier que les couples (an,,b,), pour
n variant dans N, constituent bien une infinité de couples. La solution la plus simple est
de remarquer que la suite (ay)necn, par exemple, est strictement croissante, c’est-a-dire que
Vn e N, apt1 > an.

Soit n € N. On a

an+1 — ap = (3a, + 4b,) — ay, par définition
= 2a,, + 4b,
>0 car a,, b, € N d’aprés la premiére question.

Cela démontre déja que la suite (a,)nen est croissante. Comme ag = 1, on sait que Vn €
N, a,, > 0. On en déduit que Vn € N, 2a,, +4b,, > 0, et le calcul que 'on vient de faire montre
que Vn € N* a,4+1 > ay.

Les couples (ay, by,) sont donc tous différents les uns des autres, et on en déduit qu’il existe
une infinité de couples (z,y) € N? tels que 22 — 2y? = 1.
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Prendre n = 2 pour commencer.
Soit I de cardinal n.
Raisonner par I’absurde en supposant que

Viel, 35#14, A; C A;

On construit une suite (U,,) d’éléments de (A;);er.

On pose Uy = A;, quelconque.

On pose U; une partie A; incluse dans Uy (distincte de Up). Ca existe d’aprés hypotheése.

On pose Uy une partie A; incluse dans Uy (distincte de Uy). On a alors Uy C Uy € Up. Donc Uy
est distincte de U; et Uy.

On pose Us une partie incluse dans Uy (distincte de Us).

etc

On pose U,, une partie incluse dans U,,_; (distincte de U,,_1).

Cette partie est nécessairement parmi les n premiéres parties Up, ..., U,_1.
Autrement dit, on a U,, = Uy pour un certain k.
On a alors

U, CUp—1 C---CU

D’ou égalité partout au milieu, ce qui contredit le fait que U; 1 # U;.
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