Nombrescomplexes

exercices




Conjugué, Module ...

101 | Tangente de ’angle moitié
Soit z € C\ R_.
Montrer que Re z + |z| # 0. Puis, en notant # un argument de z, montrer que

¢ Imz
an- = ———-
2 Rez + |7|
102 | Calculs dans U
Soit 21,29 € U tels que z129 # —1. On pose Z = M
1+ 2129

1. Montrer que Z est réel.

2. On note #, et O3 des arguments des complexes z; et zo. Que peut-on dire de 6 + 05 7
Exprimer le nombre réel Z en fonction de 6, et 62 (sous-entendu sans exponentielle complexe).

03 | Cas d’égalité de I’inégalité triangulaire dans C
Le but de 'exercice est de (re)démontrer 1’équivalence suivante (c’est une autre fagon d’énoncer le
cas d’égalité de l'inégalité triangulaire) :

V21,29 € C, |21 4+ 22| = |z1| + |22] <= (zl €RT  ou € 21R+>

oil la notation z; € zRT signifie « IX € RT, 27 = Azg ».
Une remarque en passant : les deux assertions sont symétriques en z; et za2, c’est-a-dire qu’elles ne changent pas si I’on

échange les roles joués par z1 et za.

1. A loral, rappeler comment on montre que :

Vz1,22 € C, |21 4 22| = |z1] + |22] <=  21Z2 +Z122 = 2|z1229]

2. A T'oral, montrer la chaine d’équivalences

Vz€C, Rez=|z|] &= 2R (ze]RJr ou ZeR*)

3. Par double implication, montrer : Vzi,29 € C, 2173 € RT = (zz =0ou z € ZQR+>.

4. Conclure quant a 'objectif de I'exercice.

5. Bonus. On suppose z; et 2o non nuls, de sorte que l'on peut considérer leurs arguments.
Montrer
|21 4+ 22| = |z1] + |22] <= 21 et 22 ont mémes arguments

Cas d’égalité

Soit 21, 22, 23 trois complexes non nuls. Montrer ’équivalence

|21 4+ 22 + 23] = |21] + |22] + |23] <= =21, 22, z3 ont mémes arguments

Réfléchir & un énoncé et une preuve pour n nombres complexes non nuls.

Forme trigonométrique
Soit # € R. On pose Z = 1 + ¢ + %9,

A quelle condition nécessaire et suffisante sur 6, a-t-on Z = 0?
Lorsque Z # 0, donner la forme trigonométrique de Z.

=
(94

106 | Egalité de modules
Trouver tous les z € C* tels que z, % et 1 — z aient méme module.

[OSexo—Complexes.pdf, 29 septembre 2023, 11:54}




=~

=~

=~

109

110

111

112

114

115

116

117

Inégalités
Une inégalité (1)

Soit z € C. Montrer w < |zl < |Rez| + [Im z|.

Une inégalité (2)

Soit n € N et z € C\ U. Montrer que ’ 11’_"‘:

Avec l’inégalité triangulaire!
Soit z, 2 € C. Montrer que |z| + |2/| < |z + 2/| + |z — 2’| et préciser les cas d’égalité.

Formule de Moivre, Formule d’Euler

Linéarisation

Linéariser sin® z. On doit trouver 2 + £ cos(4z) — 1 cos(2x)

8 8 2
Exprimer cos® @ et sin® f en fonction des cos(kf) et sin(kf) pour 0 < k < 5.

Résolution d’équations

Sans effort
Soit a € C. Résoudre I'équation 22 — (14 a+a?)z +a+a® = 0.

Un systéme somme-produit

r+y=3

Chercher tous les couples (z,y) € R? vérifiant { 5
xy =

Combien y a-t-il de solutions ?

Polyndéme minimal
Soit z € C \ R. Trouver p,q € R tels que 22 + pz + q = 0.

Vous avez dit « somme-produit » ?
Soit p,q € C avec q # 0.
On note 2; et 2, les solutions de I’équation 22 4+ pz 4+ ¢ = 0.

Justifier que z; et z5 sont non nuls, puis déterminer une équation du second degré dont les solutions

sont 1Tz ot lfz2.
z2 zZ1

Une équation du 3%™¢ degré
Résoudre dans C 'équation 22 + (1 — i) 2
une solution imaginaire pure.

2 — %z+4+1—3i =0, aprés avoir démontré qu’elle posséde

Une équation a paramétre de degré 2
Soit 6 € R. Résoudre I’équation 22 —2cosf z + 1 = 0 d’inconnue z € C.

Une équation a paramétre de degré 4
Soit § € |-%, Z[.

Résoudre I’équation z* — 2sinf 22 + tan? 6 = 0.
Combien a-t-elle de solutions distinctes ?
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Racines néme

Deux produits
Soit (a,b,c) € C3.
Calculer les produits (a + bj + cj2)(a + bj% + ¢j) et (a + b+ c)(a+ bj + cj?)(a + bj? + cj).

119 | Racine 7°™° de ’unité
Onpose z=e7, S=z+ 22424 et T =23 + 25 + 26.
1. Montrer que S =T et Im S > 0.
2. Calculer S+ T et ST. En déduire S et T.

120 | Une CNS d’inclusion des U,
Soit m et n dans N*. Montrons que U,, C U,, si et seulement si n divise m.

(121! Equations plus difficiles
Soit n € N*. Résoudre dans C les équations

L z+D)"=(=-1"
2. z+D)"=(1-2)"

i_l_ 2 | Trois points de U a somme nulle
Soit x,y, z € R. Montrer que e + el¥ 4 ¢l? = 0 = 2% 4 iV 4 €122 = (.
Exponentielle complexe
i:l: :3] Et si on multipliait par e¢* 7!
Résoudre I'équation e + e~ % = 2i.
i:l: :4] Inégalité exponentielle

Montrer que Vz € C, |e?| < el*l et déterminer les cas d’égalité.
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Triangle équilatéral

126

127

128

129

Un peu de géométrie

Montrer que les points distincts A, B et C, d’affixes a, b et ¢, forment un triangle équilatéral si et
seulement si a? + b + ¢ = ab + bc + ca.

Cercle et orthogonalité

b b—
Soita,bG(C.Onposew:CH_ —M.

1. Montrer I’équivalence
z—b . 2 2
VzeC\{a}, — €iR <= |z—w|°=R
z—a

2. On suppose a # b et on note A et B les points d’affixes a et b.
On note  le point d’affixe w.
Pour un point M du plan, déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que m et
M B soient orthogonaux.

Puissance 1, 2, 3
Déterminer les complexes z € C pour que les points d’affixes z, 22, 2

3.
1. soient alignés;

2. forment un triangle rectangle ;

3. forment un triangle rectangle et isocéle.

Orthocentre
Soit A, B, C trois points distincts du cercle trigonométrique, d’affixes respectives a, b, c.

Montrer que le point H d’affixe h = a + b + ¢ est U'orthocentre du triangle ABC, c’est-a-dire le
point de concours des hauteurs.

m, ol es-tu?
Pour tout n > 3, on pose

2k 20kt
n

1. Donner une interprétation géométrique de W, et en déduire une conjecture pour la limite de
la suite (W),)n>3.

2. Calculer Ws.
3. Soit n > 3. Montrer que W,, = 2nsin (%)

4. Montrer que la suite (W,,),>3 admet une limite et la déterminer.
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Petits DM
Equation du 3™ degré

1. Rappeler la définition du nombre complexe j.

Donner un polynéme de degré 2 admettant j pour racine.

Soit (p,q) € (R*)*.
On considére ’équation d’inconnue complexe z

(B1): 2> 4+pz+q=0

et 'équation d’inconnue complexe Z

3

p
Ey):Z%+qZ = =0
(E2) q o7

On note U et V les solutions de I’équation (E2).

On note u une racine cubique de U, c’est-a-dire un nombre complexe tel que u>® = U.

2. Exprimer U 4+ V et UV en fonction de p et gq.
3. Montrer que u # 0.

Dans la suite, on pose v = _—p.
3u
4. Montrer que v3 =V puis que u® 4+ v3 = —¢q.

5. Montrer que u + v est solution de ’équation (E4).
6. Montrer que ju + j%v et j2u + jv sont aussi des solutions de ’équation (Ej).
7. Dans cette question, on suppose que u et v sont réels distincts.
Montrer que ju + j%v ¢ R. En déduire que j2u + jv ¢ R, puis que ju + j%v # j%u + jov.

oo

. Montrer que si 4p3 + 27¢® > 0, ’équation (E;) admet une racine réelle et une seule.

Indication : on pourra utiliser que pour tout réel A, il existe un unique réel a tel que a® = A.

9. Montrer que I’équation 22 — z — 1 = 0 admet une unique solution réelle que 1’on déterminera,

a l'aide de radicaux (racine carrée, racine cubique etc.).

{ 131 L’ensemble Z[j]
- 1. Soit (E) I'équation 22 + z + 1 = 0 d’inconnue z € C.
Donner les solutions de (F) sous forme algébrique et sous forme exponentielle.
Dans la suite du probléme, on pose j = e’
2. Soit z € C.
On écrit 2 sous la forme 2z = a + ib avec (a,b) € R2.
(a) Montrer qu’il existe un unique couple (x,y) € R? tel que 2z = z + jy.
(b) Exprimer |z|? en fonction de x et de y.
Dans la suite, on note A ’ensemble
A = {x +jy, (z,v) 622} ce qui s’écrit encore A = {z eC|3I(z,y) EZQ,z:m—i—jy}
3. (a) Montrer que A est stable par somme.

(b) Montrer que A est stable par produit.

(¢) Montrer que A est stable pour la conjugaison, c’est-a-dire que si z € A, alors Z est
dans A.
4. Soit U ’ensemble suivant
U ={zeA|TdeAz=1}

Autrement dit, U est Pensemble des complexes z de I'ensemble A tels qu’il existe 2z’ dans A
vérifiant zz' = 1.

(a) Montrer que U est stable par produit.
(b) Soit z € A. Montrer I’équivalence suivante

zEU = 2P =1

(¢) Montrer que U contient exactement six éléments que 1’on écrira en fonction de j.

Indication, on pourra remarquer que |z|? peut s’écrire comme la somme de deux carrés.
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Soit z € U. Montrer que |1+ 2| > 1 ou |1 + 22| > 1.

133

Montrer 1'égalité {z eC*|z+1le ]R} =UUR*".

134 | Equation 2" = w™
Trouver n,m € N* minimaux tels que (1 +iv/3)™ = (1 — ).

135 | R-liberté de (1, )
Soit a € C. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que 'on ait I’implication

VV(QH y) S H£27 x + ay = 0 — = Yy = 0.

Pl

136 | Puissances de i
En fonction de n € N, combien valent :

o " o 1+i+i2+. - +4m; o i-q2.43...q™,

137 | Détermination principale de la racine carrée

z 42|

V2Rez + 22|

On note Z ’ensemble formé par ces valeurs de z.
2. Calculer f(z)? pour z € 2.

3. Déterminer les racines carrées de —9 + 40s.

1. Pour quels z € C Pexpression f(z) = est-elle bien définie ?

138 | Une équation complexe
Résoudre dans C I'équation Re(z?) = Im(z?).

139 | Racines de méme module
Soit p et ¢ deux nombres complexes, avec g # 0. On suppose que les deux racines de X? — pX + ¢?
ont le méme module.

Exprimer le quotient Z—z en fonction des deux racines, et en déduire que g eR.

N
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Le complexe z n’est pas nul, donc il posséde un argument 6.
Montrons que Re z + |z| # 0.

Raisonnons par ’absurde en supposant que Rez = —|z].

En élevant au carré, on a donc (Rez)? = |2]2.

D’ou (Im 2)? = 0.

D’ou z = Re 2.

D’ou z = —|z| d’aprés 'hypothése du raisonnement par 'absurde.
On a donc z € R_ ce qui contredit I’hypothése de I’énoncé.

Montrons la formule en partant du membre droit. On a :

Im z |z| sin @ sin 6 2sinfcos?  sin . 0
= = = = = an—-
Rez+|z| |z|cos@+|z] cosf+1 2cos? & cos 4 2
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1. Ona:

21+ 7z
1+Z122
141
z1 z2

1 1

1 + zZ1 22
zZ2+2z1
2122
z12z24+1
2122

VA

régles de calcul des conjugués

car z1,22 € U et le conjugué d’un élément de U est égal a son inverse

en réduisant aux mémes dénominateurs

Comme Z = Z, on en déduit que Z est réel.

Par défintion de 61 et 05, on a z; = ¢l?1 et 29 = ¢

i62

Comme 2129 # —1, on a 01 + 05 £ 7 [27].
Par les formules de I’angle moitié, en forgant les factorisations, on a

. . . . _ s 01 —6
e191 + e192 el (91+92)/2 e1 (91 92)/2 + el( 91+92)/2 _ cos (_12_2) '
1+ oi(01+62) 1 (01102)/2 o—1(01402)/2 1 o1 (9:+02)/2 cos (402
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— Supposons |21 + 2 + 23| = |21] + [22] + |23].
D’apreés I'inégalité triangulaire appliquée & deux reprises, on a :

|21 + 22 + 23] < |21 + 22| + |23] < |21 + |22| + |23)-

Comme les termes extrémes sont égaux par hypothése, on a en fait des égalités partout.
L’égalité de droite fournit :

|21 4 22| = |21] + | 22
On utilise alors le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire pour ces deux nombres complexes
non nuls.
D’aprés I’exercice 103, on obtient que z; € 2,R' ou 29 € z1RT.
Donc z; et z3 ont mémes arguments (ceci est dii au fait qu’'un argument d’un réel positif est
nul modulo 27).

On recommence tout ce raisonnement en échangeant les roles joués par z3 et zs.
On obtient que z; et z3 ont mémes arguments.
Bilan : 21, 29, z3 ont mémes arguments.
— Réciproquement, supposons qu’il existe § € R tel que z; = |z;|e! pour tout k € [1,3].
Alors 2z + 29 + 23 = (|21| + |22 + |Z3|>ei‘9.

En appliquant le module, on obtient

zt 2+ 23| = ||l + 22| + 2] | [
—— |~
cR+ =1

Dot |z1 + 22 + 23] = |z1] + | 22| + |23].
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Procédons par analyse et synthése.
Analyse. Soit z € C* tel que |z| = |%| =|1—2z|.
Il y a deux égalités a exploiter.
D’une part, on a |1| = |z, donc |z|* = 1. Donc z € U.

D’autre part, on a |z| = |1 — 2|, donc le point M, d’affixe z est a égale distance de l'origine
O (d’affixe 0) et de I (d’affixe 1). Autrement dit, M, est sur la médiatrice du segment [OI],

qui est la droite verticale d’équation xz = % On a donc Rez = %
Puisque z € U, on a (Rez)? 4 (Im 2)2 = 1, donc Tm z = +¥3.
On en déduit que z € {% + ?z}
U |
@) I

Remarque. On aurait pu aussi dire la chose suivante. D’autre part, on a |1 — z| = 1 (car
on vient d’obtenir |z| = 1), donc M, est sur le cercle C; 1 de centre I et de rayon 1. Mais
ensuite, il faut intersecter les deux cercles et constater que ’on trouve les deux points.

Synthése. Vérifions que les deux complexes % + ?z sont solutions.
Posonszozé—&—@i:l—i—j.
On a|zg| =1, donc [1/z9] =1, et |1 — 20| = | — j| = 1.
En passant au conjugué, on voit que zy posséde les mémes propriétés.

Les nombres cherchés sont donc —j = % + ?z et son conjugué —j = % - @2
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On va établir deux inégalités que ’on va sommer.
Ona2z=(z+2)+(z—2).
D’aprés l'inégalité triangulaire, on a donc

*) 22l < |22+ |z 2]

Ona2 = (z+72)+ (2 —2).
D’aprés I'inégalité triangulaire, on a donc

) 21| < 12/ +z2+ ]2 -2

Sommons ces deux inégalités (en remarquant que les membres de droite sont égaux).
Apreés simplification par 2, on obtient

©) 2l + 2] < |z 421+ ]z =2

Etude du cas d’égalité.

On a égalité dans (O) si et seulement si il y a égalité dans (%) et (¥).
Cela correspond au cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire.

On obtient donc la condition

(z—l—z’:O ou z—z’e(z+z’)R+> et (z—i—z’:O ou z’—ze(z+z')R+)
c’est-a-dire

z+2'=0 ou <zfz'€(z+z’)R+ et z’fze(z+z')]R+)

La condition de droite est du type ((5 coRT et ¢ (—U)R+) avecl §=z—2 eto=2+7.

J’annonce que 'on a ’équivalence trés générale suivante :
(W) §€oR" et §e(—o)RT = =0
Ainsi, la condition du cas d’égalité est donc

242 =0 ou z—-2=0

Preuve de (&)

Le sens <= est facile!

Supposons donc ’assertion de gauche.

On peut alors trouver A, € RT tels que § = Ao et § = —op.

D’ott Ao = —po, d’ott (A + p)o = 0.

Dot A+pu=00uoc=0.

Dans le premier cas, on a A =0 et u = 0 (car A, u sont positifs). En reportant, on obtient § = 0.
Dans le deuxiéme cas, en reportant I'info o = 0 dans une des deux égalités, on trouve é = 0.

1. On a choisi la lettre « delta » § pour désigner la différence, et la lettre « sigma » o pour désigner la somme.
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Pour tout a,b € C, on a :
(a4 b)° = a® + 5a’b + 10a*b? + 10ab> + 5ab? 4 V°
D’ou

e 4565 +10e" + 10" + 5e=¥0 4 £77) .

i0 —ig\ °
5 e +e 1
0= —— ) =—
o8 ( 2 ) 25 (

En regroupant les termes symétriques, on obtient :

cos™0 = ((e? +e7) +5 (3 + e739) + 10 (" + 7))

32
1
=16 (COS(59) + 5cos(36) + 10 cos 9).

De méme, on a :

P ClAN (e — 5% + 10e% — 106" + 5e 3% — i)
% i)
_ % ((ei59 _ e—i59) _5 (e3i9 _ 6—31‘9) 110 (eie _ 6—i0))
= 1i6 (sin(56) — 5sin(36) + 10sin 6).
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Cette équation de degré 2 a nécessairement deux solutions (éventuellement confondues) dans C.
Leur somme vaut 1 + a + a? et leur produit vaut a + a® = a(1 + a?).
Les solutions sont « donc » a et 1 + a?.
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D’aprés le cours, on a I’équivalence

Y (z,y) € R?, { Tty <= x, y solutions de t> — 3t +2 =0

Ty = 2

Or I'équation t? — 3t +2 = 0 a deux solutions 1 et 2. Donc les couples solutions sont (1,2) et (2,1).
Il y a donc deux solutions !
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Le produit des solutions de I’équation 22 + pz + ¢ = 0 vaut ¢. Ainsi 2129 = ¢q. Or ¢ # 0, donc les
complexes z; et zo sont non nuls.

On pose
1+2z 1+2
le ! et ZQ: 2.
22 21
On a
1421 14z zi+23+z+z 21+ 22)% —2z120+ 21 + 2
Zy+ Zy = LS 2 _ 1T 2:(1 2) 122+ 21+ 22
z2 21 2122 2122
Comme z1 + 23 = —p et 2122 = ¢, on obtient :
2
—9g —
Zl+22:u.

On obtient, de méme :

7 70— 1+2z1+20+2120 1—p—|—q.
e z122 B q

D’aprés le cours, Z; et Z5 sont les solutions de 1’équation :

22— 1—
_P-2-p, l-opta_
q q

7> 0.
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— Sia € R, alors ai est solution de I’équation si et seulement si
—a*i—(1-i)a*—ai+1-3i=—-a>+1+i(-a®>+a®>—a—3)=0,
ce qui équivaut a

—a?+1 = 0
—a®+ad®>—-a—-3 = 0.

La premiére équation donne a = £1 et seul —1 convient pour la seconde équation. Ainsi —i
est solution de I’équation.

— Tl existe (b,¢) € C? tel que, pour tout z € C,
P (1—i)22—2+1-3i= (249> +bz+c).

Ona(z+i)(22+bz+c)=2>+(b+i)z2 + (c+1ib)z +ic. 1l suffit donc que b et ¢ vérifient
b+i=1—4,c+ib=—1letic=1—3i, cest-a-direb=1—2iet c= -3 —i.

Ainsi z est solution de ’équation si et seulement si 2 = —i ou 22 + (1 — 2i)z — 3 —i = 0.
On résout I’équation du second degré. On trouve A =9, donc z = *1%2’*3

L’ensemble des solutions de 1’équation de degré 3 est {—i,—2 4,1+ i}.
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Le discriminant de cette équation du second degré est A = —4sin? § = (2isin ).
Les solutions sont donc égales a
—(—2cosf) +2isinf
2

= cosf+ising = et

Plus précisément :

=1 10=0 |2
— Si60 =0 [n], alors A = 0 et ’équation admet une solution double zy qui vaut 0 S? [2]
20=—1 sif=m[27]
— Si @ #0 [n], alors A # 0 et I'équation admet deux solutions distinctes e! et e=1.

Bilan. L’ensemble des solutions de ’équation est donc
{1} si @ =0 [27]
{-1} sif=m [27]
{ei? e710} sif£0 [n]
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On note & I'équation donnée.
On pose Z = 2% et on résout Z2 — 2sinfZ + tan? 0 = 0.
Cette équation a pour discriminant

4sin* 0

. 2

O 2

A = 4(sin? 0 — tan®0) = 7:(2'78111 )
(sin an”f) cos2 0 1(:059

Ses solutions sont donc

c’est-a-dire )
sin” @ .
sinf +i = tanf(cosf £isinf) = tanfer?
cosf

Notons Z; et Zs les deux solutions, qui sont distinctes si et seulement si 6 # 0 :
Z = tan@e? et Loy = tan@e 0.

— Si 0 =0, alors Z; = Z>.
Plus précisément, Z; = Zy = 0.
Donc I'équation £ a une seule solution 0.
— Si 0 #0, alors Z1 # Zs.
Plus précisément, Z, Z5 sont non nuls. Donc ’équation £ posséde 4 solutions.

— si 6 €]0, [, alors tan# > 0. Donc les formes trigonométriques de Z; et Z, sont
7 = tanfe? et Zy = tanfe 1?.
Les solutions de & sont les racines carrées de Z; et Zs, a savoir :

Vian0e'f, —vianfe'f, Vianfe ', —viange .

— si 0 €]-5,0], alors tan 6 < 0.
Donc les formes trigonométriques de Z; et Zs sont

Zy = (—tan0) @™ et Z, = (—tan) e 10+,
Les solutions de & sont les racines carrées de Z; et Zs, a savoir :

- S04 SOt S04
V—tanfe 2 , —v—tanfe" 2, +—tanfe "2, —v—tanfe ' 2z .

[OBexo—Complexes.pdf, 29 septembre 2023, 11:54]




118

a®> + abj? + acj
(a+bj+ci®)a+bj>+cj)= + abj + b  + bej?
+ acj? + bcj +

=a® + 0%+ + (2ab + 2bc + 2ac) (j + j?)
=a’+ b+ —ab—ac— b
On en déduit

(a+b+c)(a®+b* +c* —ab— ac — be)

(a+b+c)(a+bj+cj?)(a+bj*+ch)

a® 4+ ab® + a® — a?b — d’c — abe
= 4+ a? 4+ BB + b2 — ab® — abe — b3
+ a’c + b + A — abe — ac® — be?

=a®+ b3+ — 3abe.
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1. Ona:

_8m i127 ;107 ;6
+e T =T el T det T =04 =T

j A
7

- e B
S=z4+7z22+z =7 7!

D’autre part, on a :

ImS:sinQ—ﬁ+sin4—ﬂ+sin8—7r:sin2—w+sin3—7rfsinz
7 7 7 7 7 7
.27 Lo .3
= (sm7—sm7) —|—sm7 > 0,

car la fonction sin est croissante et positive sur [0, 7].

2. On a, puisque z # 1 :

6
S+T=> s —1= —1=-1,
k=0
car 27 = e'?"™ = 1.
On a, en utilisant le fait que 27 =1 :

ST =24+ 20 42T 420 4274 28 427 4 294210
= 1+l 1 422428
=S+T+3=2.

Ainsi S et T sont les solutions de 'équation 22 + z + 2 = 0.
Le discriminant est —7 et les racines %ﬁ

Comme Im S > 0, on a :

e A A

S 2 2
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— Supposons U,, C U,,. Alors, en particulier e e U,,, donc (ezT) = ™™ = 1. On en
déduit que QmT” est un multiple de 27 donc n divise m.

— Supposons que n divise m. Alors il existe p € N* tel que m = np.
Soit z € U,. On a z™ = 1. On en déduit 2™ = (2™)? = 1, donc z € Uy,.
On a donc U,, C U,,.
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Le triangle équilatéral ABC' est dit direct (resp. indirect) si I'angle
(resp. —%).

(zﬁ,ﬁ) a pour mesure -

3

Le triangle ABC est équilatéral si et seulement si, il est équilatéral direct ou équilatéral indirect.

— Le triangle ABC est équilatéral direct si et seulement si C' est

de centre A et d’angle %, ce qui s’écrit :

(c—a):ei%(b—a)z—jQ(b—a)

Dot ¢ = a — j?(b—a). On a donc

I'image de B par la rotation

aj+b2+c = aj+b?+ (a—j*(b—a))

= a(l+j+j?)
= 0

— De méme ABC' est équilatéral indirect si et seulement si
(c—a)=e'5(b—a)=—j(b—a)

De la méme facon, on trouve a j2 +bj +c=0.

Le triangle ABC' est équilatéral si et seulement si
aj+bi’+c=0 ou ai?+bj+c=0
c’est-a-dire si et seulement si

(aj +bj®> +¢) (aj* + bj +¢) = 0.

Aprés simplification, en utilisant 1 4 j 4+ j? = 0 et j3 = 1, on obtient la condition

a>+ v+~ (be+ac+ab)=0
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1. Soit z # a.
D’une part, on a

z2—b . zZ—b z—b
EiR — —— =—
Zz—a Z—aQa z—a

<~ (z-b)(z—a)=—-(z—-a)(z—D)
> 222 —2(@+b) —Z(a+b)+ (@b—ab)=0

1 _
= zE—zw—Zw+§(Eb—ab):0.

D’autre part, on a :

b— 2
WP R e (r—w)z-m) - L=
- _ |b—al?
<~ zz—zw—zw—i—ww—T:O
Reste a montrer que ww — |b;a‘2 =1(@b—ab). Ona
_ p—aP 1 | N V.
ww 1 74(a+b)(a+b) 4(b a)(b a)f2(ab ab).

2. Soit M # A. On a l’équivalence :
-b
MALMB —= "2 ciR «= |z —w[?=R? — MQ?=R?
z—a

La derniére égalité est équivalente au fait que M appartient au cercle de centre 2 et de
rayon R, ou encore au cercle de diamétre [AB].
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On note My, My, M5 les points d’affixes z, 22, 23.

1. Siz = 1ouz =0, les points sont confondus donc alignés ; sinon, ils sont alignés si et seulement

. 3_ 2 LIS . ~ 2 P
si Z== = 2z + 1 est réel, ce qui équivaut a z réel. Comme 0 et 1 sont réels, on conclut que les

trois points sont alignés si et seulement si z est réel.

2. On suppose que les points sont distincts, c¢’est-a-dire que z € C\ {—1,0,1}.

— Le triangle M;M;M; est rectangle en M si et seulement si i;:; = z + 1 est imagi-
naire pur. Cela équivaut a Re(z) = —1, donc au fait que M; appartient a la droite dy
d’équation z = —1.

pur. Cela équivaut & Re(z) = 0, donc au fait que M; appartient a la droite ds d’équation
z=0.

. . 3_ 2 . . .
— De méme, M;MsMj3 est rectangle en My si et seulement si ZZ Z- = —2z est imaginaire

— De méme, M7 MsMsj est rectangle en M3 si et seulement si
pur.

=z’ 1+ L est imaginaire
27-.3 = p g

En notant z = x + 1y, avec x et y réels, on a les équivalences :

1 1
1+-€ciR <= 1+-=-1—-—
z
= 22Z2=—(2+72)
< 1:2+y2*—:z:

e (o4 2+2 L
T+ = =_.
2) TV T4

On reconnait ’équation du cercle C de centre €2, d’affixe —% et de rayon % (ce cercle est
tangent aux droites dy et ds).

La condition équivaut donc au fait que M; appartient au cercle C.

Finalement le triangle M7 MsMs3 est rectangle si et seulement si M; appartient a
dyUdy UC \ {0, A}

ou A est le point d’affixe —1.

4
\_/

3. En plus d’étre imaginaire pur, il faut que dans chacun des cas
précédents, le rapport soit de module 1.
Ce qui donne, dans le premier cas z + 1 = +i, dans le second cas
z = +i et dans le troisiéme cas 1 + % = +i.
Finalement le triangle M;MsM; est rectangle et isocéle si et
seulement si z appartient & :

1 1
{-1—4, =1+14, —i, 4, 5(—1—1'), §(—1+z‘)}.
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Il s’agit de démontrer que ﬁ € B?, les deux autres relations d’orthogonalité obtenues par

permutations circulaires s’en déduisant par symétrie. On a :

h — b
AH 1 BC —(blez‘R<:> C+beiR.
c— _
On a, puisque b et ¢ appartiennent & U :
c+b\ _e+b gt btc  c+b
c—b _E—l_)_%—%_b—c_ c—b

Ainsi };:Z € 1R et donc zﬁ 1 B?
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. W, est le périmétre du polygone dont les sommets sont les points d’affixes el %" pour k €
[0,n — 1]. Ce polygone est inscrit dans le cercle trigonométrique.

Quand n tend vers l'infini, ce polygone se rapproche du cercle.

Ainsi, on conjecture que la suite (W,,) converge et a pour limite 2.

. W =11—j|+1j— 52 + 5% — 1] est exactement le périmétre du triangle (équilatéral) dont
les sommets sont les points d’affixes 1, 7, j2.

Sur un dessin, il est facile de voir que |j — 52| = /3.

Donc W3 = 3v/3.

. Pour tout k£ € [0,n — 1], on a (en factorisant) :

2km L2(k+ D) 2km com o
en —eT = |e'"n (1—eln)‘:‘1—e‘n
d’oll
n—1 20541 n—1 -
s 2km . T 27 2m HY .
Wn:E en —eT = E ‘lfeln‘ ffn‘lfen = 2nsm<7>
k=0 k=0 n

. Par un jeu d’écriture, on obtient

On a
lim —=0
n—+oco n sin (E)
d’ot, par composition de limites, lim —s =1

. sin(t) n—too o

lim =1

t—0
D’ou

lim W, =2r
n—-+4oo
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2iw

1.Onaj=es

. Le polynéme X? + X + 1 admet j pour racine.
3
2. Comme U et V sont les solutions de (E),ona (Z—-U)(Z-V) = Z?+qZ — 12)—7 DonU+V % —q

3
6 D

t = ——.

et UV o7

3. Raisonnons par I'absurde. Si u = 0 alors u® = 0 donc U = 0, donc p = 0 (d’aprés &), ce qui
n’est pas d’aprés ’énoncé.
Ainsi, u # 0.

4. Le complexe v vérifie par définition 1’égalité 3uv = —p. En élevant au cube, on obtient 271313 =
—p3, d’ott (d’aprés &) u?v® = UV. Or u® = U # 0, donc v* = V.

5. Remarquons que u> + v = —q (d’aprés &) et rappelons que 3uv = —p (cf. la définition de v).
Ainsi :
(utv)2+p(utv)+q = v +3u*v+3uv P 4plutv)+q = (v 4+ v*) + 3uv (utv)+p(utv)+q = 0

—_——
e -p

6. Montrer que ju + j%v et j2u + jv sont aussi des solutions de I'équation (Ej).
lére solution (par le calcul) Avant de commencer, notons que ju + j%v = j(u + jv) et que
43 = 1. Ainsi, il suffit de reprendre le caclul précédent et de remplacer v par jv.

(i(u+5v))° +pilu+v)+a = (@ +0)+3ujv(u+ jv) + pjlu+jv) +q = 0
—_—— =~
—q —PpJj
On montrer de méme que j2u + jv est solution.

2éme solution (moins calculatoire et plus conceptuelle 7)
Nous venons de montrer que

3
u’ =U
si (u,v) vérifie { yo P alors u —+ v est solution de (Ej)
~ 3u

Fixons donc un tel couple (u,v) (qui existe d’aprés les questions précédentes).
Alors le couple (ju, j?v) vérifie les 2 égalités de 1’accolade ci-dessus. En effet, on a :

(ju)?’:U (car 53 =1 et u® = U)
—-p
3(ju)

Donc, d’aprés 'implication ci-dessus, (ju) -+ (j2v) est solution de (FEy).

j2’U: (car 1/ = j2 etv:;p)
3u

ol

7. Ona ju+ j?v=ju+ (-1 —j)v=—v+ j(u—v). On écrit j = Z* +1i
Ainsi Im(ju + j%v) = @(u — ) # 0 car u # v. Donc ju + j2v ¢ R.
Comme ju + j2v = j2u + jv, on obtient que j2u + jv ¢ R et que ju + j2v # j2u + jv

8. Supposons 4p3 + 27¢ > 0.

Alors I’équation (F2) admet deux solutions réelles distinctes U et V.

Il existe alors une unique racine cubique réelle u de U, c’est-a-dire telle que u? = U.
Choisissons également I'unique réel v tel que v3 = V.

On sait alors que zg = u + v, 21 = ju + j2v et 2o = j2u + jv sont des solutions de (Ej).
Comme U # V, on a u # v, donc (d’apreés la question précédente) z1, 2o ¢ R et 21 # 2o.

Ainsi zg, 21, 22 sont exactement les solutions de (E;) (car ’équation est de degré 3) et seule zg
est réelle.

Par conséquent (E7) admet bien une seule racine réelle.

9. Montrer que I’équation 23 — 2z — 1 = 0 admet une unique solution réelle que 1’on déterminera a
laide de radicaux (racine carrée, racine cubique etc.).

Ici p = —1 et ¢ = —1. Comme 4p> — 27¢*> > 0, I'équation admet une unique solution réelle (a
savoir u + v, oll u = VU et v =¥V avec U et V les deux solutions réelles disctinctes de (E2).
23
1+4/5

Les solutions de (Fs) sont U,V = 5

Donc "unique solution réelle de (E7) est

31—!—1/% 31—,/%
2 + 2
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Notons J = {z eC*|z+ % € R} et montrons J = U UR* par double inclusion.

Sens direct. Soit z € J. On note r = z + %, de telle sorte que 7 € R.

En multipliant par z, on obtient 22 4+ 1 = 7z, c’est-a-dire que z est solution de I’équation du
second degré a coefficients réels (d’inconnue )

> —rx+1=0. (R

Le discriminant de (%) est A = r? — 4. On distingue alors deux cas.

— Si A >0, () a deux solutions réelles (ou une solution réelle double). Le produit de ces
deux solutions (ou le carré de la solution double) valant 1, lesdites solutions sont non
nulles.

Puisque z est I'une d’entre elles, on a z € R*.

— Si A < 0, () a deux solutions complexes non réelles, et on sait qu’elles sont conjuguées.
Notons a 'une des deux (de telle sorte que lautre est @).

Le produit des deux solutions vaut alors 1 = aa = |a|2. Cela prouve que a € U.
Que l'on ait z = @ ou z = @, on en déduit dans tous les cas z € U.

Dans les deux cas, on a z € UU R*.
Sens réciproque. Réciproquement, soit z € U U R*. On distingue alors deux cas.

— Si z € U, on a évidemment z € C* et d’autre part % =%, donc
1 _
z+ - = 2z4+%Z = 2Rez eR.
z

— Siz €R*, on a (encore plus évidemment) z € R* et 2+ 1 € R.

Dans les deux cas, on a donc montré z € J.
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Si (n,m) est solution de l’équation, la considération des modules donne 2™ = V2", donc n = 2m.
Ensuite, si n = 2m, ’équation devient

2m—2m

2P =2 G

m 2m __
6 S8 =1

(Cea)™ =1
(C122Ci%2)m =1
(i3 =1
12|5m

12|m,

rreeet

donc la solution minimale est (24, 12).
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Montrons que la condition
(La) Y(z,y) € R? r+ay=0 = z=y=0.

est équivalente au fait que a € C\ R.

Sens direct. Supposons o € C\ R. Notons r = Rea et s = Ima # 0.
Montrons 'implication.
Soit (z,y) € R? tels que = + ay = 0. Montrons z = y = 0.
On a

xr+ay=0 donc x+(r+is)y=0
donc (x+ry)+isy=0
donc r+ry=0et sy=0
donc r+ry=0ety=0 car s # 0
donc r=0ety=0.

Sens réciproque. Réciproquement, montrons que (L) implique a € C\ R.
Montrons plutot la contraposée, c’est-a-dire que « € R entraine la négation de (L,,), a savoir

I(z,y) €eR? z4+ay=0 et (z,y)#(0,0)

Supposons donc a € R.

Posons x = a et y = —1.

Par hypothése sur a, on a (z,y) € R2.
On a évidemment x + ay = 0.

Et le couple (z,y) n’est pas le couple nul.
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1. Les seules obstructions a ce que l’expression sont bien définies sont la racine carrée (il faut

que son argument soit un réel positif) et le quotient (il faut que le dénominateur soit non
nul).

Mises ensemble, on obtient que

L’inégalité |Re z| < |z| entraine que Re z € [— |2],|z[] et donc que Re z + |z| appartient a R*
si et seulement si Rez # — |z|.

Or, I'égalité Re z = — |z| entraine que (Re z)* = |z|* = (Re 2)24(Im 2)?, et donc que Im z = 0.
Par ailleurs, Rez = — |z| < 0. On a donc montré que le complémentaire de 2 est
C\2 =
CR_

L’autre inclusion étant immédiate, on a C\ 2 = R_ et donc

9 =C\R_.

. Faisons le calcul : soit z € 2, que 'on écrit sous forme algébrique z = a + ib. On note

également p = |z| = va? 4 b%. On a alors

a? + 2ap + p? — b?
a+p
2a? + 2ap

+ b car p® = a’® + b?

N~ N~ N~ N~ N
Q
+
RS

On a donc montré
V2 C\R_, f(2)? = 2.

3. Comme —9 + 40i € C\ R_, le nombre f(—9 + 40i) va étre, d’aprés ce qui précéde, une des

deux racines carrées de —9+ 404, autre en étant automatiquement 1’opposé. Aprés calcul, on
trouve f(—9 4 40¢) = 4+ 5i donc les deux racines carrées de —9 + 40¢ sont 4 + 5¢ et —4 — 5i.
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Nous allons raisonner a 'aide des formes exponentielles.
Cela nécessite de traiter 0 a part, mais on remarque immeédiatement que 0 est bien solution de
I’équation.

e Remarquons qu’un nombre w € C* vérifie Re(w) =

= Im(w) si et seulement si argw = 7 mod 7.
Montrons-le.

— En effet, soit w € C* tel que Re(w) = Im(w).
On peut trouver A € R tel que w = A+ Xi = A(1 +¢). Comme w # 0, on a méme A # 0.

i Si A > 0, la forme exponentielle de A(1+1) est v/2\e?™/4, donc 7 est un argument de w.

ii De méme, si A < 0, la forme exponentielle de A(1+1i) est v/2 || ™ Tm/4 = /2 |\ e7/4,
donc %’T est un argument de w.

Dans tous les cas, on a donc argw = 7 mod 7.

— Réciproquement, supposons argw = T

7 mod 7. On a donc deux possibilités modulo 27, a
savoir arg(w) = Z mod 27 ou arg(w) = 2T mod 2.

i Dans le premier cas, on a w = |w|e’™/* = |w| (% + ﬁ@)
ii Dans le second, on a w = |w|e®™/* = — |w| (% + ﬁz>

Dans tous les cas, on a bien Re(w) = Im(w).

Cela achéve la preuve de la remarque.

L’ensemble des w € C tels que Re(w) = Im(w) est la premiére bissectrice du plan.

e On peut alors conclure par équivalences. Soit z € C*. On a la chaine d’équivalences

Re(2?) = Im(2%) <= arg(z®) = Z mod 7
< 3arg(z) = Z mod 7
— arg(z) = T mod /3

Cette condition est satisfaisante, mais pour pouvoir réaliser un dessin, il est bon de remarquer que
cette derniére condition est équivalente au fait que I'un des six nombres

T 5w 97r737r 137 17w 217r777r
127 127 12 47 127 127 12 4
est un argument de z.
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L’ensemble des z € C tels que Re(2?) = Im(2?%) est la réunion de trois droites concourantes.
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Notons z; et zp les deux racines de X2 — pX + ¢ (ou, éventuellement, la racine double comptée
deux fois). D’aprés les relations coefficients-racines, on a

p=2z1+ 22 et q2:zlz2.

En particulier, I'hypothése ¢ # 0 entraine 21, 2z # 0.
On a alors

2 2
D (21 + 22)
q? 2122
22 + 2 2
1 2129 + )
Z122
zZ1 )
=—4+24—
22 Z1

1
=u+—+2,
(%

21

ot l'on a noté u = z.

Comme |z1] = |22, on a u € U. On en déduit que 1 =7 et on obtient la nouvelle expression

2
pz =u+u+2

q
= 2Re(u) + 2.

Cela montre que 2—2 € R et méme, comme Re(u) € [—1,1] (car on a |Re(u)| < |u| = 1) , que
Z € 0,4].
On en déduit que g est un nombre réel, et méme que

P p?
= =44/ €[-2,2].
g 7 [ ]
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