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Opérations sur les matrices

01 Contre-exemple
Déterminer deux matrices carrées A et B de M3 (K) telles que :

1. AB = Oy (k) €6 BA # O (k) -
2. AB = Oy (®) 5 BA = Oy (k) €6 A# Orms(x) €6 B # Oty (x) -

:02 ! Produit matriciel avec la matrice J
On note J € M,,(K) la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1.
Soit M € M,,(K). Calculer JMJ.

103 | Calcul de puissance et Newton

0 1 —sind
Soit A = -1 0 cos® | ot 6 € R. Calculer A® puis les puissances de A + I.
—sinf cosf 0

104 | Puissance de la matrice « surdiagonale unité »
Soit N la matrice de taille n ayant des 1 sur sa sur-diagonale et des 0 ailleurs :

1 sij=i+1
.j = 61-‘1—1,] N:
0 sinon o

coeff; ;(N) = {

Calculer les puissances successives de N (faire des dessins pour n = 4 et pour n quelconque, et
essayer ensuite de faire une preuve formelle, sans dessin).
En déduire que N est nilpotente.

105 | Vect(A4,1)

2 -2 1
Soit A= 2 —3 2].Montrer que A2 +2A4 — 31 =0.
-1 2 0

En déduire par récurrence que, pour tout n € N, la matrice A™ est combinaison linéaire de A et I.

106 | Matrice colonne, matrice ligne
a’> ab ac
Soient (a,b,c) e R3 et A= |ba b* be

ca cb

Ecrire A comme le produit d’une matrice colonne et d’une matrice ligne.
En déduire A* pour tout k € N.

107 | Calcul de puissances en pagaille
Calculer les puissances successives des matrices suivantes.

1 -1 11 1 2 a b cosf) —sind
A:<1 1)’ B:(o 2)’ 02(2 1)’ DZ(O a)’ E:<sin0 cost9>

a b b b
01 1 1 01 1 b a b
1000
F_1000’G_1$(1)’H_b b
1000 b
b b b a
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Un peu de raisonnement

Centre de M, (K)
Déterminer 'ensemble des matrices de M, (K) qui commutent avec toutes les matrices de M, (K).

Commutant d’une matrice diagonale
Soit D € M,,(K) une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont deux a deux distincts.
Déterminer les matrices de M,,(K) qui commutent avec D.

Matrice triangulaire commutant avec sa transposée
On veut montrer qu’une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) a coefficients réels commute
avec sa transposée si et seulement si elle est diagonale.

Un sens est évident, lequel 7

Pour 'autre sens, on considére une matrice A triangulaire supérieure commutant avec sa transposée.
On écrit A par blocs :

Montrer que v est la colonne nulle. On pourra noter L = C'T.
Puis expliquer comment conclure.

Stabilité des matrices nilpotentes
On rappelle qu’une matrice carrée est nilpotente si 'une de ses puissances est nulle.

Soit A et B deux matrices nilpotentes qui commutent. Montrer que A + B et AB sont également
nilpotentes. Que dire si 'on enléve I’hypothése de commutativité ?
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Matrices carrées inversibles

Avec un polynéme annulateur

[0 1 1

1. Soit A= {1 0 1]. Calculer A2 — A. En déduire que A est inversible et déterminer A~
110
[2 -1 2

2. Soit A= |5 —3 3 |.Calculer (A+ I)3. En déduire sans calcul que A est inversible.
-1 0 =2

3. Enoncer un résultat qui généralise les questions précédentes :
Soit A € M, (K). S’il existe P € K[X] tel que ...
alors A est inversible.

La matrice J — T
Pour n > 2, on considére la matrice carrée A de taille n dont tous les coefficients diagonaux sont
nuls et dont tous les autres coefficients valent 1. Est-elle inversible 7 Si oui, déterminer son inverse.

S’appuyer sur la matrice pleine de 1 et sur le fait que le carré de cette matrice est connu.

Nilpotence et inversibilité

1. Soit N € M,,(K) une matrice nilpotente.
En utilisant la formule de Bernoulli, montrer que la matrice I — N est inversible et exprimer
son inverse comme polynome en N (cad comme combinaison linéaire des puissances de N).

2. Soit A la matrice de taille n ayant des 1 sur la diagonale, des —1 sur la sur-diagonale et des 0

ailleurs :
1 -1
1 sij=1
coeff; j(A) =4 -1 sij=i+1 A=
0 sinon AR |

1

En utilisant la question précédente, montrer que A est inversible et déterminer son inverse.

Une mini matrice compagnon

Soit A = € M4 (K). Montrer que A est inversible si et seulement si z # 0.

Inversible avec paramétres

Pour tout (z,y) € R?, on note A, , =

—_ =
=0 N

3
x| e Mg(R)
Y

Représenter dans le plan l'ensemble des (z,y) € R? pour lesquelles la matrice A, , n’est pas
inversible.

Inversible ou pas?
Déterminer si les matrices suivantes sont inversibles et, le cas échéant, calculer leur inverse.

1 1 2 01 2 1 4 7 i —1 22
A=|12 1], B=|112], ¢c=|2 5 8], D= 2 0 2
2 1 1 0 2 3 3 6 9 -1 0 1

1 2 3 n 0 1 1 1

1 5 =2 0 1 2 n—1 1 0 1 .o

E= z 1 z (z€eC), F= 001 - n-2 o G=1 1 - 0
22 2z 1 Do : .

00 0 1 o1

1 1 1 0
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1118 | Echelonnement des matrices carrées
Montrer qu’une matrice est inversible si et seulement si elle peut s’écrire comme un produit de
matrices d’opérations élémentaires.

19 | Inversibilité et produit
Soit (4, B) € (M,,(K))2. On suppose que AB est inversible.
Montrer que A et B sont inversibles.

Que peut-on dire de BA?

120 | Matrice a diagonale dominante
Soit A € M,,(C) telle que

Vie [[l,n]], |aii|>2\azj|
J#i
1. Montrer que :
YX € M, 1(C), (AX —0 = X = o)

Une fois le raisonnement lancé, on pourra s’aider d’un raisonnement par ’absurde.

2. Que peut-on dire d’'une matrice & diagonale dominante ?

7T -2 2 7 1 6
3. La matrice A=|0 —6 1 est-elle inversible? Et B=| -3 -5 3 ?
1 3 -10 2 1 -10
A =3 2
Donner une condition suffisante sur A € C pour que My = —2 A 2 | soit inversible.
1 0 A

Avec le critére AX =0

al ‘ a2 ... an
0

Soit M = | . N € M, (K), avec aj,as,...,a, € K et une matrice N € M,,_;(K).
0

Montrer que M € GL,,(K) si et seulement si a; # 0 et N € GL,,_1(K).

Utiliser le critére « du noyau nul ».
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Systémes linéaires

Trois, Deux, Un, Zéro

1. Soit a,b,c € K. Résoudre le systéme d’inconnue (z,y, z,t) € K* :

Ty + 3z + 17t = a
r + 2z + 5t =
-z + 5y + Tt o=
2. Pouvez-vous expliquer & l'oral & un camarade pourquoi les calculs précédents montrent que
0o 7 3
la matrice Z=| 1 0 2| est inversible?
-1 5 0

Valeur propre de J

Soit A € K.
Résoudre le systéme Sy suivant :

1-=XNz + y + z = 0
x + (1-Ny + z = 0
r + y + (1-Xz = 0

124 de Téte?!

~ L’un des deux systémes suivants n’a pas de solution. De téte, déterminer lequel.
20 +3y—z2+t = 2 20 +3y—z+t = 2
20 4+ 3y + 2 = 4 20 4+ 3y + 2 = 4
2z + 3y + 22 = 3 2z + 3y + 2z = 3
2z + 3y = 5 2z + 3y = 4

125 | Systéme 2-2
Pour quelles valeurs de (a,b) € K? le systéme suivant admet-il : aucune solution ? une solution
unique ? une infinité de solutions ?

ax+by = 1
br+ay = 1

126 | Systémes a paramétres
Soit a,b,d, m,p,q,r,s € R des paramétres.
Résoudre les systémes suivants, en discutant selon les valeurs des paramétres.

1 Jrty=s ar  +y+ =z =1
T lr—y=d 5. T +ay+ =z =1

(2a+ Dz +3y+(a+2)z=3
T +2y+az=1

3r+y —z=-1
2. {5 +2y—2z= a

de+y —2z=1> 6. {31:+4y—|—22=a
4y =1 2 +3y— 2z =1
3 axr + by =0 r+y+4z+4t=a
" Nafr+bPy=1 7. ¢3x+y—4z+6t=0
adx+b3y=0 T —dz+t =0
mr+ y + z =1 2u+2z=p
4 r +my+ z =m N —2x + 2z =¢q
Tl +y tmz=1 V22— y —r
T+ y+ z=m r —2y+2z=s
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Autres exos

{_1_2_7_: Polynéme annulateur et valeur propre
Soit A € M, (K).
On dit que A € K est une valeur propre de A lorsqu’il existe une colonne non nulle X telle que
AX = )X ; dans ce cas, on dit que X est un vecteur propre associé a la valeur propre .
1. Soit A € K une valeur propre de A et X un vecteur propre associé a .

Montrer que
VkeN, AFX =)\X

2. Soit P un polynome annulateur de A et A une valeur propre de A.

Montrer que A est racine de P.

3. Soit J la matrice pleine de 1. Déterminer un polynéme annulateur de degré 2 pour J.
Quelles sont les valeurs propres de J 7

Matrice symétrique de trace nulle
1. Soit M € M,,(K).
On suppose que M T = M + tr(M)I,.
Montrer que M est symétrique et de trace nulle.

2. La réciproque est-elle vraie ?
3. Icin = 3.
Montrer que les matrices de I’ensemble

{M e Ms(K) | MT =M + tr(M)Ig}
s’écrivent comme combinaison linéaire de 5 matrices a déterminer.

{_1_2_9_: Combinaison linéaire de I et J
Soit n > 2. Soit I la matrice identité de taille n et J la matrice pleine de 1 de taille n.
On considére I’ensemble

a b b
b a b
E—{ a,beK} c My(K)
b
D) R b al
—M(a,b)

1. Montrer que E = {A + uJ | A\, p € K}.

2. Montrer que E est stable par somme et produit.

3. Montrer que E est stable par puissance entiére positive.
Soit a,b € K. On pose M = M(a,b).

4. Déterminer un polynéme annulateur de degré 2 pour M.

1 49 WL ob otisdmil mozismidimos smrmos W 1onmitqxd
5. Montrer que M € GL,(K) <= a ¢ {b, —(n —1)b}.
Dans ce cas, montrer que M-'eE.

{1:3:0] Avec le noyau
Soit A, B € M,,(K) telles que I + AB est inversible.
Montrer que I + BA est inversible.
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—cos? 0 —cosfsinf cosf
On trouve A2 = | — cosfsinf —sin?6 sinf | et A3 =0.
—cos 6 —sin @ 1

On montre ensuite que Vk > 3, A¥ = 0 (par récurrence, ou bien de maniére directe en utilisant
que A* = A3A*=3 avec k — 3 € N).

Comme I3 et A commutent, donc on peut utiliser la formule du binéme de Newton, donc

VneN, (Iz+A)" = Z(Z)A’f

k=0
Quand n > 2, il y a au moins trois termes dans cette somme. Sommons par paquets :

2

(Is+ A" = Z (Z)Ak + Z (Z)ilf/ paquets
k=3 0

k=0
_ n\ 40 ny n\ 42
= (§)+ () (5)4
= 13+7LA+@A2.

On constate que cette formule est également valable pour n =0 et n = 1.
Bilan :

VneN, (L+A)" = I;+nA+ @A?
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En effectuant le calcul de N2, puis N? (éventuellement pour une taille raisonnable, disons n = 4),
on conjecture que pour tout k € [0,n — 1], la matrice N* posséde une k®*® surdiagonale unité,
autrement dit :

1 sij=i+k
Vi,j S [[1,’/7,]], coeffi,j(Nk) = { S? J (s = 6i+k,j
0 sinon

Si 'on veut montrer cette formule formellement, on peut opter pour une récurrence finie sur
ke [0,n—1].
Initialisation. On a N = 1. Et on z Vi,j € [1,n], coeff; ;(I) = §; j, d’ou coeff; ;(N°) = ;10 ;.
Héreédité. Soit k € [0,n — 2] tel que la formule soit vraie.

On a

n
Vi, j€0,n—1], coeff; j;(N*1) = ZcoeffM(Nk)coeffg,j(N)
=1

n
= E Oitk,e 00, j—1
=1

= Oigk,j—1

= Oit(k+1),

Expliquons le calcul de la somme.

Sii+k=j—1,alors cet entier (i + k = j — 1) est dans [1,2n — 2] N [0,n — 1] C 1,n]; par
conséquent, ¢ qui parcourt [1,n] prend une et une seule fois la valeur de ¢ + £ = j — 1, donc
la somme vaut 1.

Sinon, chaque terme de la somme est nul (si ¢ + k # j — 1, il n’existe aucun ¢ tel que
i+ k=4¢=j—1), donc la somme est nulle.

Bilan, la somme vaut bien ;15 j—1.
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Aprés calculs, on finit par obtenir la relation A2 = —2A + 31.
En particulier, A2 est combinaison linéaire de A et I.

Pour tout n € N, notons H,, la propriété « A™ est combinaison linéaire de A et I ».
Initialisation. La matrice A%, qui vaut I, est combinaison linéaire de A et I, car A° = 04 + 11.

D’ou Hg.
Hérédité. Soit n € N tel que H,.

Alors on peut trouver A et p € K tels que A™ = AA + ul.

Ainsi, A" = AA™ vaut A\A% 4 pA.

Or A% = —2A + 31, d’'ou

AMTE = (=20 + p)A + 3AT

D’ou Hn+1.

Remarque. On peut en fait montrer que pour tout n € N, il existe un unique couple (A, 1) € K2
tel que A" = A\ A+ il

Pour la partie « Existence », on pose (A, )nen €t (tin)nen les suites imbriquées définies par

Ao =0 et WneN, TPt
Lo = 1 Hnt+1 = 3)\11

et on montre par récurrence que Vn € N, A" =\, A+ u, 1.

Pour la partie « Unicité », cela revient & montrer (WHY) qu’une égalité du type ad + 81 = 0
implique que @ = 0 et 8 = 0. Je vous laisse faire.

Autre remarque. On peut montrer que la suite (g, )nen est récurrente d’ordre 2.
En effet, en utilisant la ligne 2 avec I'indice n + 1, puis la ligne 1, on a :
Vn eN, Hny2 = 3(_2 An +,U/n)
Hn+1
D’ou
Vn e N7 MHnt2 = _6/J/n+1 + 3ﬂn
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a
OnaA=CLouC = |b| et L= [a b c].

c
Calculons la puissance 2. On a A2 = (CL)(CL) = C(LC)L par associativité du produit matriciel.
Or LC est une matrice carrée de taille 1 dont le coefficient vaut ¢ = a2 + b2 + ¢2.
On a donc A2 = tCL = tA.

On a alors A% = A%A = (tA)A = tA? = t(tA) = t2A.
On prouve alors par récurrence Vi > 1, AF =tF-1A4.

Bilan :
I sik=0

VkeN, AF =
{tk—lA sik>1
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— On prouve par récurrence que
k=1 okl 1 2F—1
VE>1, AF= <2k1 k1 VkeN, BF= 0 ok
Un éléve me fait remarquer que A est du type C'L! Donc on connait facilement son carré,
puis ses puissances successives !
— Onécrit C =1+2M ou M = <(1) (1)>

I i k est pai
On calcule les puissances de M. On a M* = S? o Palr .
M  si k est impair

Ainsi, comme I et M commutent, on a :

¥neN, C"=Y (Z)QkMk

k=0

VneN, C" = > (Z>2k1+ > (Z)T“M

ke[o,n] kef[o,n]
k pair k impair

— On écrit H comme combinaison linéaire de I et J via H = (a — b)I + bJ.
On connait les puissances de J. En notant n la taille de la matrice, on a

VEkeN JF— I sik=0
’ nF1J sik>1

Comme [ et J commutent, la formule du binéme s’applique et on a :

P

H? = (a—-bPI + Z(i)(a—b)pkbknli
k=1

— (a—bPI + %( ( ) by (bn)k>J
— (a—bPI + %(( b) + bn)” (a—b)p)J
_ (a—b)pI—i—%(a—i— n=1))" = (a=b)7)J

— Pour F, je trouve F3 = 3F. D’'ou F® = 3F3 = 32F.
Ainsi, F?F+1 = 3~ F.
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Raisonner par Analyse-synthése.
On peut aussi dérouler des équivalences, mais c’est dangereux et ici, c’est délicat.
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On écrit la matrice par blocs

avec Be M,,_1(R),C e M,_11(R) et d € R

Comme A est triangulaire supérieure, la matrice B 'est également.
D’aprés 'hypothése, A commute avec sa transposée, donc on obtient :

T T T
aum_ | BBTHCL jdC|_| BB | BTC | _ 7,

dL | & LB [LC+d?

L’égalité des blocs en bas & droite fournit d> = LC + d?, d’ott LC' = 0. Ce produit s’interpréte
comme (la matrice 1 x 1 dont 1'unique coefficient vaut ...) le scalaire ¢ + ¢ + .-+ + ¢2_; ol
C = (61, PN ,Cn_l).

On obtient donc une somme de réels positifs de somme nulle, donc tous les réels sont nuls, donc
tous les ¢; sont nuls, donc C = 0.

L’égalité des blocs Nord-Ouest fournit BBT + CL = BT B, et comme C = 0, on obtient que B
commute avec sa transposée.

Bilan :

avec B triangulaire supérieure qui commute avec sa transposée

Pour conclure, il suffit de montrer que B est diagonale, ce que 'on peut obtenir par récurrence sur
la taille de la matrice (ne pas oublier que B est elle-méme triangulaire supérieure et commute avec
sa transposée).
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Comme A et B sont nilpotentes, on peut trouver a,b € N tels que A® = B? = 0.
Ainsi, pour tout k > a, on alors A¥ = A¥=2A% = 0, et, de méme pour tout k > b, on a B* = 0.

e Montrons que le produit est nilpotent.
En posant p = min(a,b), on a A? =0 ou BP = 0.
On a alors

(AB)’ = (AB)(AB) - (AB)

p fois
= AP B? (car A et B commutent)
=0 car A =0ou B? =0

Bilan : en prenant p = min(a,b), on a (AB)? = 0.
Donc AB est nilpotente.

e Concernant la somme.
Fixons p € N. Comme A et B commutent, on peut utiliser la formule du binéme de Newton :

p! inj
i+j=p

Il suffit donc de prendre p de sorte que I'implication suivante soit vraie :
1+i=p = (i;aouj>b)

Ceci est réalisé pour p = a + b. En effet, montrons cette implication en supposant la prémisse
i+ j = a+ b, puis en raisonnant par l'absurde. Si on avait ¢ < a et j < b, alors on aurait
i+ j <a-+b, ce qui contredit i + j = a + b.

Bilan : en prenant p =a+b, on a (A+ B)? = 0.

Donc A + B est nilpotente.

e Si A et B ne commutent pas, le résultat ne tient plus.

On vérifie par exemple facilement que A = E1 5 et B € E5; sont nilpotentes (d’aprés la régle de
multiplication des matrices élémentaires, on a en fait A2 = B? = 0).

Pourtant :

— La somme S = A + B vérifie

S? = E19F12+E19Ey 1 + Eo1Fy 0+ Fy 1B,
—— ———
-0 =0
=FEi1+ Eos.

On en déduit par récurrence que Vk € N*, S2¢ = F 1 +F5 5 # 0, donc S n’est pas nilpotente.

— Le produit P = AB = F; est une matrice diagonale trés simple qui vérifie P? = P, d’ou
I'on déduit que Vk € N*, P¥ = P +# 0, donc P n’est pas nilpotente.
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1. On a
2 0 0
A2—A=1[0 2 0] =21
0 0 2
On a donc

Ainsi, A est inversible et :
-1/2  1/2 1/2

A*I:E(Afl): /2 —1/2 1/2
2 12 12 —1/2

2 -1 2

.Soit A=1|5 -3 3

-1 0 =2
Aprés calculs, on a (A + )2 = 0.
Donc A% +3A42+3A+1=0, dou

Ax (-A*—=3A-3I)=1 et (-4 —3A-3I)x A=1

Donc A est inversible d’inverse —A% — 34 — 31.

. On peut démontrer le résultat suivant :

Soit A € M, (K). S’il existe P € K[X]| annulateur de A et ayant un coefficient
constant non nul, alors A est inversible.

Ecrivons P sous la forme P = X? + ¢4 1 XP 1+ 4+ ;X + ¢, oit les ¢; € K.

On suppose que P(A) = 0, (k) (cela se prononce « P(A) est la matrice nulle » ou bien « P
est un polynéme annulateur de A) et on suppose aussi que ¢y # 0 (cela se prononce « le
coefficient constant de P est non nul »).

Montrons que A est inversible.

On a
Ap—l—cd_lAp_l—l-----i-ClA—f—CoI =0

d’ou

A(Ap_l + Cd,1Ap_2 + -4 01[) = —col

(Ap—l + Cd_lAp_2 + -+ Cll)A = —Co[

1
Posons B = —(Ap_l +cq_1AP72 + ... 4 ¢11), licite, car ¢y # 0.
—co

AB=1
On obtient , donc A est inversible et A™1 = B.
BA=1

Remarque. Au passage, on remarque que, dans ces conditions, I'inverse de A est une combi-
naison linéaire des puissances de A (en fait, c’est toujours vrai, mais c’est un gros théoréme,
merci Cayley & Hamilton!).
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Il y a au moins deux solutions possibles : polyndme annulateur, échelonnement (pivot de Gauss).

Premiére solution : avec polynéme annulateur.
On note J la matrice pleine de 1.

La matrice A de I’énoncé est liée & J par la relation A = J — 1.

Comme on connait une relation entre les puissances de J (& savoir J2 = nJ), on écrit J en fonction

de A, puis on éléve au carré.

On a J = A+ I. En élevant au carré, on a donc (A + )2 =n(A+1).

Comme A et I commutent, on obtient :
A?+2A+I=nA+nl dou

Comme n — 1 # 0, on a les égalités :

Ainsi A est inversible et A™! = —L-(A — (2 —n)I).
Dessinons A™1.

[ 2—n 1 1
1 2—n 1
1
Al =
n—1 1
|1 1 1

A2 (2-n)A=(n—-1)I
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Effectuons des opérations élémentaires sur les lignes de A, ce qui ne change par son caractére
inversible.
En effectuant Ly <> Lo, puis Ly <> L3, puis Lg <> L4, on obtient la matrice diagonale

o O o
oo = O
o= O O
8 O OO

qui est inversible si et seulement si x # 0.
Ainsi, A est inversible si et seulement si x # 0.
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Effectuons des opérations élémentaires sur les lignes de A, ,, ce qui ne change par son caractére
inversible.
En effectuant Lo < Ly — Ly et L3 < Lz — L1, on obtient la matrice

1 2 3
01 -3
0 2 y—3
Puis en effectuant Ls < L3 — 2Ls, on obtient
1 2 3
0 1 r—3
0 0 y—2x+3

qui est non inversible si et seulement si y — 2z 4+ 3 = 0.

L’ensemble des (x,y) € R? tels que Ay, n’est pas inversible est la droite ayant pour équation
y=2x—3.
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Apreés avoir essayé pour de petites valeurs de n, on montrer que 'inverse de F est la matrice ayant
une diagonale de 1, une premiére sur-diagonale de —2 et une deuxiéme sur-diagonale de 1 :

1 -2 1 -~ 0
0 1 =2

F'=| g . 0
: - . =2
o -~ 0 0 1

Le calcul de FF’ est trés instructif. L objectif étant de montrer que FF’ = I (le calcul de F'F est
similaire, mais en théorie, il faudrait le faire!).
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1. Soit X une colonne telle que AX = 0.
Montrons que X = 0.

La partie {|.’171 ..., \xn|} est une partie de R, finie et non vide, donc elle admet un maximum.

Ainsi, il existe k € [1,n] tel que |z| = max <{|w1|, cey \:cn|})
On va montrer que zy =0

Raisonnons par I’absurde en supposant xj, # 0.
Par hypotheése, on a I’égalité matricielle AX = 0 qui se réécrit :

Vie [[1,%]], Zaijxj =0
j=1

n
En particulier, pour ¢ = k, on obtient Z ap;r; = 0.
j=1
En isolant le terme d’indice k, on obtient

AT — — E AT 4
i#k

Puis, en appliquant le module :

lakkzr| = ‘ > aijj‘

i#k
Puis par inégalité triangulaire,

laxkllz] <Y laxs||z]
7k

Comme |z| = max |z, on a
R VA

larnlzr] <D lar||2x]
7k

Comme |z| # 0 par hypothése, on obtient |ayg| < Z |ak;].
ik
Cela contredit le fait que la matrice soit a diagonale dominante.
D’ou z = 0, d’ou |zx| = 0.
Par définition de k, on a alors tous les |x;| sont nuls, donc tous les x; sont nuls, donc X est
nulle.
2. On vient de montrer que I’équation AX = 0 admet une unique solution, & savoir la colonne
nulle.
Par théoréme, on en déduit que A est inversible.

Dans cet exercice, on a montré un joli résultat de maths :

Une matrice & diagonale dominante est inversible
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Donnons deux solutions.

Avec échelonnement.

Rappel. Toute matrice carrée peut étre rendue triangulaire supérieure (inversible ou pas...) aprés
opérations élémentaires sur ses lignes. Autrement dit, il existe une matrice 2 € GL, (K) produit de
matrices d’opérations élémentaires et une matrice triangulaire 7" telle que QA = T. Et le caractére
inversible de A est le méme que celui de T (qui lui est facile & voir, car il suffit d’examiner la
diagonale).

Lemme. Soit ' de taille n — 1 inversible.

Alors la matrice

(Preuve : faire le produit matriciel par blocs).

Supposons M inversible.

Utilisons le rappel a la matrice N : il existe une matrice ' € GL,,_1(K) telle que Q'N =T" ou T’

est triangulaire supérieure de taille n — 1.

L’idée est d’effectuer les opérations élémentaires correspondant a €’ sur la matrice M qui est

de taille un peu plus grande (donc les opérations élémentaires attaquent aussi la premiére colonne

de M, mais pas la premiére ligne, donc tout va bien!), ce qui ne change pas son caractére inversible,
ai ‘ az -+ Qn

on arrive alors & MoP-elem. —

: T

0
Cette matrice M°P-1™- est triangulaire (WHY ?), et elle est inversible (car M ’est). Donc M©P-elem-
n’a pas de zéro sur sa diagonale ce qui implique que a; # 0 et que T’ n’a pas de 0 sur sa diagonale,
donc T est inversible, donc N l'est !

Remarque. La matrice MOP-¢le™ est en fait le produit

Bilan : a1 # 0 et N est inversible.

Supposons a; # 0 et N inversible.

1l existe une matrice 2 inversible et une matrice triangulaire 7" inversible, telles que Q'N = T".
On a alors

1‘0 - 0 al‘ag e ap al‘ag S Ay
0 0 0

o : N R N
0 0 0

ce qui s’écrit

T/

Comme la matrice & droite est inversible, car elle est triangulaire supérieure avec aucun 0 sur la
diagonale (a; # 0 par hypothése, et il n’y a pas de 0 sur la diagonale de T”), et la matrice a
Pextréme gauche aussi (c’est le lemme initial), la matrice M est inversible (WHY 7).
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1. On échelonne la matrice & l'aide de I'algorithme du pivot de Gauss, sans oublier d’effectuer
les opérations élémentaires sur le second membre.

.7 31T a
A= 1 . 2 5
-1 5 7 | ¢ |
L1+ Ly ~ _
b
1 2 5 a
.7 3 17 c
-1 5 . 7 n -
1;3 < 1;3 —+ 1;1 _ b _
1 2 5 a
73 17 | b+
5 2 12
1 _ -
L2 — ?Lg b
1/7a
1 . 2 5 | bt
1 3/7 177
5 2 12
L3 <—L3—5L2 b
1/7a
1. 2 5 —5/Ta+b+c
1 3/7 177
~1/7 —1/7
L3+ —TLs3 b
1. 2 5 1/7a
1 3/7 17)7 5a — Tb — Tc
. 1 1
3
Lo+ Ly — ?L?,
b
1 1 2 g —2a 4+ 3b+ 3¢
11 5a —T7b — Tc
L1 <—L1 —2L3
1 . . 3
1. 2 —10a + 15b + 14c
11 —2a 4+ 3b+ 3c
da —T7b—Tc

Effectuer des opérations élémentaires sur les lignes d’un systéme ne change pas son ensemble
solution. On a donc ’équivalence

Ty + 3z + 1Tt = a T + 3t = —10a+ 15b+ 14c
r + 2z + 5 = b = Y + 2t = —2a+3b+3c
- + by + it = c z + t = ba—-Tb—"Tc
r = —10a+ 150+ 14c¢ + —3X
y = —2a+4+3b+3c + -2
= dreR, : = Ba—Th—Tc + —A
t = 0 + A
Bilan : I’ensemble des solutions du systéme initial est I’ensemble des quadruplets de la forme
(=10a + 150 + 14¢, —2a+3b+3¢c, ba—Tb—Tc, 0) + I-=3,-2,-1,1)
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ot A parcourt K.

0
2. On remarque que la matrice Z = | 1 est extraite de la matrice A initiale.

[SARNeniN |
SN W

-1
Cette matrice Z se transforme en l'identité via les opérations élémentaires décrites ci-dessus.

Ainsi (en louchant sur le second membre), on « voit que » (WHY ?!)

—-10 15 14
Zz'=| -2 3 3
5 -7 -7
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1-A 1 1 x

Soit A = 1 1—A 1 et X = |y|.
1 1 1—A z

Le systéme s’écrit AX = 0.
Effectuons des opérations élémentaires sur les lignes de A ce qui ne change pas ’ensemble des
solutions du systéme.
On peut commencer par permuter L et L3, puis aprés des étapes que je vous laisse trouver, on
tombe naturellement sur une des matrices suivantes :

1 1 1—-A 1 1 1—-A
0 —X A ou sur 0 A —A ou sur ...
0 0 —=X24+3) 0 0 AZ-3)\

En utilisant le critére des matrices triangulaires inversibles, on obtient

Ainversible <= 1x (=A)x (=A24+3X)#0
< AF0et A#3

Traitons des cas en fonction de 'appartenance de A a {0, 3}.

A ¢ {0,3} | Dans ce cas, la matrice du systéme est inversible, et la seule solution est (0,0, 0).

111
. Le systéeme a pour matrice |0 0 0].
0 00

Le systéme se résume a la seule équation x +y 4+ z = 0.
Les solutions sont les (z,y, z) qui sont du type (—A — pu, A, u) avec A\, u € K, cad les triplets qui
sont combinaison linéaire de (—1,1,0) et (—1,0,1).

1 1 =2 1 0 -1
. Le systéme a pour matrice [0 —3 3 |, qui s’échelonneen |0 1 -1
0 O 0 0 0 0

R . N + -z =0

Le systéme est équivalent a y — 2 = 0

Dans ce cas, les solutions sont les (z,y, z) qui sont du type (A, A\, A) avec A € K, cad les triplets qui
sont combinaison linéaire de (1,1,1).
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On peut commencer par remarquer que le déterminant de la matrice du systéme {Z 2} vaut
a’? —b? = (a—b)(a+b).

— Si a # +b, la matrice du systéme est inversible, donc il a une unique solution (qui est en fait
(-1, -1), mais I’énoncé ne le demande pas).

atb’ atb
— Si a = —b, le systéme est
ar —ay=1 . R ar —ay= 1
{a:chayl, équivalent a {a:cayl,

évidemment incompatible, donc I’ensemble des solutions est I’ensemble vide.
— Si a = b, les deux équations du systéme sont ax + ay = 1.
Effectuons une nouvelle disjonction de cas en fonction de la nullité de a.
— Sia =0, il n’y a pas de solution.
— Si a # 0, on obtient une infinité de solutions (& savoir ’ensemble {(% -\ A, A€ ]R},

méme si ce n’est pas demandé).
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Voici les ensembles de solutions.
+d s—d
1. {(%7 ST)}'
2. On a ’équation de compatibilité 3 4+ a + b = 0.

Dans ce cas, I’ensemble des solutions est {(74 —a, 54+3a+ X\ N, A€ K}.

3. Le systéme est compatible si et seulement si (a,b) = (1,—1) ou (a,b) = (—1,1).
Dans ce cas, 'ensemble des solutions est {(%7 %)}

4. On a l’équation de compatibilité —m?

Si m = 1, ’ensemble des solutions est {(1 —p=A o A), (A\p) € KQ}.

—m+2 = 0, dont les solutions sont m = 1 et m = —2.

Si m = —2, ’ensemble des solutions est {(—1,07 —1)}.

l—y—=z
5. Si a =1, le systéme a pour ensemble de solutions { Y ,(y,2) € K2}.
Sia = —2, le systéme est incompatible.
_1
a+2
Dans tous les autres cas, le systéme a une unique solution : | 1
a+2
_1
a+2
3a®>~2a-6
a+4
6. Sia = —4, le systéme est incompatible. Sinon, il admet une unique solution : | —2a242a+5
a+4
a—1
a+4
b+4z—t
. R . —3b—8z—3t
7. Sia+2b=0, le systéme a pour ensemble de solutions { ZZ ,(2,1) € KQ}.
t
Si ce n’est pas le cas, il est incompatible.
s—2q—2r
9
8. Sip =2q — 2r, le systéme a une unique solution, que 'on peut noter | 4¢—5r—2s
9
5q—4r+42s
9

Dans le cas contraire, le systéme est incompatible.
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1. Soit M € M,,(K). On suppose que M " = M + tr(M)I,,.
Appliquons la transposée a cette égalité. On obtient, par linéarité de la transposée :

MY = M7+ te(M)I]

d’on
M=M" +tr(M)I,
On obtient le petit systéme

MT M + tr(M)I,,
M = M7 +t(M)I,

Effectuons Ly — L. On obtient M T —M = M —M T, d’ott MT = M. Ainsi M est symétrique.
Et en reportant cette information dans I'égalité initiale, on trouve tr(M)I,, = Op4,, (x), donc
tr(M) = 0.

2. Oui!
Si M est symétrique et de trace nulle, alors on a M = M et tr(M) = 0, d’ou l'égalité
MT =M + tr(M)I,.

3. D’aprés les deux questions précédentes, I’ensemble {M EM3(K) | MT =M +tr(M)I3} est
exactement l’ensemble des matrices symétriques de trace nulle.
Une matrice M carrée de taille 3 symétrique et de trace nulle est de la forme :

a b ¢
b d e aveca+d+ f=0
c e f
donc de la forme
a b
b d
c e —a—d
Ainsi M s’écrit
1 0 0 01 0 0 0 1 0 0 O 0 0 O
al0 O 0| +bf(1 0 O] +c¢|0 O O] +d|0 1 O +e|0 0 1
0 0 -1 0 0 O 1 0 0 0 0 -1 01 0

BILAN : Les matrices de I’ensemble {M EM3(K) | MT =M+ tr(M)I3} s’écrivent comme

combinaison linéaire des matrices

1 0 O 01 0 0 0 1 0 0 O 0 0 0
0 0 O 1 0 O 0 0 O 0 1 O 0 0 1
0 0 -1 0 0 O 1 0 0 0 0 -1 0 1 0

E11—FEs33 Ei2+FE21 Ei13+FE31 Ea2—FE33 Ea3+E32
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