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I. Dimension d’'un espace vectoriel

Vers la définition de dimension - paragraphe théorique -

Définition.
Un K-espace vectoriel est dit de dimension finie lorsqu’il admet une famille génératrice finie.
Dans le cas contraire, il est de dimension infinie.

« Remarque. Si E posséde une base finie, alors il est de dimension finie (car une base est en particulier
une famille génératrice).

Exemples.

« Le K-espace vectoriel {0z} réduit au vecteur nul est de dimension finie, car il admet comme famille
génératrice la famille vide, qui est finie!

« Les K-espaces vectoriels K", K, [X], .4}, , (K) possedent une base finie, donc sont de dimension finie.
« Le R-espace vectoriel C est de dimension finie : une base est (1, ).

« Le K-espace vectoriel K[X] est de dimension infinie.
En effet, soit (Py,..., P;) une famille finie de polyndémes.

Alors en prenant d € N tel que d > max{degPy,...,degP,}, ona Xd+l g Vect(Py,..., P;), doncla famille
(P1,...,Py) n'est pas génératrice de K[X].

Théoréme de la base incompléte (version forte).
vene | Soit E un espace vectoriel de dimension finie : notons ¢ une famille génératrice finie de E.

Alors toute famille libre (finie) £ de E peut étre complétée a I'aide de vecteurs de ¢4 pour former
une base de E.

« Le mot «finie » est entre parentheéses, car on verra plus tard qu'une famille ayant plus de g + 1 vecteurs
pris dans un espace vectoriel engendré par g vecteurs est nécessairement liée.

« En francais.
Toute famille libre peut étre complétée en une base, en piochant dans une famille génératrice.

« En maths.
Soit¥ = (g1,...,gq) une famille génératrice finie de E.
Soit £ = (¢y,...,¢p) une famille libre finie de E.
Alors, on peut trouver des vecteurs de ¢, disons g;,, ..., &i,,, tels que la famille

(¢1,....2p, 8i\»---» 8i,,) soitunebase de E

« Un peu de zérologie.
On peut donner un sens a I'énoncé lorsque E = {0g}.
Prendre pour £ la famille vide (qui est bien libre) et prendre pour ¢ la famille ¢ = {Og} (qui est bien
génératrice).
La conclusion est bien vraie (il suffit de ne rien rajouter a £ pour obtenir une base de I’espace vectoriel
nul).
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« Idée de la preuve. On va considérer :
— la famille £, qui est libre
— la famille £ v ¢, qui est génératrice de E (en tant que sur-famille de ¢, qui est génératrice)

On va trouver une base 2 vérifiant
(%) L ccBcLVY

(ainsi, 28 est obtenue a partir de £ en ajoutant éventuellement des vecteurs de ¥).
On va voir qu’il suffit de prendre pour 28 une famille libre de cardinal maximal vérifiant ().

« Moralement.
Une fois avoir décrypté la preuve de ce théoréme, on peut lui faire dire la chose suivante :

Entre une famille libre et une famille génératrice, on peut « coincer » une base.

Théoréme de la base incompléte (version faible).
Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Alors toute famille libre (finie) £ de E peut étre complétée pour former une base de E.

« En francais.
Toute famille libre peut étre complétée en une base.

« En maths.
Soit £ = (e, ..., ep) une famille libre finie de E.

Alors on peut trouver des vecteurs de E, disons ej.1,..., ey, tels que la famille 2 = (ey, ..., ep, €p11,..., )
soit une base de E.

« Remarque. La différence entre les deux versions (forte et faible) du théoréme provient du fait que dans
la version forte, non seulement on peut compléter la famille en une base, mais en plus, on peut le faire
en piochant les vecteurs dans une famille donnée (a condition que cette famille engendre I'espace
vectoriel).

Théoréme de la base extraite.
pee | Soit E un espace vectoriel de dimension finie : notons ¢ une famille génératrice finie de E.
Alors on peut trouver une sous-famille de ¢ qui soit une base de E.

« En francais.
De toute famille génératrice, on peut extraire une base.

« En maths.
Soit¥ = (g1,...,gq) une famille génératrice finie de E.
Alors, on peut trouver des vecteurs de ¢, disons g;,, ..., &i,,, tels que la famille

(i,)---8i,) soitunebasede E

« Remarque. C’est un corollaire immédiat du théoréme de la base incomplete!

« Défi. Sans calcul et uniquement al’aide du théoreme précédent, montrer qu’il existe une base de .4, (K)
formée de matrices inversibles.

Proposition.
vewe | Un espace vectoriel de dimension finie possede une base finie !

({8
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Dimension

Lemme de Steinitz.
vewe | Soit ¢ une famille de p vecteurs d'un espace vectoriel.
Alors toute famille de p + 1 vecteurs appartenant a Vect(¥) est liée.

Proposition.
vewe | Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

— Soit ¢4 une famille génératrice finie de E.
Alors toute famille libre £ de E est finie et vérifie card &£ < card %.

— Toutes les bases de E sont finies et ont le méme nombre de vecteurs.

Définition (dimension).
Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
On appelle dimension de E, notée dim E, le nombre d’éléments d'une base de E.

. Entier naturel. La dimension d'un espace vectoriel est un entier naturel.

« dimension 0. L'espace vectoriel nul est de dimension 0 : la famille vide en est une base.

Pour un espace vectoriel E, le seul sous-espace vectoriel de E de dimension 0 est le sous-espace réduit
au vecteur nul.

« dimension 1. Un K-espace vectoriel de dimension 1 est appelé droite vectorielle.

« dimension 2. Un K-espace vectoriel de dimension 2 est appelé plan vectoriel.

@ Proposition.
Dans un espace vectoriel de dimension n,

— toute famille libre possede au plus n vecteurs

— toute famille génératrice posséde au moins n vecteurs.

« Contraposée.

Dans un espace vectoriel de dimension n, toute famille de cardinal n+ 1 est liée.

Proposition.
Soit n, p e N*.

— Lespace vectoriel K” est de dimension

— Lespace vectoriel .4, ,(K) est de dimension

— Lespace vectoriel .4, (IK) est de dimension

— Lespace vectoriel K, [X] est de dimension

— L'espace vectoriel K[X] est de dimension infinie.

— Soit I un intervalle. Lespace vectoriel K/ est de dimension infinie.

Question.

— Lespace vectoriel .%;,(IK) est de dimension

— L'espace vectoriel o, (IK) est de dimension

(tire-



Question a l'oral.

Montrer que F est un espace vectoriel de dimension finie, et déterminer sa dimension.

) F={v=(x2€eK3 | x+y+z=0}
ii) F={Ae,(K)|tr(A) =0}.

iii) F:{uE[R{N | VneN, un+2—5un+1+6un:O}.
iv) F={feRR | EIa,beIR,f:x*—»acosx+bsinx}.

V) F:{fEUQ[R | EIa,b,ceIR{,f:xH(ax2+bx+c)cosx}.

Caractérisation des bases

On rappelle que, pour un espace vectoriel E de dimension n,
— le cardinal d'une famille libre de E est < n;

— le cardinal d’'une famille génératrice de E est > n.

Dans la proposition suivante, on considére une famille de cardinal n exactement.

Proposition.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et\ & une famille de cardinal dim E \

Alors on a les équivalences

Z est libre — & est génératrice de E —

& est une base de E

« Méthode de demi-fainéant.

Dans un espace de dimension 7, pour montrer qu'une famille de n vecteurs est une base, il suffit de

montrer qu’elle est libre ou bien qu’elle est génératrice.

« En francais. On peut retenir cela sous la forme approximative suivante

Une famille libre de « bon cardinal » est une base.

Autrement dit :

& famille libre de E
e & est une base de E

& possede n vecteurs ou n =dimE

On a la méme remarque en remplacant «libre » par « génératrice », mais c’est en général moins inté-
ressant.

Exemple classique. Dans le K-espace vectoriel K,[X], considérons une famille (Py,...,P;) de n+1

polyndmes tels que, pour tout k € [0, n], on ait deg Py = k.

— C’est une famille de polynémes non nuls échelonnée en degrés, donc elle est libre.

— C’est une famille de n + 1 éléments de K[ X] qui est de dimension n + 1.

Cette famille est donc une base de K, [ X].

Question.

Soit a, b, c deux a deux distincts.
Soit A=(X-b)(X-¢),B=(X-a)X-0¢),C=X-a)(X-D).
Montrer que la famille (A, B, C) est une base de K[ X].

Bonus. Quelles sont les coordonnées d'un polyndme P € K»[X] dans cette base?
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Dimension et sous-espace vectoriel

Proposition (inclusion et dimension).
rewe | Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit F un sous-espace vectoriel de E.

— Alors F est de dimension finie et on a dim F < dim E.

Un sous-espace vectoriel d’'un espace vectoriel de dimension finie est de dimension finie.

— Ona

FcE
= F=E
dimF =dimE

Un sous-espace vectoriel de E de méme dimension que E est égal a E.

« Méthode de demi-fainéant.

Pour montrer |'égalité entre deux espaces vectoriels de dimension finie, il suffit de montrer une inclu-
sion et I'égalité des dimensions.

On dit que I'on procede par «inclusion et égalité des dimensions ».

« Exemple. Montrer que F=Gou F = {(x, ¥, 2) € K3 | 7x+ 8y+9z= 0} etG= Vect((8, -7,0),(9,0, —7))

Proposition (base adaptée a un sev).
e | Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit F un sous-espace vectoriel de E.
Notons d =dimF et n =dimE.

On peut trouver une base (ey, ..., e;) de E telle que (ey,..., e4) soit une base de F.

Etant donné un sous-espace vectoriel F de E, il existe une base de E adaptée i ce sous-espace vectoriel F.

« Attention. Cette proposition dit donc que toute base de F peut étre complétée en une base de E.
Mais elle ne dit pas, qu’étant donnée une base de E, on peut en extraire une base de F.
Par exemple, prenons E = K2, g = ((1,0), (0,1)) et F = Vect((1,1)).
On voit bien que 'on ne peut pas extraire de 28 une base de F (qui est ici nécessairement du type
((a, @) avec a # 0).

Proposition (existence d'un supplémentaire).
pewe | Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et F un sous-espace vectoriel de E.
Alors F admet un supplémentaire dans E.

(tire-



II. Opérations

Produit cartésien

Proposition. Soit E et F deux K-espaces vectoriels.
reve | Sj F et F sont de dimension finie, alors E x F est de dimension finie et

dim(E x F) = dimE + dimF.

Proposition.
Soit E de dimension finie. Soit p € N*.

Alors I'espace vectoriel EP est de dimension finie et dim EP = pdim E.

« Cas particulier. On retrouve le fait que dim K” = n (prendre E = K qui est de dimension 1).

Dimension et somme de deux sous-espaces

« Attention! L'opérateur « dim » n’est PAS additif.
De maniere générale, on n'a pas dim(F + G) = dim F + dimG.
Par exemple, dans R3, prendre F = {(x, 1,2) ER3 | z= O} et G = Vect((1,0,0)).
Comme Gc F,ona F+ G =F, de sorte que dim(F + G) =dim F.

Proposition. Soit E un espace vectoriel.
Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de dimension finie.

— Sous-additivité de dim
La somme F + G est de dimension finie et :

dim(F+G) < dimF+dimG

— Additivité de dim avec la somme directe
Si F et G sont en somme directe, alors la somme directe F & G est de dimension finie et :

dimFeG) = dimF+dimG

« Exemple. On note H I'espace vectoriel des matrices de trace nulle.
On a montré que .4, (IK) = H ® Vect(I,). On peut en déduire la dimension de H (WHY?).

« Remarque. La réciproque est également vraie (ce n’est pas completement immédiat) :
Si dim(F + G) =dim F + dim G, alors F et G sont en somme directe.

On verra une preuve de cette réciproque avec la formule de Grassmann a venir, mais on peut fournir
une preuve sans Grassmann (cf. ci-dessous).
Rappelons et utilisons le résultat suivant :

Si la concanétation d’'une base de F et d'une base de G est une base de F + G, alors F et G sont en somme directe.

Comme la concanétation d'une base de F et d’'une base de G est toujours une famille génératrice de F+ G, avec 'hypothese
sur la dimension dim(F + G) = dim F + dim G, on en déduit que cette famille génératrice est « de bon cardinal » donc est
une base de F + G.

(tre-
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Proposition (Formule de Grassmann)
pewe | Soit E un espace vectoriel.
Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de dimension finie. Alors

dim(F+G) = dimF + dimG — dim(Fn G)

« Remarque. On en déduit I'équivalence :

dim(F+G) = dimF+dimG < FnG={0g}

Supplémentarité en dimension finie

E=F+G

Onrappelle que (en dimension quelconque, finie ou infinie), ona: E=FeG <
FnG={0g}

Le raisonnement sous-jacent a cette équivalence est le raisonnement par Analyse-Synthese puisqu’il
s’agit de montrer que tout vecteur de E se décompose de maniere unique comme somme d’'un vecteur
de F etd'un vecteurde G :

— l'analyse prouve le ® (unicité de I'écriture sous réserve d’existence)
— la synthése prouve E = F + G (existence de I'écriture)

Ci-dessous, encore un théoreme de demi-fainéant! Vive la dimension finie!

Proposition (caractérisation de la supplémentarité en dimension finie).
pewe | Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit F et G deux sous-espaces vectoriels.

E=F+G
() E=FeG <= {dimE:dimF+dimG
FNG=1{05)

2) E=FeG < {dimE:dimF+dimG

« Remarque. Comme I'implication = est évidente, il faut surtout retenir I'implication <.
Etil faudra surtout retenir le point (2). Le point (1) est moins pratique. WHY?

Proposition (dimension d'un supplémentaire).
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et F un sous-espace vectoriel de E.
Tous les supplémentaires de F ont pour dimension dim E —dim F.

(tire-



preuve

III. Applications linéaires

Isomorphie

Proposition.

Soit E et F deux [K-espaces vectoriels.

Soit E de dimension finie.

Si F estisomorphe a E, alors F est de dimension finie, et dim F = dim E.

Résumé. On peut résumer cela par « deux espaces vectoriels isomorphes ont méme dimension ».
En effet :
— Sil'un est de dimension finie alors, d’apreés la proposition, I'autre est aussi de dimension finie et les deux espaces ont méme dimension.

— Sinon, les deux sont de dimension infinie, et 'assertion finale «ils ont méme dimension » est vraie car elle doit étre comprise en «s’ils ont une
dimension, alors les dimensions sont égales ».

Concept. Ce résultat peut donc étre vu comme le fondement de la dimension :

On peut déterminer la dimension d’'un espace vectoriel en le mettant en isomorphie avec
d’autres espaces vectoriels.

Exemple. Soit b, c € K. Soit F = {(un)neNEKNl‘v’neN, un+2+bun+1+cun:0}.

Montrer que F et K? sont isomorphes. Qu’en déduire?

Proposition.
Tout K-espace vectoriel de dimension n est isomorphe a K".
En particulier, deux espaces vectoriels de méme dimension finie sont isomorphes.

Proposition facile a retenir !
Soit f € Z(E, F) avec E et F de dimension finie.

— Si f estinjective, alors dim E < dim F.

— Si f est surjective, alors dimE > dim F.

Proposition de demi-fainéant !
Soit f € Z(E, F) une application linéaire avec E et F de dimension finie.

— Ona

est injective .
{ ) ) = f est bijective

dimE =dimF
Une application linéaire injective entre deux espaces de méme dimension est un isomorphisme.
— Ona

est surjective e .
{ f J = f est bijective

dimE =dimF

Une application linéaire surjective entre deux espaces de méme dimension est un isomorphisme.

Corollaire (endomorphisme)

Soit f € Z(E) un endomorphisme avec E de dimension finie.
f injectif — f bijectif = f surjectif

En dimension finie, un endomorphisme injectif est un automorphisme.

En dimension finie, un endomorphisme surjectif est un automorphisme.
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« Attention. Ce résultat est faux si la dimension n’est pas finie.

Lendomorphisme de dérivation chez les polynomes K[X] — K[X] estsurjectif mais pas injectif.
P — P

L'endomorphisme de multiplication par X, a savoir K[X] — KI[X] estinjectif mais pas surjectif.
P — XP

Exemple. Montrer que '’endomorphisme f: K,[X] — K,[X] estunautomorphisme.
P — P-P

Proposition.
Soit f € Z(E) un endomorphisme avec E de dimension finie.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f estun automorphisme de E
(ii) il existe g€ Z(E) telque go f =idg
(iii) il existe ge £ (E) telque fog=idg

Dans ce cas, g est égala 1.

Commentaires.

Si on dispose de g € Z(E) tel que go f =idg, alors on vient de montrer que f est un automorphisme,
donc ! existe.

En composant a droite par f~!, on obtient (go f)o f~! =idgo f},doutg= fL.

Exemple trés important (interpolation de Lagrange).
Soit ay, a4, ..., a, des scalaires distincts.
Considérons

O KylX] — K™
P — (P(ap),P(a),..., P(an))

Montrer que ® est un isomorphisme.

Question.
Soit a € K. Considérons

¥ Ky X] — K3
P — (P(a),P(a),P" (@)

Montrer que ¥ est un isomorphisme.

({ &
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Rang d’une application linéaire

Définition.

Soit f € Z(E, F) une application linéaire.
On dit que f est de rang finilorsque Im f est de dimension finie.
Dans ce cas, on définit le rang de f comme étant :

rgf = dim(Im f)

'

Proposition. Soit f € Z(E, F) une application linéaire.
— Si F est de dimension finie, alors f est de rang fini, et 'on a rg(f) < dim F, avec égalité si et
seulement si f est surjective.

— Si E est de dimension finie, alors f est de rang fini, et 'on a rg(f) < dim E, avec égalité si et
seulement si f est injective.

Remarque. Le deuxiéme point a une version plus générale.

Soitp € L (E,F). Soit E' un sevdeE.
Si E' est de dimension finie, alors ¢(E') est de dimension finie et dimp(E') < dimE'.

Proposition.
Soit f € Z(E, F) une application linéaire avec E et F de dimension finie.
Alors f estderang finiet:

1g(f) < min(dimE, dimF)

Le rang d’'une application linéaire est inférieur a la dimension de l'espace de départ et d’'arrivée.

'

Proposition (Sous-additivité du rang).
Soit f, g€ £(E, F) deux applications linéaires avec E ou F de dimension finie.
Ona

rg(f+g) < rg(f) +1g(g)

« Attention. Il n’existe pas de formule donnant rg(f + g) en fonction du rang de f et de g.

Au cours de la preuve, on a néanmoins vu une formule plus précise que celle annoncée :

rg(f +g) < 18(f) +rg(g) —dim(Im f NImg)

Proposition (composition avec un isomorphisme).
Soit fe Z(E,F) etge Z(FG).

— Si f est un isomorphisme et si g est de rang fini, alors go f est de rang fini, et rg(go f) =1gg.

— Si g est un isomorphisme et si f est de rang fini, alors go f est de rang fini, et rg(go f) =1g f.

Proposition (composition).
Soit f € Z(E, F) et g € Z(F,G) deux applications linéaires de rang fini.
Alors go f estderang fini et :

rg(go f) < min(rg(g),rg(f)).

Le rang d’une composée de deux applications linéaires est inférieur au rang des deux applications linéaires.
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Le théoreme du rang

Lemme.
Soit f € Z(E, F) avec E de dimension finie.

Soit S un supplémentaire de Ker f dans E.
Alors f induit un isomorphisme de S sur Im f.
Autrement dit, 'application f: S — Imjf estunisomorphisme.

s — f(s)

« Remarque. Ici, F n'a pas besoin d’étre de dimension finie.
« En francais.
Tout supplémentaire du noyau d’'une application linéaire est isomorphe a son image.
Autrement dit, si E =Ker f & S, alors S estisomorphe a Im f.
« Attention de chez attention!
Ce théoréme ne dit pas que E =Kerf@&Im f

D> Premiere raison : f n’est pas forcément un endomorphisme, et donc 'image de f n’est pas néces-
sairement incluse dans E.

> Deuxiéme raison : prenons I'endomorphisme f: K2 — K2
(x,y) — 0
Que vaut son noyau? Et son image? Sont-ils en somme directe ?

Théoréme du rang.
Soit f € Z(E, F) avec E de dimension finie.
Alors f est de rang fini et on a ’égalité de nombres entiers :

dimE = dimKerf + rgf

Pour une application linéaire, la dimension de son espace de départ est égale a la somme des dimensions de son noyau et

de son image.

Question. Soit 7 € N*. Considérons I'endomorphisme A de K, [X] défini par :

A KplX] — KulX]
P — PX+1)-PX)

Déterminer le noyau et I'image de A.

Dimension de ¥ (E, F)

Proposition.
Soit E et F de dimension finie.
Alors I'espace vectoriel Z(E, F) est de dimension finie et

dimZ(E,F) = dimE xdimF

(tire-



IV. Hyperplan en dimension finie

Rappel en dimension quelconque

« Définition MPSI. Soit E un espace vectoriel quelconque.

Un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel de E admettant une droite vectorielle comme supplé-
mentaire.

« Définition PCSI. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.
Un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel de E de dimension n — 1.

« Proposition. Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur E. On a
Vo€ E\Kergp, E = Kerg® Vect(vy)
Et pour x € E, on a I’écriture suivante

@(x) o
@ (vo)

X = iln'y a plus le choix

« Proposition.
— Le noyau d’une forme linéaire non nulle est un hyperplan.

— Un hyperplan est le noyau d’'une forme linéaire non nulle.

Equation d’un hyperplan en dimension finie

Proposition. Soit 2 = (ey,..., e;) une base de E.

Une partie H de E est un hyperplan
ssi
il existe a=(ay,...,a,) € K"\ {0} telle que H = Ker¢, ol1 ¢, : E — K

n n
> Xiej — Y ajXx;
i=1 i=1

n
« Vocabulaire. La relation Z a;x; = 0 est appelée équation de H dans la base 4.
i=1

« Exemple.
En dimension 2, une droite vectorielle possede une équation de la forme ax+by = 0 avec (a, b) # (0,0).

En dimension 3, un plan vectoriel possede une équation de la forme ax + by + cz = 0 avec (a, b, c) #
(0,0,0).

Proposition. Soit 28 une base de E. Soita= (ay, ..., a,) e K"\ {0} etb = (by,..., b,) € K"\ {0}.

n
Soit H, 'hyperplan d’équation ) a; x; = 0 dans la base %
i=1

n
et Hp I'hyperplan d’équation Z b; x; = 0 dans la base 4.

i=1
Alors
H,=H, < 3J1eK* (by,....by)=A(ay,...,an)

« Enfrancais. Deux hyperplans sont égaux si et seulement si leurs équations dans une méme base sont
proportionnelles.

« Exemple. Dans K3 muni de sa base canonique, les deux équations x; +2x,+3x3 = 0 et 2x; +4x,+6x3 = 0
définissent le méme hyperplan.

(fre-
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V. Aproposderang

Rang d’une famille de vecteurs

Définition (rang). Soit E un espace vectoriel.
Soit & une famille finie de vecteurs de E.
Le rang de la famille & est la dimension de I’espace vectoriel Vect(%).

On le note rg(&).

« Ouencore. Le rang de & est le cardinal maximal d'une sous-famille libre de .

« Remarque. On a

— 1gF eN

— Si & estla famille vide ou si & est la famille réduite au vecteur nul, alors le rang de & vaut 0.

— Si & estlibre, alors rg % = card &.
« Exemple. Considérons la famille & = ((1,2,3),(3,2,1),(1,1,1)) de R®.
On constate que :
— les deux premiers vecteurs (1,2,3) et (3,2, 1) ne sont pas colinéaires;
— le troisieme est combinaison linéaire des deux premiers car 4(1,1,1) = (1,2,3) +(3,2,1).
Ainsi,
Vect(ZF) = Vect((1,2,3),(3,2,1))

famille libre

Bilan. On arg(&¥) = 2.

Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Soit & une famille finie de vecteurs de E.
Ona
rgF < card & et rgF < dimE

Question.

1 2
i) Soit A= 3 4 .Pour tout n €N, on pose &, = (I, A, A%,..., A™).

Déterminer le rang de %, &) et F, puis de ¥, en fonction de 7 wvecpreuve, of course)

ii) Dans E =%°(]-1,1]), on considére

1+x 1-x 1 X

L e Lx X
fl 1—x f2 1+x fé 1_x2 f4 1_x2

Déterminer le rang de & = (f1, f>, f3, fa)-

Retour sur le rang d’'une application linéaire

Soit E de dimension finie équipé d'une base (ey,...,e,) et f : E — F une application linéaire.
Comme Im f = Vect(f(e1), ..., f(en)), on a en appliquant 'opérateur dim

dim(Imf) = dim(Vect(f(el),...,f(en)))

Autrement dit, le rang de f est aussi le rang de la famille de vecteurs ( flen),....f (en)).

([






(tire-

» Candidat pour %
Considérons
A= {cardf’ | £ estlibre et £ ¢ ¥ < $V§4}

C’est une partie non vide et majorée de N.
On peut donc poser a = max A.
On peut alors considérer une famille de cardinal a. Notons-la 8.

* Montrons que 2 est génératrice de E.
Montrons que Vect(%8) = E. Linclusion c est évidente.
Pour l'inclusion E < Vect(48), remarquons que E = Vect(¥).
Il s’agit donc de montrer Vect(¥) < Vect(%).
Prenons un vecteur g de la famille ¢ et montrons qu'’il est dans Vect(%).
Pour montrer que g € Vect(2), il suffit de montrer que la famille 28 v (g) est liée (WHY?).
Raisonnons par ’absurde et supposons-la libre.
Cette famille vérifie
LBV cZLVY

Donc son cardinal est dans A.
Donc a+ 1 € A, ce qui contredit le fait que a = max A.

BILAN. La famille 28 est génératrice de E. Comme 2 est libre (WHY?), c’est une base de E.

Premieére preuve. On applique le théoreme de la base incomplete a
— la famille ¢ donnée dans 'énoncé (qui est bien génératrice de E)

— la famille vide £ = () (qui est bien libre).

Deuxiéme preuve, version algorithmique.
Si ¥ est libre, c’est bon.
Sinon, il existe un vecteur v de ¢ qui est combinaison linéaire des autres. On’enleve et'espace vectoriel
engendré ne change pas:
Vect(¥) = Vect(4\{v}) carveVect(¥)

Si ¢4\ {v} est libre, c’est bon.
Sinon, il existe un vecteur w de ¢ \ {v} qui est combinaison linéaire des autres.
On l'enléve et 'espace vectoriel engendré ne change pas:

Vect(94\ {v}) = Vect((4\ {v}) \ {w}) car w € Vect(¥)

On continue le processus, qui finit par s’arréter car le cardinal de la famille diminue strictement d'une
unité a chaque itération.

Soit E de dimension finie.

On peut considérer ¢ une famille génératrice finie de E.

D’apres le théoréme de la base extraite, on peut en extraire une base, qui possede donc qu'un nombre
fini de vecteurs (puisque c’est le cas de 4!).



Soit ¥4 = (g1,..., gp) une famille de p vecteurs d'un espace vectoriel.

Soit & = (fi,..., fp+1) une famille de p + 1 vecteurs appartenant a Vect(¥).
Montrons que % est liée.

Il suffit d’exhiber une relation de liaison non triviale entre les f;.

Les f; sont des vecteurs de Vect(%), on peut donc trouver une famille de scalaires (a; ;) 1<i<p telle que

1<j<p+l
i = aug +ot ap1gp
fr = aipg Tt app8p
fp+1 = diLp+181 T+ aApp+18p
p+1

On cherche (A1,...,Ap41) € KPP\ {0 pr1} tel que Y A;f; =0

i=1
En combinant les lignes précédentes, on voit qu'il suffit de trouver (A1,...,A,41) € KP 1\ {0k p1} tel que
I'on ait les p égalités suivantes (penser a faire la somme en colonne) :

p+1 p+1
Z)L,-amzo, Z/liai,p:()
i=1 i=1

Réorganisons ces p égalités. On obtient un systeme linéaire de p équations et p + 1 inconnues (les A;) :

a h o+ apriApar = 0

Cllypﬂl e ap+l,pAp+l = 0
Notons M la matrice de ce systeme (c’est la transposée de A) et considérons M la sous-matrice carrée
extraite sur les p premieres colonnes.

— Cas ol M est inversible

On effectue des opérations élémentaires sur les lignes (ce qui ne change pas I’ensemble des solu-
tions du systéme), et on se rameéne au systéme suivant

Ay ]

,/1p+1 ]
On a une relation de liaison non triviale entre les colonnes de cette matrice

Ainsi, en posant

M b
= __bp
1
_Ap+1,

qui n’est pas la colonne nulle (WHY), on a ce qu'il faut.

({8
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— Cas ou M n’est pas inversible

X1 ]
On sait qu'il existe une colonne X = | : | non nulle telle que MX = 0.
Xp |
Il suffit alors de poser
AL ]
X1
= .
0
.Ap+1 ]

qui n'est pas la colonne nulle (WHY), et on a ce qu'il faut.



Elle a lieu par récurrence sur p. Mais il faut prendre le soin de reformuler I’énoncé.
Notons #, la propriété :

« pour toute famille ¢ de cardinal p, et toute famille % de cardinal p + 1 telle que Vect(¥) c
Vect(¥), alors & est liée »

o Initialisation p =0
Dans ce cas, Vect(¥) est 'espace vectoriel engendré par la famille vide, donc est {Of}.
Soit une famille de 1 vecteur, disons x, appartenant a Vect(¥). Alors x = 0 et donc cette famille est liée.

 Hérédité Soit p > 1 tel que A, soit vraie. Montrons que #, est vraie.

Remarque importante pour suivre le bon déroulement de la partie « hérédité ». Comme la preuve est relativement subtile, si on ne prend pas le soin de bien
choisir ses notations, on est fichu. Je noterai avec un « prime » les familles qui sont de cardinal un de moins que dans /. Ainsi F' désignera une famille de
cardinal p et ¢’ désignera une famille de cardinal p — 1. Si bien qu’en présence d’une inclusion du type Vect(%') c Vect(4"), il ne faudra pas se géner pour
appliquer 'hypothese de récurrence 7)1 .

Donnons-nous & = (fi,..., fp+1) et ¥ = (g1,..., &p) deux familles telles que Vect(F) c Vect(¥).
Montrons que & est liée.

Explicitons l'inclusion Vect(&) < Vect(¥) : on peut trouver une famille de scalaires (a; ;) 1<i<p telle

1<j<p+l
que
i = ang +eot ap18p
fr = apgsr  +t appgp
fp+1 = dip+181 T+ App+18p

On distingue deux cas. Et on note ¢’ = (g, ..., gp-1).

I> Si tous les a,j sont nuls alors la famille &' = (fi,..., f,) vérifie Vect(F') c Vect(¥').
D’apres /1, la famille &' est liée. Donc & aussi (en tant que sur-famille de #/).
> S'il existe un certain a,; non nul, alors quitte a renuméroter les vecteurs, on peut supposer que

a #0.
p,p+1
On introduit une nouvelle famille de vecteurs #' = (f},..., f,)) définie par

VielLpl,  fj= appafi=apfpn

On vérifie que tous les f], sont dans Vect(‘ﬁ’) (car gp n'apparait pas dans leur expression en fonction des g;), de sorte que
Vect(ZF') c Vect(¥)

D’apres .#,-1, on en déduit que F' est liée.
Ainsi il existe des scalaires A4,...,1, non tous nuls tels que /hfl’ +eeet Apfl’, =0g
En remplacant f]’ par son expression en fonction de f; et f,+1, on en déduit que

p
(Alap,p+1)fl + e+ (Apap,p+1)fp - (Z/ljap,j)fm—l = 0
j=1

Comme les scalaires A1 ap,p+1,..., Apap,p+1 sontnon tous nuls, on en déduit que la famille & = (f1,..., fp+1)
est liée.

— Soit £ une famille libre.
Montrons que %Z est finie.

Par I'absurde, si £ était une famille libre infinie, on pourrait en extraire une sous-famille £’ libre
(WHY?) de cardinal card¥ + 1.

({_ g
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Or £’ est une famille de Vect(¥) = E.
D’apres Steinitz, on en déduit que &’ est liée. Contradiction.
Ainsi, < est finie.

Toujours avec Steinitz, on en déduit que card £ < card¥.

— Soit 2 et B’ deux bases de E.
Déja 28 et ' sont finies (car ce sont des familles libres et on peut appliquer le point précédent).
Montrons que card 8 = card %'.
On a en particulier

— 9B famille génératrice de E
— 9%’ famille libre de E

D’apres le point précédent, on en déduit que card 88’ < card 4.
En échangeant les roles joués par % et &', on obtient 'autre inégalité card 8 < card 8'.
D’ou I'égalité.

e Toute famille libre de F est une famille libre de E.

Comme E est de dimension finie, toute famille libre de F est finie et de cardinal < dim E (d’apres 7).
En particulier, le cardinal des familles libres de F est majorée.

On peut considérer une telle famille (ey, ..., e;) de cardinal maximal.

Montrons que (e, ..., e4) est une base de F.
Ce qui montrera que F est de dimension finie égale a d vérifiant d < dim E.

> Montrons que cette famille est génératrice en montrant F = Vect(ey, ..., eq).
Soit x € F. Par maximalité de (ey, ..., e,), la famille (ey, ..., ey, x) est liée.
Donc (WHY?) x € Vect(ey,...,eq).

> Cette famille est libre par construction.

* Montrons qu'une base de F est une base de E.

Soit g une base de F.

Elle est de cardinal dim F, donc dim E par hypothese.

Comme %y est une famille libre (de F donc de E) et de cardinal dim E, c’est une base de E.

Prenons une base de F.
Complétons-la en une base de E!

Reprenons les notations précédentes.
Posons S = Vect(eg+1,...,e,). C'est un supplémentaire de F dans E en vertu de :
Proposition (concaténation de bases)

Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de E admettant des bases ayant un nombre fini de vecteurs.

— Sila concaténation d’'une base de F et d'une base de G est une base de E, alors F et G sont supplémentaires dans E.

— Si F et G sont supplémentaires dans E, alors la concaténation d'une base de F et d'une base de G est une base de E.



Idée.
Il s’agit juste de vérifier que si (e;) est une base de E, et si (f;) est une base de F,
Alors la famille ((e1,0), ..., (en,0),(0, f1), ..., (0, f,)) est une base de E x F.

Notons Br~c = (e1,...,e,) une base de FNG.

Lespace vectoriel F N G est un sous-espace vectoriel de F.

D’apres le théoréme de la base incomplete, on peut compléter Zr~g en une base Br = (e, ..., e, fi,..., )
de F.

De la méme maniere, complétons %r~g en une base B¢ = (ey,...,er, g1,...,84) de G.

On adonc
dim(FNG)=r dimF=r+p dimG=r+gq

L'égalité de Grassmann est dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F n G) ; elle se réécrit
dim(F+G) = (r+p)+(r+q)—r

c'est-a-diredim(F+G)=r+p+g4.

Il ne reste donc plus qu’a exhiber une base de F + G de cardinal r + p + g.

On propose la famille (ey, ..., ey, f1,..., fp, 815+, &)

Vérifions que cette famille est génératrice de F + G et que cette famille est libre.

> Aspect générateur.
Ona

F+ G =Vect(ey,...,er, fi,..., [p) +Vect(ey, ..., e, &1,...,8q)
= Vect(ey,...,er, fi,..., fp, €1,-.-,€r, 815+, 89)
= Vect(ey,...,er, f1,--o, [p, &15---, &)

La famille (ey,..., e, fi,..., fp, &1,--., §4) est donc génératrice de F + G.

> Aspect libre.
Soit ay,...,ar, B1,..., Bp,Y1,-..,Yq des scalaires tels que

arey+--+are+Prfit o+ Ppfptyi€t+yq8g =0
Pour alléger les notations, on pose
x=ae +---+ae, € FNG  y=pfi+--+Ppfp € F z=Y181+ " +Yq87 € G

Par construction, ona donc x+ y+z=0.

On en déduit que z = —(x + y). Comme x, y € F, on obtient que z appartienta F.
Or z€ G,donc ze Fn G = Vect(ey,...,e;).

On écrit z comme combinaison linéaire des e;, disons

z=ayey+---+arey
En reprenant I’égalité initiale, on obtient
(@1 +a)er+--+(ar+a)er+Pr1fi++Ppfp =0
Comme la famille Br = (ey, ..., e, f1,..., fp) estune base de F, c’est une famille libre, donc

Vi, a;j+a; =0) et surtout Vi, Bi=0

({8
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En reportant dans |’égalité initiale, on obtient
aiept---t+arer+y181t-+Yq8q = 0
Comme la famille %¢ = (e, ..., er, &1,..., §4) est une base de G, c’est une famille libre, donc

Vi, a; =0 et Vi,yi=0

Notons Br et B une base de F et G.

(1) On al’équivalence suivante (I'implication difficile <= étant due a « une famille génératrice de E
de bon cardinal est une base de de E »)

Br v ABg est une famille génératrice de E

BrpVABgestunebasede E — { dimE = card %y + card B

(2) Onal’équivalence suivante ('implication difficile <= étant due a « une famille libre de E de bon
cardinal est une base de de E »)

Br Vv A est une famille libre de E

Br Vv Bgestunebasede E — { dimE = card %y + card B

Preuve. Il suffit de montrer que 'image par f d'une base de E est une base de F (WHY?).

— Soit B, = (ey,...,e,) une base quelconque de E.

Comme f est injective, la famille (f(el),...,f(en)) St it

Or cette famille estde cardinal ........................

Donc cette famille est une base de F.

— Soit B, = (ey,...,e,) une base quelconque de E.

Comme f est surjective, la famille (f(el),...,f(en)) €St e
Or cette famille estde cardinal ........................

Donc cette famille est une base de F.

Onalm(f+g)cImf+Img.
Par sous-additivité de dim, on obtient dim (Im( f+ g)) < dim (Im f+Im g).
On utilise la formule de Grassmann pour le membre droit et on obtient :

rg(f+g) < rg(f)+rg(g) —dim(Im fNnImg)

A fortiori,on a:
rg(f+g) < rg(f)+rg(g)



— Supposons f isomorphisme et g de rang fini.

Comparons Im(go f) et Img. Ces deux espaces sont peut-étre directement comparables car ils
vivent tous les deux dans G.

On a toujours Im(go f) cImg.
Par surjectivité de f, on améme Im(go f) = g(f(E)) =g(F)=Img.
Bref:
Im(go f)=Img
Comme g est de rang fini, on en déduit que go f estderang finietonarg(go f) =rgg.

Supposons g isomorphisme et f de rang fini.

Comparons Im(go f) et Im f. Ces deux espaces ne sont pas directement comparables (ils ne vivent
pas au méme endroit). Montrons qu'’ils sont isomorphes.

Onalm(go f) = g(F') ou F' =Im f. Il s’agit de comparer g(F') et F'.

Par injectivité de g, la restriction de g a F’ induit un isomorphisme entre F’ et g(F').
Ainsi, F' et g(F') sont isomorphes.

Autrement dit, Im f et Im(g o f) sont isomorphes.

Comme f est de rang fini, on en déduit que go f égalementetonarg(go f) =rgf.
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