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ICi, I estun intervalle de R non trivial (c’est-a-dire d’intérieur non vide, c’est-a-dire contenant au moins deux points distincts).
Les fonctions considérées sont a valeurs dans K avec K =R ou K =C.

I. Primitives

Généralités et premiers exemples

Définition.

Une primitivede f: I — K est une fonction F: I — K dérivable, de dérivée égale a f.

« (Non)-existence. Une fonction f peut ne pas avoir de primitive (cf. plus loin).

« Régularité. UNE primitive d'une fonction continue est de classe 1.
C’est en quelque sorte la situation opposée a  « LA dérivée d’une fonction 6" est continue ».

« Unexemple. Une primitivede f: R* — R estF: R* — R

X — X

==

« Un peu de composition.
Soit ¢ : R — K. Supposons que ¢ admette une primitive ®.

Soit a € R* et b € R. Une primitivede R — K estlafonction R — K
x — @(ax+Db) X —

« Unpiége? Soit A € R. Une primitivede R — R estlafonction
Ax
X — e

Pour les fonctions a valeurs complexes

Proposition. Soit ¢ : I — C que 'on écrit ¢ = f +ig avec f, g a valeurs réelles.

. | f admet une primitive F . . e . .
Si o alors la fonction ¢ = f +ig admet une primitive, a savoir F +iG.
g admet une primitive G

« Reformulation. Pour trouver une primitive d’'une fonction a valeurs complexes, il suffit de trouver une
primitive de sa partie réelle et une primitive de sa partie imaginaire.

« Remarque. Quand on peut se passer des parties réelle et imaginaire, on ne se prive pas!

Exemple typique, la fonction R — C ouweC*.
X — ewx

On peut ici directement affirmer qu'une primitiveest R — C

X +—

Question.

sol — 16

« Soit a € R un réel.

1
Déterminer I'’ensemble de définition et une primitive de f;: t — T
-a

L ] SOit w € C \ R (un complexe non réel) .

Déterminer I’ensemble de définition et une primitive de f,: t — P
-w

(tire-



Formulaire

Les résultats de ce tableau sont a connaitre mais, en cas de doute, il est facile de les vérifier car ils dé-
coulent de ceux connus sur la dérivation.

f Une primitive de f Intervalle
. xn+1
xX—x"ouneN X— R
n+1
1 _1 * *
X— —ouneN"\{l} | X— —"0— RZ ou R}
x" (n—1)x"~
1 * *
X— — x—In|x| R* ou R}
X
a+1
a N X *
x— x%ouaeR\{-1} X — RY
a+1
x—e* x— e R
x—Inx x—xlnx—x R
x—chx x—shx R
x—shx x—chx R
X— COSX X— sinx R
xX—sinx X— —COSX R
X— tanx x— —In|cos x| ]‘7”+kn,%+k7r[ i kez
1
X—— X — Arctan x R
1+x
1 .
X— — X — Arcsinx 1-1,1]
1—x2
-1
X— — X — Arccosx 1-1,1]
1—x2
Ax 1 Ax
x—e*ouleC* x»—»ze R

« Lafonction puissance.
On peut retenir qu'UNE primitive de ]0,+oo[ — R est (disjonction de cas) :

x — x%
x—lnx sia=-1
1 a+1 .
X— —X sinon
a+1
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Toutes les primitives

« Aloral. Une primitivede f: R* — R estF: R* — R
1

estF: R* — R

X +r—

Une autre primitive de f: R* —

X +—

%= =

Proposition.
vewe | Soit f définie sur un intervalle.
Si f possede UNE primitive F, alors TOUTES les primitives de f sont de la forme F + c ol1 c € K.

« Attention 1. Le résultat est faux si’on ne se place pas sur un intervalle.
« Attention 2. Il n’existe jamais une seule primitive. On ne dit donc pas la primitive mais une primitive.
Il peut ne pas en exister; mais s'il en existe, il y en a une infinité.

« Déterminer TOUTES les primitives.
Pour déterminer les primitives d'une fonction sur un intervalle, il suffit d’en déterminer une. Toutes
les autres s’en déduisent a une constante additive pres.
« Exemple.Soit f: R — R
x — 3x

. 3, o
La fonction x — Ex est une primitive de f sur R.

3
Donc les primitives de f sur R sont les fonctions de la forme x — Exz +couceR.

Question posée a un éleve de PCSI 3.
Déterminer toutes les primitives de f: R* —

X —

®I= 2

— Réponse fausse.

La fonctiG e ===haduclest une primitive de f sur R*.
Donc les primitives de f sur R*_soni=Zesfemetions.de la forme F: x — In|x| + ¢ avec
ceR,
— Réponse correcte donnée par tous les éleves de PCSI 3.
Analyse. Soit F une primitive de f sur R*.

La fonction x — In|x| est une primitive de f sur R*.

On écrit R* comme la réunion d’intervalles R* =]—o0,0[U ]0, +00].

Il existe donc des constantes c; et ¢, telles que :

{lnx+01 six>0
F:x—

In(—=x)+c, six<O0

Syntheése. Une telle fonction est dérivable et de dérivée f.
Bilan. Les primitives de f sont de la forme R* — R oucy,c €R.
{lnx + ¢ six>0
X —_—

In(—x)+c, six<O0
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Quelques opérations et autres exemples

Proposition (combinaison linéaire).
Soit f:I1—-K, g:1—K.Soit A, uekK.
alors la fonction A f + ug admet une primitive, a savoir AF + uG.

. | f admet une primitive F
g admet une primitive G

|

Proposition (composition).
u: I — R est dérivable a valeurs dans J

¢ : ] — K est dérivable

alors u' x (¢'ou) admet une primitive sur I, a savoir @ou.

Proposition (puissance entiere). Soit u : [ — K dérivable.

eCasnezZ\{-1}
1
——u™ sineN

Une primitive de u'u” est
1 n+l

eCasn=-1
On suppose que u est a valeurs réelles et ne s’annule pas (cest-a-dire a valeurs dans R*).

u
n+1
sin < —2 et si u ne s'annule Pas (c’est-a-dire a valeurs dans K*)

u
n+1

!

Une primitive de — est In|u]|.
u

9] Avoral, ou presque!

Question. Déterminer une primitive de x —

Méli-Mélo.

« Une primitive de x —
3x2+1

— Une primitivede x— ————¢€
P (1+x2)8

— Une primitive de x — — est
x

X
st

Proposition. Soit a € R* non nul.
Une primitivede f: R — R estF: R — R
1 1 X
X o= X — EArctan(E)
1
(2x+3)2+5

est

X

« Une primitivede x— ———— e
p Bx2+1)2

est

« Une primitive de x — —
3xc+1

1
« Une primitive de x — ——
P v3x+1

« Une primitive de x — v/3x+1 est

est
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Fonctions trigonométriques

« Puissance de cosinus (ou sinus).
Lorsque I'on cherche une primitive de la fonction x — cos* x et plus généralement de tout polynéme
en cos x et sinx, on peut :
— ou bien linéariser la fonction en utilisant les formules trigonométriques

— ou bien essayer de se ramener a la dérivée d'une composée

Question.

sol — 16
— Linéariser cos? x et en déduire une primitive de x — cos? x.

3

— Déterminer une primitive de x — cos x.

— Déterminer une primitive de x — sin(3x) cos(2x).

Un exemple instructif (exponentielle-cosinus)
Soit (a, b) € R? différent de (0,0). Déterminer une primitive sur R de la fonction f : x — e%* cos(bx).
— Premiére réponse.
On remarque que f est la partie réelle de la fonction x — (@)%,
On en déduit qu'une primitive F de f est donnée par :

- 2 (e(a+ib)X) ((a_ib)e(a+ib)X)
a-+ib a® + b?

c’est-a-dire

b
cos(bx) + > sin(bx)).
a‘ +

. ax
F:x — e ( %

a? + b?
— Autre réponse, en croisant les doigts.
On fait le pari qu'’il existe une primitive de f « du méme type » que f.

Début du brouillon. Soit F une primitive de f de la forme :
F:x — e“x(/lcos(bx) + ,usin(bx)) avec L, ueR
Cette fonction F est dérivable etona:

F':x — ae“x(lcos(bx) +,usin(bx)) + e“x(—bﬂtsin(bx) +b,ucos(bx))

I1 SUFFIT de voir qu'il existe (A, p) vérifiant :

al+bu=1
ap—bA=0.
b
Le déterminant de ce systeme d’inconnues A et u est _ab a‘ =a’+b* #£0.
Ainsi. il exist : lution donné (/1)(61 b)
insi, il existe une unique solution donnée par (A, u) = , .
4 b W=\@vm a2+ b2
Fin du brouillon.

Copie. Posons F la fonction définie par

b
F:x — e cos(bx) + —— sin(bx))
a

a? + b? + b?

Cette fonction F est dérivable et aprés un petit calcul (lequel?), on trouve F' = f.

Donc F est une primitive de f.

(({L g



1
Le cas de la fraction rationnelle x— ————
ax’+bx+c

A méditer. Déterminons une primitive de f : x— —————— avec a, b, c € R et @ non nul.
ax’*+bx+c

Pour cela, on distingue trois cas en fonction du nombre de racines réelles du polyné6me aX?+bX +ec,
c’est-a-dire en fonction du signe de son discriminant A = b? —4ac.
1

— Si A =0, alors en notant r I'unique racine, f estde la forme f:x— GorE
X—1Tp
1

Une primitive de f sur R\ {rp} est donc x — .
X—1T

1
a

— SiA >0, alors en notant ry et r» lesracines réelles distinctes, f estdelaforme f: x — ﬁ
X—1nN)X—r1r

D’apres le chapitre « Fonctions rationnelles », on sait qu’il existe des constantes 1; et A, telles que :

A A
VxeR\{r, ), f)=——+-"2.
X—nN X—12

Une primitive de f sur R\ {r}, 2} estdonc x — Ay In|x—ri|+ A2 In|x —r2].
1

— Si A <0, alors en utilisant la forme canonique, f est de la forme f: x — 4 avec  #0.
(x—a)?+ p?

1 —
Une primitive de f sur R est donc x — %Arctan( ; )

Question. Pour chaque fonction, déterminer I’ensemble de définition puis une primitive :
sol — 16
1 1 x3
X X
fs xX2+x+1 Ja X2 +3x+2

X X ———
h x2—-6x+9 f2 x2-3x+2
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II. Existence de primitives

Le théoréeme fondamental de ’Analyse

Le théoréme suivant permet :

— d’assurer I'existence de primitives pour une fonction continue sur un intervalle;
— de calculer une intégrale a I'aide d’'une primitive;

— de ramener la recherche de primitives a un calcul d’intégrale.

Il est admis pour I'instant, mais sera démontré dans le chapitre « Intégration », ol sera définie rigoureu-
sement I'intégrale d'une fonction continue.
Pour une définition de I'intégrale, nous utiliserons pour I'instant les connaissances vues en Terminale.
On généralise au cas des fonctions a valeurs complexes de la facon suivante :

Soit f: I — C est continue et a,b € 1. Lintégrale de f entre a et b est définie par :

fbf(t)dt = fb(Ref(t))dt + ifb(Imf(t))dt,

[ Théoreme fondamental de ’Analyse.

Soit f: I — K continue. Soit a € I.

— Lafonction®: I — K est dérivable sur I, et sa dérivée vaut f.

X — ff(t)dt

Donc ® est UNE primitivede f.

— De plus, on a ®(a) =0.

Donc ® est LA primitive de f qui sannule en a.

« Mieux. La fonction ® est de classe € sur I (WHY?).

« Leretour de In.

La fonction f: x — % est continue sur I =]0, +ool[. Prenons a = 1 qui est bien dans 1.
Le théoréme donne I'existence d'une unique primitive de f qui s’annule en a.
Par définition (Terminale et début de I'année), c’est la fonction logarithme népérien!

X
« Une notation. Vous trouverez certains ouvrages qui notent f f(#)df une primitive générique de f.

(tire-

Voici une tentative d’explication.

X X
Lorsque f est continue sur un intervalle I, et aj, ay € I, le théoréme fondamental de I’Analyse nous dit que x — f f)dtetx— f f(#)dt sont deux
ay az

primitives et difféerent donc d’'une constante.



Lien entre intégrale et primitive pour une fonction continue

On retrouve la proposition suivante qui a été vue en terminale (pour les fonctions a valeurs réelles) et qui
permet de calculer I'intégrale d’'une fonction f entre a et b, pour peu que I'on connaisse une primitive
de f sur un intervalle contenant a et b.

Proposition. Soit f: I — K continue.
preuve On a

b
Yabel, ff(t)dt:F(b)—F(a) ol F est UNE primitive de f
a

*=b
« Notation. La quantité F(b) — F(a) est notée [F]2 ou [F(t)]Z ou [F(*)] e
=a

On peut retenir visuellement :

b b
f fnde = [F(1)],

1 2 1
Question. Montrer que — f cos’t dt = —.
271 Jo 2

sol — 18

Lien entre fonction et dérivée a I'aide d’'une intégrale

Corollaire. Soit f: I — K de classe €.
Ona

b
Vabel, f(b)—f(a):f fl(vdt.

Une variante du théoreme fondamental de I’Analyse

Question.

ST godt f ‘R — K continue.

3
X
Montrer que la fonction g: x — f f(r)dt est dérivable et déterminer sa dérivée en fonction de f.
x2

(fe-
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III. Recherche de primitives et calcul d’intégrales

Maintenant que le lien entre recherche de primitives et calcul d’intégrales a été rappelé, nous allons
donner deux méthodes permettant de simplifier le calcul d’intégrales et donc la recherche de primitives :
I'intégration par parties et le changement de variable.

Elles s’appuient sur les résultats énoncés dans le chapitre « Dérivation ».

Intégration par parties

Proposition. Soit 1, v: I — K de classe €'. On a

preuve

b b b
Vabel, fu’(t)v(t)dt: [u(t)u(t)] —f w(H)v' (0 dr.
a a a

« Moralement. La formule d’intégration par parties permet, dans une intégrale, d’éliminer une fonction
dont on ne connait pas de primitive, mais dont la dérivée est plus simple a primitiver. Cette phrase
n’est pas tres exacte et tres rigoureuse, mais elle donne une idée sur le principe.

« Recherche de primitives. L'IPP permet de déterminer des primitives des fonctions In, Arcsin, Arctan...,
en écrivant ces fonctions f sous la forme 1 x f (ensuite, on primitive 1 et on dérive f).

« Une primitive de In.
Trouvons une primitive de la fonction In sur R.

Comme la fonction In est continue, on peut exprimer une primitive avec une intégrale, en vertu du
théoreme fondamental de I’Analyse.

Une primitive est par exemple
X
X— f Intdt.
1

Soit x € R} fixé.

u:t—1
sont de classe €1 sur R*.

Les fonctions
vit—Int

Par intégration par parties, ona:

f Intdt f u (Hv(n)dt
1 1

[u(t)v(t)]f —fl u(t)v' (1) dt

[tlnt]f - ﬁXIX%dt

= xlnx-x+1

Bilan : une primitive de la fonction logarithme népérien est x — xInx — x + 1.

Proposition.
Une primitive de la fonction logarithme népérien est x — xInx — x.

Question. Déterminer une primitive sur R de la fonction Arctan.

sol — 18

(tire-



Polyndme-exponentielle

Lutilisation d’intégrations par parties successives permet de calculer une primitive d'une fonction s’écri-
vant comme le produit d'un polynéme et d'une fonction exponentielle : on dérive le polynome et 'on

primitive la fonction exponentielle jusqu’a ne plus obtenir qu'une fonction exponentielle.

Exemple. Déterminons une primitive sur R de la fonction x — x?e*.

Soit x e R. B
Une primitive est x — f e dt.
0
) u:t—el )
Les fonctions , sontde classe € surR.
vit— 1t
Par intégration par parties, on a:

X
f Peldr
0

f u' (Hv(r)de
0

(u u]g—f u(nv'(nde
0

X
[tzet]g—f 2te’ dt
0
X
= xzex—[ 2te’ dt.
0

) u:t—el
Les fonctions { 5 sont de classe € sur R.
vV:t— 21

Une nouvelle intégration par parties donne :

X
f rPeldr
0

xzex—f u' (Hv(r)de

0

= xzex—[uv]g+f u(t)v'(r)de
0

X

= x%e’- [Ztet]g+f 2eldt
0

= x%e*—2xe* +[2¢'],

= x%e¥-2xe*+2e*-2.

Une primitive sur R de la fonction x — x? e* est donc :

x— x’e* —2xe* +2e*.

Remarque. On aurait aussi pu directement chercher une primitive de x — x?e* sous la forme :

x— (ax®+bx+c) e

[20c-Primitives.pdf, 27 février 2024, 9:51]
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preuve

Changement de variable

Motivation de ce paragraphe. Pouvez-vous déterminer une primitive de x — v'1 — x2.

Proposition. Soit I et / deux intervalles de R d’intérieur non vide.
Soit f: I — R une fonction continue.

Soit ¢ : ] — I une fonction de classe €.

Alors:

B , o(P)
Va,Be], f fle®)e'(1)dt = f(s)ds
a @(a)

Remarque. La fonction ¢ de I"’énoncé n’a pas besoin d’étre bijective (méme si elle le sera souvent dans
nos exemples). On lui demande juste d’étre de classe €.

Utilisation de G a D.
Ex1.0Ona:
/2 /2
f sin®tcosrdr = f (p(t)z(p’(t)dt ofup:t»—»sintestdeclasse‘é1 surlR(ousur[O,%])
0 0
1
= fszds
0
1 .11
- 3]
3 0
1
-3
Ex2.0Ona:

2 1 2 l ~ 2 1
f tVa-r2de = Ef Vai-—@) @ (1)dt ou¢:t— t° estdeclasse € surR (ousur [-1,2])
1 -1

1 4

= = f V4 —sds
2N
)

= |[-—-(4-s

3 1
= V3.
« Remarque sur G — D. On constate que I'on aurait pu se passer de changement de variable et écrire
directement :
) (3, 7/2 2 2
sin” ¢ 1 11 3
f sin?t cos tdt = =~ et f tVa-r2dr = | —=<(4-1")2| =3
0 3 lo 3 -1 —23 -1

(tire-




« Utilisationde D a G.
Déterminons une primitive sur [-1,1] de la fonction x — V1—x? a 'aide du changement de va-
riable utilisant la fonction sinus.

X
On sait qu’'une primitive est donnée par x — f V1-s2ds.
0
Pour cela, on utilise le changement de variable s = sin#.

Précisément, on pose ¢ : —%, %] — [~1,1] quiestde classe €.

6 — sin@

Le théoréme de changement de variable fournit :

foxmw :fo

Arcsin x

cosf V' 1-sin%0 do
Poursuivons les calculs

X
f V1-s2ds
0

Arcsin x
f cosf |cos| do
0

Arcsin x
f cos? 6 do
0

1 Arcsin x
- —f (1+cos(26))de
0

2

Arcsin x

1 1
— 10+ —sin(20)
2 2

0

1 1
= —Arcsinx + Z sin(2 Arcsin x)

1 1
= 3 Arcsinx + 3 sin(Arcsin x) cos(Arcsin x)

1 1
= EArcsinx + 5x\/1—x2.

1 1
Bilan. Une primitive de x — v/ 1 — x2 est la fonction x — EArcsinx + > xV1-x2

Remarque pour la culture.

1 1
Bien qu’étant la somme de deux fonctions non dérivables en 1 et —1, la fonction x — 3 Arcsinx + 3 xV/'1-x2 est dérivable sur [-1,1].

X
En effet, cette fonction est égale a x — f V'1-s2 ds qui est dérivable sur [-1,1] en vertu du théoréme fondamental de I'Analyse.
0

Justifions la derniere ligne du calcul

On a toujours sin(Arcsin x) = x (sans condition particuliere sur x, mise a part le fait d’étre dans I'en-
semble de définition de Arcsin).

On a cos?(Arcsin x) = 1 — sin?(Arcsin x) = 1 — x2.

Comme Arcsin x € [—%, %J, on a cos(Arcsin x) > 0 donc cos(Arcsinx) = V1 — x2.

[QOc—Primitives.pdf, 27 février 2024, 9:51]
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Morale de I'histoire
« DeGaD. C’est quand on reconnait une forme (fo) ¢’. C’est en général « bas de gamme », car on peut
se passer de la formule.
« DeD aG. Il vaut avoir une idée géniale : celle d'introduire une bonne fonction ¢.
Puis :
— onremplace s par ¢(f)
— onremplace ds par ¢'(r)dz.

— on adapte les bornes

Question.

sol —19

1. Déterminer les primitives sur ]0, [ de la fonction f : x — ——. On pourra utiliser un changement
sin x

de variable judicieux faisant intervenir la fonction tangente (ou arctangente).
1

COS X

T
2. En déduire les primitives sur ] ~33 [ de la fonction g: x —

14

(tire-
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— La fonction f, est définie sur R\ {a}.
Une primitive de f, est F,: t— In|t — al.

— Lafonction f;, est définie sur R.

Ona
VEER £y I—w (t—a)+ib t—a i b
y = = = 1
¢ t—wl?  (t—-a)?+b> (t-a)?+b>  (t—a)?+Db?
1 r—
Donc une primitive de f,, est F,: t — Eln((t— a)® + b2) +iArctan Ta)

Remarque pour la culture. La fonction F,, s’écrit encore

. Re(f — w)
F,:t—In|t—w|+iArctan| ——

Im(t — w)

Supposons que f posséde une primitive F.

Montrons Primitives(f) = {F +c|ce K}.

Linclusion o est facile.

L'autre inclusion c. Soit G une primitive de f.

Alors la fonction G — F est de dérivée nulle sur I'intervalle I.
Elle est donc constante.

Doncil existe ce Ktelque G-F =c¢

1+ cos(2x)
> .

I N 1 1.
Ainsi, une primitive de x — cos?x est x— Ex + 1 sin(2x).

— On ala formule de linéarisation cos? x =

— Déterminer une primitive de x — cos® x.

1
* On ala formule cos® x = 2 (cos(3x) +3cos(x)).

3

1.1
Ainsi, une primitive de x — cos® x est x— 2 (§ sin(3x) + 3sin(x)).

« On peut aussi remarquer que cos® x = (cos x) x (1 —sin® x).

3 3

Ainsi, une primitive de x — cos’ x est x — sinx — § sin” x.

— Utiliser la formule de trigonométrie donnant sin(a) cos(b) comme une somme de sin/cos.

On trouve sin(3x) cos(2x) = w

1/-1 -1
Ainsi, une primitive de x — sin(3x) cos(2x) est x+— 3 (? cos(5x) + > cos(2x)).

(tire-



1. Lafonction f; est définie sur D =R\ {3} = |-00,3[U]3, +00l.

Ona:
1 1

VxeD, = .
x2—-6x+9 (x—-3)2

Une primitive de f; sur D est donc x — —

x-3
2. Lafonction f, est définie sur D =R\ {1,2} qui est la réunion D = ]—o0,1[U]1,2[U]2, +00l.
Ona:
1 1 1
VxeD, = — .
x2-3x+2 x-2 x-1
. x—2
Une primitive de f, sur D est x— In il
x_
3. Lafonction f3 est définie sur R.
Ona
VxeR ! = ! = !
’x2+x+1_( 1)23_ 1\2 (V32
x+—| +- X+ - +(—)
2) 4 ( 2) 2
Une primitive de f; sur R est d L arct z At(2x+1)
ne primitive de f3 sur R est donc x — — Arctan = —Arctan .
’ ’ z VR R V3
2 2
4. Ecrivons la division euclidienne de X3 par X? +3X +2:
X® = (X*+3X+2)(X-3)+(7X +6)
On a donc
f 34 7X+6
X— X3+
4 x24+3x+2
Décomposons en éléments simples la fonction rationnelle. Vous devez trouver :
-1 8
X—X—-34+—+—
Ja x+1 x+2

Une primitive de f; sur R\ {—1, -2} est donc

L,
x-—»ix —3x-In|x+1|+8In|x+2|

Soita,be I.
X
D’apres le théoreme fondamental de ’Analyse appliqué a f et a € I, la fonction x — f f(6)dt est une
a
primitive de f.
Maintenant, prenons F une primitive quelconque de f et montrons I'égalité.
Sur un intervalle, deux primitives different d'une constante, donc il existe une constante c € K telle que :
X
Vxel, F(x) = f fde + ¢
a

En particulier pour x=aetx=b,ona:

F(b)-F(a)

(fabf(t)dt+c)—(faaf(t)dt+c)

b
f f(od.

({8
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Il s’agit de trouver une primitive de cos?. Pour cela, il faut penser a linéariser.
Ona

1 2m 1 2m
—f cos’tdt = — =(1+cos(2n))dr
21 Jo 2w Jo 2

21

1

> %(t+ %sin(Zt))]

11 1 .
= ——(27r+—sm(4n))
27 2 2

1

2

0

Comme f est continue, f admet une primitive F en vertu du théoreme fondamental de I’Analyse.
Onag:x— F(x%) - F(x?).
Montrons que g est dérivable, en montrant que x — F (x3) et x — F(x?) le sont.
x — x° est dérivable sur R a valeurs dans R

a t — F(t) est dérivable sur R
Par composition, la fonction x — F (x3) est dérivable sur R.
On montre de méme que x — F(x?) est dérivable sur R.
Ainsi, g est dérivable sur Reton a

VxeR, g'(x) = 3x*f(x3)-2xf(xd).

Remarque. On a un énoncé tres général qui couvre |'exercice ci-dessus.
Soit I et J deux intervalles d'intérieur non vide.

Soit f: I — K une fonction continue.

Soit a et f deux fonctions dérivables définies sur J a valeurs dans 1.

Alors la fonction :
B(x)

g:x — f(nde

a(x)

est dérivable sur Jetona:

vxe], g =pff(px)-ad@f(ax).

Comme u et v sont de classe €' sur I, il en est de méme de la fonction u v, et la proposition 20 permet
d’écrire :

b b
[u(t) v(t)]a :f wv) (Hdt
a

b b
:f u' (1) v(t)dt+f u(t) v' (0 dt.

a



X
D’apres le théoreme fondamental de I’Analyse, une primitive est donnée par x — f Arctan tdt.
0

Soit x € R.

u.t—1t
Les fonctions sont de classe €' sur R.
v:t— Arctant

Par intégration par parties, on a:

X X
f Arctantdt = f u (Hv(n)de
0 0

[uv], —f u(nv' (1) de
0

X
[t Arctan t]g - f
0

1
= XxArctanx— > In(1 + x%).

1+ 12

1
Bilan : une primitive de la fonction Arctan est x — x Arctan x — > In(1 + x?).

Comme f est continue sur I, elle posséde une primitive F, qui est alors de classe € sur I.
Par composition, la fonction F o ¢ est de classe €' sur J et sa dérivée est (fop)¢'.
D’ou

p p
f fle@®) @' () dr f (fop) (D¢ (ndt
a a

Il
ol

I
=
2
o
=
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2. Une primitive de f: x—

X

1 1
1. Une primitivede f: x— —— est x — —dt.
sinx Z sin t

On rappelle que
t
2tan —
Vielonl, sint = 2
1+tan2 —
2

1
Considérons la fonction ¢ : 10,400 — 10,7[ quiestde classe €' et¢’:t— 5(1 + tan? %).

t
t — tanz

fx 1 d fx1+tan2§d
—dt = ——=dr
z sint z 2tan%

2

X1 1 t
f --(1 +tan®—)dr
.4 tanEZ 2

2

Soit x€10,7[.Ona:

J/

ﬁ(p’(t)dt
tan% 1
= f —ds
1 S
X
= In (tan—) .
2
Ainsi, une primitive de f sur ]0, [ est
X
x—1In (tan —) .
2
Autre solution. On remarque que :
1+tan22
+ tan E ul(x)
Vxel0,n, - = . avecu: |0,n] — R
sinx 2tan > u(x) X
2 X — tanE-

X
Ainsi, une primitive de f sur ]0,7[ est x — In|u(x)| =1n (tan 5)

X1
estx»—»f —dt.
0 Ccost

CoSX
. T
Sonxe]——,—[.
22

Pour cela, on fait le changement de variable u = ¢ +7/2. On a donc:

x xX+m/2 1 u
f — dt :f ~_du = [ln(tan—)
0 COSt /2 sinu 2

- o T
Ainsi, une primitive de g sur ] ~33 [ est

x+m/2

2 =In (tan(g + %))

x—In (tan(g + %))
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