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E)l ' De téte

1
1. Est-ce que — admet un DL,,(0) ?
x

1
2. Donner le DL, (3) de =

102 | Parité et développement limité
Une fonction paire telle que f(z) =1+ 2% + oO(mQ) vérifie-t-elle f(z) =1+2%+ o (23)7?
z—

z—0

103 | Deux développements limités
1. Donner le DL3(0) de (1 + z)'/=.

2. Donner le DL3(0) de V14 v/1+ z.

:04 ! Sans calcul!

Soit f: x> LQ Sans calcul, déterminer f((0) pour tout n € N.
x

1-—

105 | Un classique

. . . . a® 4+ b*\ 1/
Soit a,b > 0. Déterminer le DL;(0) puis un équivalent de ( ) .

106 | Intégration d’un développement limité

\/§—|—:z:

1+ x\/§ )
En commengant par calculer f’, déterminer le DL4(0) de f.

Soit f: x — Arctan

107 | Développement limité d’une fonction réciproque (1)
Soit f: R — R
r +—— zchzx
Montrer que f est bijective de R dans R.
Montrer que f admet un DL5(0) et le déterminer.

Montrer que f~! est de classe C* sur R.

=W o=

Justifier que f~! admet un développement limité & 1’ordre 5 en 0 de la forme :
fH2) =z +c32® +esa® + o (2P),
z—0

avec ¢y, c3, cs € R. Puis déterminer les ¢;.

Développement limité d’une fonction réciproque (2) et (3)

1. Soit f: R — R
r — xew2

(a) Montrer que f est une bijection.

(b) Montrer que sa réciproque f~! admet un développement limité & 'ordre 5 de la forme

fH2) = ax + b2 +ca® + o ().
z—0

(c) En utilisant I'égalité f~! o f = idg, déterminer a, b et c.

2. Suivre le méme schéma pour obtenir un DL3(0) de la réciproque de 2z + sin x.
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La fonction tangente
Montrer que la fonction tan admet un développement limité a tout ordre en 0.

On pose :
_ 2k+1 2n42
tan(xz) = Z apT + mgo(x )
k=0
Calculer a,, en fonction de ag,a1,...,an_1.
IPP?
| In 2 1
Pour tout n € N, on pose I,, = dt. Montrer que : I, = 1— —+o— ).
o 1+1tn n n
Astucieux
11 Q?k
Donner le DL;2(0) de In (Z F)
k=0

Ajustement de paramétres

1. Peut-on trouver a, b € R tels que asinz + bxcosz =z + Oo(x5) ?
xrT—r

. . , . . 3 . . .
2. Parmi les fonctions (fqp)a,per définies par fop @ @ +— sinx — AT’ v on a-t-il une qui soit

1+bx2
négligeable (en 0) devant toutes les autres ?

3. Peut-on trouver deux réels a et b tels qu’il existe une constante C' vérifiant

1 a b
- ~ Cx?
m+ln(1+x)+e’”—1w—>0 v

Etude locale

. 1 1
Etudier au voisinage de 0 la fonction f: 2z +— — — ————.

o x  Arcsinz ) ) -
(Est-elle prolongeable par continuité ? le prolongement est-il dérivable? que dire de la position

relative du graphe et de sa tangente ?)

Asymptotes
Soit f: RY — R )

x +— (x4 1)e=.
Etudier les asymptotes du graphe de f, et la position relative du graphe et de ses asymptotes.

Etudier f en 0 et en +oc0 o1 ...
V1+a22—1+22

X

.ou frxe

Retour chez les polynémes
Soit P € R[X] non constant tel que Vz € R, P(z) > 0.

1. Montrer que le coefficient dominant de P est positif et que les racines réelles de P sont de
multiplicité paire.

2. Montrer qu'il existe un polynéme C' € C[X] tel que P = CC.
3. En déduire qu'’il existe A et B dans R[X] tels que P = A2 + B2

Ca se corse

sin x

1. Déterminer un équivalent de 5% — (sinz)* au voisinage de 0.

2. Déterminer un équivalent de sh(sinz) — sin(shx) au voisinage de 0.
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Une

1.

Développements asymptotiques

suite implicite (1)

Montrer que, pour tout n € N, I'équation z + Inz = n admet une unique solution dans R,
notée x,,.

. Montrer que (z,,)nen admet une limite et la déterminer. Puis Donner un équivalent de x,,.

Inn Inn
Montrer que x, =n —Inn + — +o(—>.
n n

Question treés difficile. Déterminer un développement asymptotique & 4 termes.

suite implicite (2)

. Montrer que, pour tout n € N, I’équation e® + x = n admet une unique solution dans R,

notée x,,.

2. Déterminer la limite puis un équivalent de x,,.

3. Donner un développement asymptotique & 3 termes de x,,.

Une

On note (uy,)

1 3 1
Montrer que unzn———|—0<>.

Approximations de e

. Montrer que pour tout n € N il existe un unique réel z,, € |nw

suite implicite (3)

s

-5, nm+3 [ tel que tan x,, = x,,.

. Montrer qu’il existe a, b, c et d € R tels que

c d 1
Tp, = an+b+—-+—5+ o — |-
n n n—+o00 \ 1

1
On rappelle que pour tout € R* on a Arctanz + Arctan — = T
+ 2
x

)

suite récurrente
la suite définie par ug = 0 et pour tout n € N, upi1 = Vu, + n?.

neN

2 8n n

Pour tout n € N*, on définit u,, = (1 + %)n

1.
2.

Montrer que (uy)nen+ converge et déterminer sa limite.

Montrer que (u,)nen+ est croissante a partir d’un certain rang, par exemple en étudiant le
quotient de deux termes successifs.

Déterminer un développement asymptotique & trois termes de u,,.

4. Retrouver que (u,)n,en+ €st croissante a partir d’un certain rang.
€
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Faire ses gammes

Calcul de développements limités

(i) DL3(0) de e*/1+x (x) DL3(0) de (cosz)'/*

(11) DLg(O) de sin(x) ln(l + JJ) (Xl) DL100(2) de 2%

(iii) DL3(0) de /1 +sinx

(iv) DLs(0) de (e" — 1) sina (xii) DLy (1) de v/

(v) DLy(0) de exx_ - (xiii) DLa(1) de

(vi) DL3(0) de €% — (1 +z)* (xiv) DLs(1) de e”

(vii) DLg(0) de (sinx)* (xv) DL; (%) de sin(z) cos(3z)
(viii) DLg(0) de tanz (xvi) DLy (%) de vtana

(ix) DLy(0) de ;;1 - (xvii) DLg(1) de Zlnz

Calcul d’équivalents
(i) (] (en +00) VT 42

) , (ix) = (en 400)
(i) CEBTZTT2 0 et en +o0) Va3
203 —x (x) \/x2+1—\/:1c2—1 (en 400)
iii) In 2?) — sin(a? cos?(z) (en +oo
) Il 27)—le) - 20080) (0 400) 0 DD g 4
(iv) V-1 (en 1) (xii) /In(z +1) — y/In(z — 1) (en +00)
11 1 en 0 et en 400 (xili)) zln(x+1) — (z + 1) Inz (en +00)
(V> T 142 2+ ( 0 et + ) (XIV) \/1 + 22 — \/1 (en 0)
(vi) 1+ e — Arctana (en —o0) (xv) tanz —sinz (en 0)
(vii) VVETT Vot (en o) (xvi) In(1 +sin) (en 0)
... sin(z) (xvii) In(In(1+ z)) (en 0)
(viii) N (en 7) (xviil) In(cosz) (en 7/2)

Calcul d’équivalents de suites

_om?41 1 3_/n2
) =l 712111(1+n> ) PV

2n3 +1 (vi) 5(Inn)3 — 2n?
T
(i) ?1n2n+72n+11 tan (xi) n! +e"
xii
e ”*1 (vii) In(n +2) — In(n + 1) 2 4 3"
(i) In (1 Ty 1) (vili) (2n + Inn?)e=(+D) (xiii) 11
(n—l—l) (ix) In(n? +1) n+l n-1
(iv) In n+1 .
o IR (dv) Vn+1-vn -1
(v) sin (sm ﬁ) &) T (xv) /In(n+ 1) —In(n— 1)
Calcul de limites
— si — Arct
(0 In(1 + z) — sin(z) (en 0) (iv) x ' r3c anx (en 0)
tanx — x sin” x
2 _
(ii) 1;(55;_11)) (en 1) (v) (cosz)™ =l (en 0)
. 1 L+ T2 -8
(lll) E — m (en 0) 3 (Vl) m (en ].)
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Non, comme le montre 'exemple de f : z — 1 + 22 + 2% |z|. En revanche, c’est le cas quand la
fonction admet un DL3(0) (ce qui contient le cas ou f est trois fois dérivable), comme Daffirme le
cours.
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Loe[l—%+ 42— Tad+o0(2%)].
2. Ona
1 1, 1 4 3
Vidhe=14-e—-e"+ —¢&” +o0(e’)
2 8 16
1 5 , 21
donc 14vVI+z=vV2 |14+ 20— — 224+

3 3
37~ 1™ T igm® Tl
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1 1
Ona f'(z) = _§m dont un DL3(0) est
flx) = _% (1 —V3x 4 22% — V323 + 0(5”3))

Comme f(0) = Arctan /3 = Z, on obtient par primitivation le DL,(0)

3 2 3 3 4

4
3 3 +o(z?).

flz) =

il
3

[NCR RS
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2 4

(@) = z ch() :x(1+x+x+o(az4)) =+

Lo, 1
2 24 .

5 5
7 T gt T gl

On a f(xz) — 0 quand x — 0 donc en composant les développements limités, on a
@) = e f(@) + esf (@)° + es f(2)° + o(f(2)°).
Or, d’aprés la question 2., f(z)? = 22+ 24 +8(x5), f(z)3 = a3+ 325 +8(x5) et f(x)® =ad +g(:c5).

On obtient finalement que

1 1 3
—1 _ s 1 5 3,925 5 5
7 (f(x) =a <x+2x +24x)+63 (x —|—2x>+65x —1—8(1: ),

c’est-a-dire

) =+ (G +a)a+

3
2 R 05) x5+ 8(3:5) .

24 2

Puisque f~!o f = idg et par unicité du développement limité de f~' o f, on déduit de la question
précédente que

=1, %1—1—(:3:0, ;—2—1—3034—0520.
Ainsi,
cp=1, cg=—= et c5:H,
2 24
donc

1 17
1N Lt 3 il 5 5
[T(x)=2 57 T 54 +8(x).
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1. (a) La fonction f est de classe C* par opérations, donc dérivable (et donc continue).
La dérivée de f est (222 + 1)6‘”2, qui est strictement positive, donc f est strictement
croissante.

Par ailleurs, on voit directement que f(x) —— 4o0.
r—+o0

Le théoréme de la bijection monotone entraine alors que f est une bijection.

(b) La fonction f est de classe C*° et bijective. Par ailleurs, sa dérivée est partout > 0, donc
elle ne s’annule pas. Le critére de dérivabilité des fonctions réciproques (dans sa version
C>) entraine alors que f~! est de classe C*°.

La fonction f~! est a fortiori de classe C°. D’aprés le théoréme de Taylor-Young, elle
admet un DL5(0) : on peut trouver ag,ay,...,as; € R tels que

Y z)=ao+aix+---+asz® + o (2°).
z—0

Par ailleurs, la fonction f est impaire, donc f~! aussi.
On en déduit ag = as = a4 = 0, et, en posant a = a1, b = ag et ¢ = a5, on obtient le
développement limité voulu.

(¢) Commengons par calculer un DL5(0) de f.

On a
1,2 2
1 e“=14+u+su+ o (u)
e =142+ §x4 + o(z?) car {IQ 0 2 u=0
z—0
. 1
donc ze” =428+ -2° + o(z®).

2

On en déduit un DL5(0) de idg :
z = fH(f(x))
= f1 (x + a3+ %x‘r’ + 0(15)>
=a (.Z‘ + 2 + %x5 + 0(305)) +b(z+a°+ o(x?’))3 + c(z + o(x))® + o(a®)
f7Hu) = au + bu® + cu® + ugo(u5)
car = + o(x) — 0
(o + o(2))’ = 0?)

Développons les deux puissances.

— Quand on va développer (z + 23 + o(z3)), on va bien obtenir une incertitude en
o(x%) : en effet, pour obtenir le plus grand terme d’incertitude possible lors du
développement de

(x+ 23 +0(2))® = (x + 2° + o(z?)) x (x + 2% + o(2?)) x (z + 23 + o(2?)),

on va « piocher » dans une des parenthéses un terme d’incertitude et, dans les deux
autres, prendre le plus grand terme a notre disposition, a savoir x, pour un « total »
de r x & X o(x3) = o(x"). On va méme obtenir ce terme trois fois, car il y a trois
maniéres de choisir dans quelle parenthése on pioche tel ou tel terme.

On obtient donc

les autres termes étant soit des termes significatifs « phagocytés » par le terme d’in-
certitude (& savoir 3 x z x (z3)? et (2%)?), soit eux-mémes des termes d’incertitude.

— Avec essentiellement le méme raisonnement (plus simple ici, car il n’y a pratique-
ment que des termes d’incertitude), on obtient (z + o(z))® = 2% + o(a®).
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On peut alors reprendre le calcul (en regroupant tous les termes d’incertitude) : on a
1 3
r=a (:p + 2%+ 51'5 + 0(15)) +b(z+ 2%+ 0(z%))” + c(z + o(x))® + o(z")

1
=a (a: + 3+ 2335) +b (2% +32%) + ez’ + o(a”)

ax + ax3 + %x5
+ bz +3b2° | + o(%)
+ cxb

=az + (a+ b)z® + (g +3b+c> 2% + o(x°).

Par unicité du développement limité (et le fait évident que = = + o(z®)), on obtient
les égalités

a =1
a+ b =0
5 +3b+c=0.
a 1
Ce systéme admet une unique solution, a savoir | b | = | —1
c 5/2

On obtient ainsi le DL5(0) : f~(z) =2 — 2% + 32° + go(x5).
T

2. En procédant de la méme fagon, on obtient f~!(z) = t2 + ;z2° + o(a®).
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On écrit oy
k 12

r _ e _Z 12

ZF = ¢ 12! —’—O(aj )
k=0

e” (1 z e " + o 12)e_g”)
= - = T
12!

12

In (i %) = In(e”) +In (1 - %e—m + O($12)e_z)

Comme In(1 + ) 3 bret —%e*‘” +o(x!?)e™® = 0

12 12
In (1 _ ﬁe—x + o(le)e‘x) - _ﬁe—m +o(az'2)e"
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3 1
1. Oui, prendre a = = et b= —~.
ul pren re a 2 € 2

Pour cela, effectuer un DL(0) & un ordre bien choisi de asinz + bx cos z.

2. Ona
1 1
fap(x) = (—a +b— 6) x3 (120 +ab— b2> z° + o(z”)
donc fop(x) = o(z°) si et seulement si —a +b— § = ab— b*> + 35 = 0, c’est-a-dire si et
seulement si a = —% et b= %.

Cette fonction est donc négligeable devant toutes les autres.

3. On trouve le développement asymptotique

1 a—2b b—a
1 Z - -
( —i—a—f—b)x + 5 + 3

x + o(x)

qui est du type
1
K- + K' + K'v + o(x)
x

Pour que la fonction soit ~ Cz, il faut et il suffit d’avoir K =0, K’ =0et K" #0.

T—r
1 -1
Comme K’ = i(a —b)et K" = ﬁ(a —b), on ne peut pas avoir a la fois K’ nul et K" non

nul.
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La fonction Arcsin est de classe C* sur [—1,1], donc admet un DL(0) a tout ordre en vertu du
théoréme de Taylor-Young.

Déterminons ce développement limité a 'ordre 5 (attendre un peu pour comprendre 1’ordre choisi).
Pour cela, utilisons la technique de primitivation.

Déterminons le DLy (0) de \/llft
On a

1

= (1—t)~1/2
T (1=1)

o~

3
2

= 1+ (-3 o+ EEE o)
= 14 3t+ 2% +o(t?)

Comme 22 —— 0, on a
x—0

1 _ 1 2 34 4

Par primitivation, on a

1 3
Arcsinz = Arcsin(0) 4z + —2° + —a2° + o (z°)
N—— 6 40 z—0
=0

Arcsinz — z
x Arcsin x
1,3, 3.5 5
527+ 552° +o(x”)
2, 1,4, 3.6 6
x? + ot + 4520 + o(29)

1 3.3 3
5T T+ 452 +olz
= b 3 @) en simplifiant par =
1+ g2 + 521 + o(z?)

2

avec u(z) = ga? + Sat + o(a?)

— (%x + 223 + o(gc?’)) X (1 —u(z) + u(z)? + 0(u(x)2)> dolnc u@) =5 0
—— =1—t+2+ o ()
1+t t—0

= (fz+ it +o@®) x (1= u(@) + u(@)? + o(u(@)?)) avec u(z

— (%x + 2a2% 4 o(a:g)) X (1 — (322 + o) + g2t + 0(964))

= Lo+ 35ad 4 o(a?).
Par troncature, on obtient le DL(0) de f, et on en déduit que f(x) — 0.
T—r

Ainsi, f est prolongeable par continuité en 0 et le prolongement est :
f:[-1,1] — R

N {f(x) six#0
0 siz = 0.

Alors f possede le DL3(0) :
flz) = %m + %x?’ + o(x?).

Ce développement limité (ou plutdt sa troncature a ’ordre 1) montre alors que f est dérivable
en 0, de dérivée %.
Par ailleurs,

~ 1 17

"6 7 360"

Comme on connait le signe de 2% au voisinage de 0, on en déduit que le graphe de fest au-dessus
de sa tangente au voisinage de 07 et en-dessous au voisinage de 0.
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— D¢ja, on a f(x) - +o0o (pas de forme indéterminée), donc le graphe de f admet une
T—
asymptote verticale d’équation z = 0. Il n’y a pas grand chose d’autre a déterminer...

— Par ailleurs, on va effectuer un développement asymptotique de f au voisinage de +oo. Le
graphe de f admet une asymptote oblique d’équation y = ax + b au voisinage de 400 si et
seulement si f admet le développement asymptotique

flxy=ax+b+ o (1).

T—r+00

Plus précisément, le « terme d’aprés » dans ce développement asymptotique (ou plutdt son
signe) donnera la position du graphe de f par rapport a son asymptote.

On a, quand x — 400,

fla) = (z+1)e!/*

1 1 e=1+u+ o (u)
=(x+1)(1+—+o0|- car u—0
x x 1/z —— 0
r—~+00
[z +1
—( +1)—i—o(l)
=z +2+0(1).

Cela montre que y = x + 2 est une asymptote oblique du graphe de f. Poussons le dévelop-
pement a un ordre de plus pour déterminer la position relative du graphe et de ’asymptote.

On a, quand x — 400,
f(@) = (& +1)e'/"

2
e=1+u+% + o (u?
(L)) e AUy

1 1
:(x+1)<1+++o .

2z

x+1+$ 1
()
+1+ 2 z
2o ()
=x+2+—+4+o(—|.
2x T
Cela démontre que

f(iﬂ)—(x+2):3+0<1> 3

2z T ) z—=+o00 22

Comme deux fonctions équivalentes ont localement le méme signe, on en déduit que la diffé-
rence f(x) — (z + 2) est positive au voisinage de +oo.
Ainsi, le graphe de f est au-dessus de son asymptote au voisinage de +oo.
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1. e« Comme P est non constant, P est de degré n > 1.
Notons ¢ son coefficient dominant. Alors P(x) o cx™
o0

400 sic>0

too | —oo sic<O0

Or ca" — {
L’hypothése Vz € R, P(x) > 0 implique que P est positif au voisinage de +00, donc la limite

en +oo vaut +oo, donc ¢ > 0.

e Soit a € R une racine de P. Notons m sa multiplicité.

Ainsi, P g’écrit (X — a)™@Q avec Q(a) # 0.

On a donc P(x) ~ Az —a)™ ou A = Q(a).

Supposons par I'absurde que m est impair.

Alors (z — a)™ change de signe au voisinage de a, donc P(x) aussi (par partage de signe).
Or P(z) est positif pour x au voisinage de a.

D’ou la contradiction.

Donc m est pair.

Bilan. Les racines de P sont de multiplicité paire.

2. Considérons la décomposition en facteurs irréductibles de P :

s t
P = c[[(x—z)*™ [[RY
i=1 j=1

ol les x; sont les racines réelles de P (elles sont de multiplicité paire!),
et les R; sont des polynémes du second degré & discriminant négatif.
Les racines de ces polynémes sont des nombres complexes conjugués z;,z;.
En particulier, on a
Ry = (X —2) (X - z).

Posons donc

C = VA[[X =)™ JT(X -2)".
=1 j

Jj=1

On a bien P = CC.
3. Décomposons C' en partie réelle et en partie imaginaire C = A 4+ iB avec A, B € R[X].
D’aprés la question précédente, on a P = CC = A? + B2.
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1.
2.

3. On écrit x,, — n = —In(x,) et on remplace x,, par 'égalité trouvée a la question précédente.
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° ’ DA a1 terme | Montrons que u, ~ n.

Une récurrence immédiate donne Vn € N, w,, > 0, donc (uy)nen est bien définie.

De plus, Vn € N* u, = \/up—1+ (n—1)2 > n—1, donc u,, — +00 par théoréme de
minoration.

Par récurrence (a faire), on montre que pour tout n € N, u,, < n.

Ainsi VneN", n—1<u, <n.

Les membres extrémes sont équivalents & n, donc par théoréme des Gendarmes, on a
Up ~ M.

e | DA A 2 termes | Montrons que u,, =n — = 4 o(1)

2

Premiére fagon de calculer. Montrons que u, =n — 3 +o(1)

ou encore que

1
Unt1 = (n+1)— B} +o(1)

ou encore que

Uni1 = (n+1) = = +o(1)

2
c’est-a-dire 1
Upt1 = N+ 3 +o(1)
On a:
Upt1 = Uy +n?
Up

1

= n\/1+(+
n

1,1

n|:+2 n

o)
( 1
= n|l+—+o0
2n
+

+o(1)

o) el o)) i e

)

1

(7)) en reprenant le DA & 1 terme de u, et en le divisant par n?
n

o

= N

— Deuxiéme facon (astucieuse — mais efficace —) de calculer.

1
Montrons que w, = n — B +o(1)
ou encore que

s = (n4+1) = 5 +o(1)
ou encore que
Upt1 — N = % +o(1)
ou encore que

Upy1 — N~ 3

Calculons 4,11 — n.

On a
Upt1 — N = Vu, +n2—n = n<,/1+u21>
n

U 1
Comme —; — 0, on a donc en utilisant que 1+ 2z — 1 ~ 5%
n
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car U, ~n

1
Dot upy1—n = 5 +0(1), ce qui était 'objectif a atteindre dans cette fagon de présenter
les calculs.
Bilan. On obtient le DAy
1
U, =n— = +o0(1)

2
. 13 1
e | DA & 3 termes | Montrons que u, =n — -~ — — +o0 | — | ou encore que
2 8n n
1 3 1
w1 = (k1) -5 -
ntt = (nt1) -3 8(n+1)+o<n+1>

ou encore que
1

1 3
Un+1 = (n+1)_2_8n+0<n)

c’est-a-dire

On a:

Upt1 = Vup+n?

1 1
= n\/l + ( ~ 53 + O(ﬁ)) en reprenant le DA a 2 termes de uy, et en le divisant par n?
2n n

1
n
1 1 11 1 1 1
(—)—+o<2)> car V1+x =1+ -z — —2* +o(2?)
n n 2 8
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1. On a (1 + %)n = exp (nln (1 + %)) On a par ailleurs

1 1
nln(l—l——) ~ nx—=1,
n ] n—oo n

donc nln (14 1) P letu, =exp(nln(1+1)) ——e.

n—-+oo

) —nln(14+ 1) ~ 5. Cela démontre

n—oo <M

. 1
2. On obtient par le calcul que (n + 1)In (1 + o
que In (“Z—:l) > 0 a partir d’un certain rang, et donc que (uy,), est croissante a partir d’un
certain rang.
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(i) e VI+a=1+ 42+ 222+ 223+ o(23)
(i) sin(z)In(1 + ) = 22 — 327 + o(a?)

(iii) V1 +sinz =1+ x—%xz——gx + o(x?)
(iv) (e* —l)smx—x + 32 + o(z?)

(v) — =1- 1o+ 522 +o(x?)

(vi) em”—(l—i—x)%:%x giex +o(2?)
(vii) (sinz)* = 2* — 225 + La® 4 o(a®)

(viii) tanz =z + 1% + Z2° + o(aF)

(ix) 2x—|—1 =z —3z2+ 13 13 x3 799c4—|—0( )

(x) (cosa)/*=1—ta+1 23 + o(z?)

(xi) (2+ h)4 =16+ 32h + 24h2 + 8h3 + h* + o(R1%0)

xii) /1 +o

h h2 h?

(xiii) 1+(1+h = % - lh + th + o(h?)

(xiv) exp(l+h) =e+eh+ $h* + £h® +o(h?)

(xv) sin (5 4+ h)cos (3(% +h)) = —ﬁ —th+ %ghQ—i—o(hz)
(xvi) y/tan (§ +h) =1+ h+ Lh% + 20% + o(R®)
(xvii) %w =1 — Lh%+ L%+ o(h?)
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(i) [#] ~ =

r—+00

4 2 4 2
—z42 2 —z+2
N Jrz?fs_ﬁ ~ —g et IS fﬁ_f
z—0

)

(iii) In(1 + 2?) — sin(2?) + 2 cos?(x) et 2Inz
)
)

~

z
r—+00 2

(iv) B2 ~ r—1

=1 531

i1 4 1 1 r_ 1 4, 1 ., 1
(V x 1+x 24z w:();cetx 1+3:+2+x Z—stoo T

2174
(vi)) vV + —\/x—|—lzﬁmjroo 7
(viti) 2o) o

L VERE2 5/6
(IX) %24‘3 w—)Jroom

(x) Vo2 +1 -2 -1 ~ 1

x

r—r+00
(Xl) 1n(z+1) 1 ~ 1
Inz Z—400 zlnz

(xii) Pour tout x > e, on a

Vi@ +1) = /in(w = 1) = \/m (x (”i)) ~ \/m <m (“i))
:wmﬂn(lg)_Wﬂn(l_;)

In (1—1—1) In (1—1)
vl I\ PR WY PR W7

Inx Inx

Cette expression peut paraitre horrible, mais on a en fait appliqué a fond l'idée de factoriser
par les termes prépondérants, et on se retrouve maintenant dans une position idéale pour
utiliser des DL de u +— In(1 + u) ou u — /1 + u.

Or, quand z — 400,

1 1 1 Inl+u)=14u+ o (u)
In <1+)+0<> car ¢ , u=0
x x x 1 4o
T z—+oco

d f—
one Inx zIlnz

w(iel) y

Ainsi,

:1—1—1 ! +o ! car L +0( 1) 0
2x Inx zlnz zInz zlna/ 4o

Exactement de la méme fagon,

Inx 2z Inx Tz lnz

o o) B ()
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On en déduit

ln<1_i~> 1 +0< 1>

Inz Inz T zlnz zlnz

z—0 171Il$'

Ainsi, d’aprés les propriétés multiplicatives de I’équivalence,

VIn(l +z) — y/In(1 —2) = Vinz 1+1n<1+i>_ 1+ln<1_i>

Inx Inx

~ Inx x
T—+00 zInz

1
T—=too g \/lnx'

(xiii) zln(z +1)—(z+1)lnx ~ —Inx

xr——+00

(xiv) V1422 — /1 — 22 ~0x2

T—r

(xv) tanz —sinz ~ 1a?
r—r

(xvi) In(1+ sinx) ot

)
(xvii) In(In(1 + z)) o Inx
)

)1 o (T — ).
(xviii) In(cosz) e n(% -z
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5 snt-2n’+1 3
(i) IPHT o sreo 27
(11) Inn+n+1 1

3n242n+1

~

n—+oo 3N

: +1 1

(iv) n(52)  ~ %

(v) sinsin 5 et 5

(viy “nlts)

~
tan ©
n

n—-+oo

(vii) In(n+2) —In(n+ 1) et
(viii) (2n 4 Inn?)e- D~
n—-+o0o

n?
s

2ne~(nt1)

. In(n?41) Inn
(%) = oy 2

(x) Yt In

~

Vn?—n+1l p—stoo

3
: n°—v/n2+1
(Xl) 5(Inn)3—2n2 n—:-oo

(xil) mEe”  ~ ot

2n43n n—+oo 3"
cee 1 1 2
ill) sy~~~

(xiv) vVn+1l—yn—-1 ~ \/Lﬁ

—+o0

(xv) VIn(n+1)—In(n—1) ~ 2

n—+oo n
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(i) Le dénominateur est $a°

~ —%x? On a donc
x—0

2
+ 00(x3), donc ~ 3. Le numérateur est —%- + o (
r—

x?), donc

x—0 2 z—0

In(1 4 x) — sin(x) 3
tanx — x

x—0 21#

En particulier, cette fonction diverge en 0 (sa valeur absolue tend vers +00).
(ii) On atanh ~ h. Par ailleurs,

h—0
In (2(1 + h)? — 1) = In(1 + 4h + 21?)
= (dh+2h*)+ o (4h+2h%)  car dh+2h° — 0
h—0 h—0
=4h + L0 O(h)
~ 4h,
h—0
2(1
dope | m(2(L+ h?-1
tan((1+h) — 1) r—o
dope | m2(L+ h)? —1)
tan((1+h) — 1) h—o0
donc ln(2x -1 4.
tan(z — 1) =-1
(ii)) Ona g — gy = S

On a déja z3sin®z ~ a6,

z—0
Par ailleurs,

2 2
=$3(1—3I+ 0(:1:2)>—1:3 car—x——>()et(1—|—h)3:1—|—3h+ o (h)
6 z—0 h—0

6 x—0
= 71x5 + o (2%
2 z—0
1 5
xi;O —-iiE

Ainsi,

1 1 1

~ 3. .~ 75
3 sindx z—0 2z

En particulier, cette fonction diverge en 0 (sa valeur absolue tend vers +00).

(iv) On a

donc

donc

3
T
r—Arctanz =2 — (2 — =+ o (2°)
3 x—0
3
T
3
=—+4 o0 (x
3 14%0( )
23
~
z—0 3
et sinz ~ 2°
z—0
z — Arctanzx 1
sin® z z—=0 3
r — Arctanx 1
sin® z—0 3
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(v) On a (cosz)™*l = exp (In |z|In cos x). Par ailleurs,

Incosz =1n(1+ (cosz — 1))

=(cosz—1)+ o (cosz—1) car cosx—1——0
z—0 z—0

2 , 22

=3 +,9,) car cosw—1 ~ =%

Par croissance comparée, on a

In |z| 22

In|z| Incosz ~ — — 0.
z—0 2 z—0

Par continuité de ’exponentielle, on a

(cos z)™ 1*l = exp (In || In cos z:) — exp(0) = 1.
z—

(vi) On a
(1+h)P+7(1+h)?-8= (1+3h+ 0 (h)> +7<1+2h+ 0 (h)) -8
h—0 h—0
=17h+ o (h)
h—0
~ 17h
h—0
et (1+h)*+(1+h)?P-2= <1+4h+ ) (h)> + <1+3h+ ) (h)) -2
h—0 h—0
= 7h+hgo(h)
~ Th.
h—0
3 2 _
Ainsi L+h?+71+n)?>-8 7
(I+h)*+(1+h)3—2 hsol7
(1+h)3+7(1+h)>-38 7
donc —.
14+h)*+(1+h)3—-2 rso 17
In fine,

234+ T722 -8 7
i+ 23 -2 =1 17
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