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{;l_O_l_: Matrice d’une famille de matrices
Ecrire dans la base canonique (E;;); ; de M, (K) la matrice de la famille (E;; + I); ;.

L’énoncé est volontairement vague.

102 | Un nilpotent chez les polynémes

0 0 0 0

. -3 0 0 O
Soit M = 0 -2 0 0
0 0 -1 0

1. Sans aucun calcul, déterminer une base de I'image de M, ainsi qu’une base du noyau.
2. Pour tout n € N*, calculer M".
3. Soit f: K3[X] — Kj[X]
P — -3XP(X)+ X?P'(X)
Montrer que f est un endomorphisme de E.
Déterminer la matrice de f dans la base canonique de E.
Sans aucun calcul, déterminer une base de I'image et du noyau de f.

103 | Une symétrie chez les polyndmes
Soit E = K[X]. On considére 'endomorphisme ¢ : E — E .
P(X) —s P(1-X)

1. Avec un théoréme de cours, montrer sans effort que E = Ker(p —idg) @ Ker(¢ +idg).

2. Montrer que ¢ induit un endomorphisme ¢, sur E, = K,[X].

3. Ecrire la matrice M, de ¢, dans la base canonique B,, = (1, X,..., X"™).

Désormais, on enléve les « indices n », donc on note ¢ ’endomorphisme de E = K,,[X].
On note M la matrice de ¢ dans la base canonique B = (1, X,..., X").

Enfin, on prend .

4. Déterminer rg(p — idg).
En déduire, sans calcul ou presque, dim (Ker(cp - idE)> et dim (Ker(gp + idE)>.

1
5. Sans effort, montrer que M est semblable & M’ = 1

6. Expliciter une base B’ de E telle que Matg (¢) = M.
Et enfin, expliciter la matrice de passage Pg_.5'.
Quelle relation matricielle relie les matrices M’ et M ?

Recommencer l'exercice pour n = 3.

{1_0_47 L’effet « Vache qui rit »

Soit A = [Z 2] € M5(K) et fa 'endomorphisme suivant (que 'on notera f)

f: Ma(K) — Msy(K)
M — AM

1. Déterminer f(FEs;) ot Ey = {O 0]

1 0
2. Donner la matrice de 'endomorphisme f dans la base (E11, Ea1, F12, F22).
3. Meéme question dans la base (E11, E12, Fa1, E92).

4. Déterminer le rang de 'endomorphisme f. Bonus : I'exprimer en fonction de A.
{il:():5?} Autour de la trace
1. Montrer que VA € M,,(K), VP € GL,(K), tr(A) = tr(P~1AP).

2. Expliquer comment on peut définir la trace d’'un endomorphisme en dimension finie.

3. Soit E dimension finie et p un projecteur de E. Montrer que tr(p) = rg(p).
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Formes spéciales de matrices

=~

I'_ll

1
1
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Matrices particuliéres et similitude

Soit F un espace vectoriel de dimension n, et & = (ey,...,e,) une base de E.

On se donne un endomorphisme f € L£(E) et on calcule M = Matg(f).

Déterminer quelles propriétés de f traduisent le fait que M présente les formes suivantes (quand
une matrice est présentée « par blocs »), il sera toujours sous-entendu que le premier « paquet »
de lignes (resp. de colonnes) est composé de r lignes (resp. colonnes).

(i) M =1,

(iii) M € GL,(K) . * * *
(iv) rigM =r (vii) M = 0 0 *
0 --- 0 .

0 0] = *
v) M =
ORI e
* *
0 ols . (viil) M = Z‘) ; ) 2
(vi) M =
0 0] = * 0 0| =* *
Matrice de projecteur
Soit A € M,,(K) telle que 42 = A.
IT’ 07~,n7r
Pour tout r € [0,n], on note J, = o 0. € M, (K).

Montrer que A est semblable & J,. ou r est a préciser en fonction de A.

Symétrie
Soit A € M,,(K) telle que A% = I.
I, Or,n—r
Pour tout r € [0,n], on note D, = e M, (K).
On—r,r _In—'r

Montrer que A est semblable a D,. ou r est & préciser en fonction de A.

Commutant d’une matrice nilpotente d’indice maximal
Soit A € M,,(K) telle que A"~1 £ 0 et A" = 0.

1. Montrer qu'il existe X € M,, 1(K) tel que la famille (XO, AXy, ... ,A”leg) soit une base
de anl(K)

2. Montrer que A est semblable &

1 0

3. Notons ¢ (B) l'ensemble (sev de...) des matrices qui commutent avec une matrice B.
Montrer que %' (A) = Vect(I, A, ..., A"~1) et en déduire une base de €(A).
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Interpréter /Traduire avec des matrices!

e —
1110 La matrice de Vandermonde
Soit a, 8,y trois scalaires distincts et :
1 a o?
V=118 p?
2
Ly v
Montrer sans aucun calcul que V est inversible.
€3 [A] e : o o1isdail moidsoilqgs omisdteo onu'b esupinonss eoesd 29l aasb ooitdsm sl omimon NV 193d1q193nl
Enoncer un résultat général en remplagant 3 par n.
e —
'111 ;| La formule d’inversion de Pascal

Soit (an)nen €t (by)nen deux suites de scalaires. On suppose que

" /n
vneN, b, = a
> ()

Soit n € N fixeé.
1. Trouver une matrice M € M,1(K) telle que

[bo b1 R bn] = [(Lo a - an] M

On fera un dessin de M. Que vaut le coefficient m, ; de M pour 4,5 € [0,n].

2. Sans aucun calcul, montrer que M est inversible et déterminer son inverse (on pourra faire
intervenir un bon endomorphisme).

3. Déduire des questions précédentes une expression de a,, en fonction des by.

1
1
)

m
N

Le retour
Voici un exercice déja traité dans le chapitre Polynomes :

Montrer que pour tout n € N, il existe un unique polynome P, € K[X] que l'on expli-
citera avec ses coefficients tel que P, — P, = X™.

Expliquer comment traiter cet exercice avec le chapitre actuel.

m
(JV]

Pot pourri

1. Soit D: K,[X] — K,[X] lopérateur de dérivation.
P +— P

Ecrire la matrice M de D dans la base canonique.
Sans calcul, montrer que M"+! = 0.

2. Considérons 'endomorphisme ¢ : K,[X] —
P —

Trouver une base B de K, [X] tel que Matg(¢) = A on A =

[24exc-RepresentationMatricielle.pdf, 16 avril 2024, 10:13]




Rang d’une matrice

1114 ! Déja vu
Déterminer la dimension des espaces vectoriels suivants :

(i) Vect((l, 2,3,4),(5,6,7,8), (9,10,11,12), (13, 14, 15, 16))

(i) {(m,y,z,t)€R4|x+y+z+t:0 et y—|—3z+3t:0}

(iid) Vect(X2 FX 41 X2 42X 44, X2 43X + 9)

15, De téte
Déterminer sans calcul le noyau et I'image des applications linéaires canoniquement associées aux
matrices suivantes :

1 20 1 1 -1
1 20 et -3 -3 3
0 0 2 -2 -2 2
116 | Rang de la matrice de Vandermonde
Soit n € Net xg,...,z, € K.
Soit ~ _
1 xp a3 g
1z 22 ]
2 n
v=|1l 22 23 T2 | € My (K)
2
|1 =y z;, - @y
Déterminer le rang de V.
On pourra fournir deux preuves différentes. Une en s’aidant de ’exercice 119, l'autre de ’exercice 110.

1117 | Rang et trace
Montrer que deux matrices semblables ont méme rang et méme trace.

:18 . En soustrayant une homothétie, ...
Soit A, B € M,,(K) semblables.
Montrer que pour tout A € K, les matrices A — AI et B — AI ont méme rang.

119 | Sous-matrice inversible de taille maximale
Soit A € M, ,(K).

Montrer que le rang de A est la taille maximale des sous-matrices de A inversibles :

rg(A) = max {t € N | A sous-matrice de A inversible de taille t}

Autour du rang 1

1. Soit K € M,, 1(K) une colonne et L € M ,(K) une ligne.
On pose A= KL.
Montrer que rg A < 1.
Montrer que si A est de rang 1, alors K et L sont de rang 1.
Montrer que si K et L sont de rang 1, alors A est de rang 1.
2. Soit A € M, (K) de rang 1.
Montrer qu'il existe (K, L) € My, 1(K) x M ,,(K) tel que A= KL.
Montrer qu’il existe A € K tel que A% = A\A, puis montrer que A = tr A.
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(121 Again
Soient A, B € M,,(K) deux matrices telles que AB =0 et A + B est inversible.
Montrer que rg(A) +rg(B) = n.

1122 | Matrices par blocs
Soit M la matrice diagonale par blocs :

A0 0
oo |0 A
0 0 A,

ou chaque A; est carrée de taille ¢;.
Déterminer le rang de M en fonction des r; = rg(4;).
Traiter le cas ou toutes les matrices A; sont égales a une matrice A carrée de taille n.

:23 , Rang d’un endomorphisme
Soit A € M,,(K) et f4 I’endomorphisme suivant (que l'on notera f)

M — AM

Déterminer le rang de ’endomorphisme f.

Vers la réduction des endomorphismes

124 | On est en Piston 3

1 20
Soit A= |1 2 0].
0 0 3

1. Déterminer les scalaires A € K tels que A — A\I ne soit pas inversible.
Il y en a combien ?
Que vaut la somme (visuellement infinie!) :

Z dim Ker(A — ol)
ack
2. Donner une base By de Ker(A — AI) pour les A précédents.

3. On note C la concaténation de toutes ces bases B). Que dire de C?

3
4. Montrer que A est semblable & D = 3

{}_2_5_: Un endomorphisme diagonalisable
1 1 1
Soit A= [0 2 2].
0 0 3

1. Donner le rang des matrices A — I, A — 21 et A — 31.
Puis donner une base de Ker(A — I), Ker(A — 21) et Ker(A — 31).
2. SOit(pZ KQ[X] — KQ[X]
P — (X+2)P(X)+P(X-1)
Montrer que ¢ est un endomorphisme de Ky[X] (que ne faut-il pas oublier dans cette vérifi-
cation 7). Puis écrire sa matrice dans la base canonique.

3. Montrer qu’il existe une base C de K5[X| dans laquelle la matrice de ¢ est diagonale.
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Pour la culture (spé), on dit que l’endomorphisme ¢ est diagonalisable. Attention, un endomorphisme quelconque

n’est pas forcément diagonalisable.

{:1:2:6?: Une matrice trigonalisable
Al
1. Soit T' = A ou A et u sont distincts.

I
On considére I’endomorphisme canoniquement associé & 7" que ’on note f.

On note B = (e1, ez, e3) la base canonique de K3.
Donner la dimension de Ker(f — \id), Ker(f — M\id)? et Ker(f — pid), ainsi qu'une base.

2 -3 3
2. Soit A= |—-3 3 —4|.Montrer que A est semblable & T ou A = —1 et p = 2.
-3 4 -5

{il:2:7?: Le lemme des noyaux (cas particulier)
Pour l'instant, E' n’est pas supposé de dimension finie.
Soit f € L(E).
1. Montrer qu’il existe U,V € K[X] deux polynémes tels que X2U + (X —2)V = 1.
2. Montrer que Ker(f?) et Ker(f — 2id) sont en somme directe.

3. Ici, on suppose que P = X3 — 2X? est un polyndéme annulateur de f.

Montrer que
E = Ker(f?) + Ker(f — 2id)

1 1 -1 01
4. Soit A = |—-1 3 —3|. Montrer que A est semblable & T = 0
-2 2 =2 2
.(\¢ — M)zt 99 (*N)z1 10lunlss s1woq aO

1128 | Trigonalisation et racine carrée
Soit f ’endomorphisme de E = K? dont la
matrice dans la base canonique de E est :

1 1 -1
A=1|-1 3 -3
-2 2 =2

1. Rappeler les grandes lignes de la démonstration de I'égalité E = Ker(f?) ® Ker(f — 2id).

2. Montrer, sans vouloir 1’exhiber, qu’il existe un vecteur v appartenant & Ker(f?) mais n’ap-
partenant pas a Ker f. Montrer que (f(v),v) est une base de Ker(f?).

010
3. Montrer que A est semblable AT = [0 0 0].
0 0 2

4. On veut montrer qu'il n’existe pas d’endomorphisme g de E vérifiant g% = f.
On suppose pour cela qu'un tel endomorphisme existe.
Etablir que Ker(f?) est stable par g, puis montrer qu’il existe une base ¥ de E telle que

/ "

a d a
Mate(g) = |b b b
0 0 ¢

En utilisant la matrice de f dans cette méme base C, trouver une contradiction et conclure.
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12

Un exo de kholle amusant !

131

-

9! Etude matricielle de la lettre C

On considére la matrice C € M7 (K) définie par

11
1 1
1
Cc=|1
1
1 1
i 11

On note ¢ ’endomorphisme canoniquement associé a C.

1. Donner le rang de ¢, puis une base de Ker .

2. Montrer que W = Im ¢ est stable par .

Montrer que ¢ induit un endomorphisme sur Im ¢, que ’on notera .

3. Ecrire la matrice de @ dans la base canonique, que I’on notera C.

1
V2

4. Montrer que C est semblable & D =

V2|

5. On peut montrer que X* — X3 —2X? + 2X est un polynéme annulateur de C, donc de ¢.

En déduire que
E =

6. Montrer que C est semblable a

Kerp @ Img

Soit A, B € M,,(K) deux matrices telles que Im A = Ker A et Im B = Ker B.

Montrer que A et B sont semblables.

Redécouverte du produit matriciel !

Soit f € L(E,F) et g € L(F,G). 1l est facile de montrer que Im(g o f) C Img.

Considérons A € M,, ,(K) et B € M, ,(K).

Par un argument matriciel, montrer explicitement que :

Vj € [1,q], Colj(AB) C Vect(Coly(A),...,Col,(A))

En déduire que Im(AB) C Im A.
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{;l_3_2_: Lemme des noyaux (cas général avec 2 noyaux)
Soit E un K-espace vectoriel quelconque.
Soit f € L(E).
Soit p,q € N et a, 8 € K deux scalaires distincts.
1. Soit § € K*. Montrer qu'il existe U, V' € K[X] deux polynomes tels que XPU +(X —6)?V = 1.
Utiliser la formule de Bernoulli.

2. En déduire qu'il existe U,V € K[X] deux polynomes tels que (X — a)PU + (X — )4V = 1.
3. Montrer que Ker ((f - aid)p) et Ker ((f - 5id)q) sont en somme directe.

4. Ici, on suppose que (X — «)?(X — 3)? est un polynéme annulateur de f.
Montrer que

E = Ker ((f —aid)p) @ Ker ((f —ﬁid)q)
5. Traiter la réciproque :
Si E = Ker ((f - aid)p) @ Ker ((f - Bid)q), alors (X — a)?(X — ()7 est un polynome
annulateur de f.

6. Rappeler pourquoi, pour un endomorphisme ¢, on a la chaine d’inclusion :
{0g} C Ker(p) C Ker(¢?) C --- C Ker(¢F)

Quand la dimension de FE est finie, on a vu lors d’un exercice de TD que cette chaine de
noyaux itérés stagne.

7. Ici, on suppose que F est de dimension finie, donc f admet un polyndéme annulateur (rappeler
la preuve).
On suppose que ce polyndme annulateur précis admet deux racines distinctes a et 3.
On suppose que (X — a)P(X — 5)? est le polyndme minimal de f.
Essayer de comprendre pourquoi p et ¢ sont les indices de stagnation :

{0} € Ker(f — aid) € Ker(f — aid)?

N

- C Ker(f — aid)? = Ker(f — aid)P*?

{05} C Ker(f — fid) € Ker(f — 8id)> C - C Ker(f — fid)? = Ker(f — fid)7*!

On rappelle que
Vi,jeN, Ker ((f — ozid)i) et Ker ((f - ﬂid)j) sont en somme directe

8. Ici, on suppose que F est de dimension finie, donc f admet un polyndéme annulateur (rappeler
la preuve).

Parmi ces polynomes, on peut également considérer le polyndéme minimal de f (& votre avis,
quelle est la définition de cette notion ?).

On suppose que (X — a)P(X — 5)? est le polyndéme minimal de f.
Essayer de comprendre pourquoi p et ¢ sont les indices de stagnation :

{0} € Ker(f — aid) € Ker(f — aid)? € --- € Ker(f — aid)? = Ker(f — aid)P*!

{05} C Ker(f — fid) € Ker(f — 8id)> € - C Ker(f — fid)? = Ker(f — fid)?*!

=

On rappelle que

Vi,jeN, Ker ((f — ozid)i) et Ker ((f - ﬂid)j) sont en somme directe
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1. On a
ImM = Vect(Cq,Co,C3) donc rg(M) =3
—_———

famille libre

D’aprés le théoréme du rang, on a dim Ker M = 1.

0
De plus, B4 = 8 est dans Ker M. Donc (E,) est une famille libre de Ker M.
1
Comme elle est de bon cardinal, c¢’est une base de Ker M.
2. On a
0 0 0 O 0 0 0 O 0 00O
2 _ /-3 0 0 0o |-3 0 O Of 0 0 00O
ME=M>M=10" 9 0 o/=|0o =2 0 0o/=[6 00 0
o 0 -1 0 o 0 -1 0 0 2 00
puis
0 0 0 O 0 0 0O 0 0 0 O
3 > (-3 0 0 0 _|0 00 0] |0 0O0°O
ME=M>xM=14" 5 o o/=|6 000 |0 000
0 0 10 0 2 00 -6 0 0 O
puis
0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0O
M- -3 0 0 0)_|0 000 _|000O00
0o -2 0 0 0 0 0 O 0 0 0O
0O 0 -1 0 -6 0 0 O 0 0 0O

Pour n >4,ona M" =M"4*x M*=M"*x0=0.
3. e Linéarité : a vous.
e Montrons que 'image de f est incluse dans K3[X].
Fixons P € K3[X], c’est-a-dire deg P < 3 et examinons le degré de f(P).
11 est clair que deg f(P) < 4.
Reste a vérifier que le terme en X* de f(P) est nul.
En notant a le coefficient en X3 de P, le terme en X* de f(P) = —3XP(X)+ X%P'(X) vaut

—3X x (aX?®) + X? x (3aX?)

donc est nul.
e Matrice dans la base canonique. On a

f) = -3X 0 0 0 0

f(X) = —2x? . =3 0 0 0

f(XQ) — _X3 d’on Mathano (f) - 0 -9 0 0

(X% =0 0 0 -1 0
0 0
. -3 0 0

e Une base de Im | Matg_,_(f) | est la famille ol 122l 10 donc

0 0 -1

une base de Im f est la famille (—3X, —2X2, —X3).

0
e Une base de Ker (Matgwm (f)) est la famille ( 8 ) donc
1

une base de Ker f est la famille (X3).

Des précisions pour ceux qui veulent. Soit P € K3[X] que l'on écrit P = aX®+bX?+cX +d.
On a les équivalences suivantes :

d 0

PeKerf H EKerM:Vect( H) s P e Vect(X?)

a 1
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1. L’endomorphisme ¢ est une symétrie (involution), c’est-a-dire vérifie p? = id.
(Pour la culture, P = X2 —1 = (X — 1)(X + 1) est un polynome annulateur de ¢).
D’aprés le cours, on sait que I'on a

E =Ker(p —idg) @ Ker(p +idg)

Pouvez-vous rappeler 'idée de la preuve ?

Il s’agit d’une Analyse-Synthése. On note F' = Ker(p —idg) et G = Ker(¢ + idg).
On fixe un vecteur de E, ici on fixe P € E.

Montrons qu’il existe un unique couple (Pr, Pg) € F X G tel que P = Pg + Pg.

Pr eF
Analyse. On suppose qu’il existe Prp, Pg € E tels que { P € G
P =Pp+ Pg
En appliquant ¢ & la premiére égalité, on obtient la seconde, d’ou :
P(X) = Pp(X)+ Pa(X)
Pl-X) = Pr(l1-X)+Pz(l1-X)

En tenant compte des appartenances (Pp € F et Pg € G), la deuxiéme égalité s’écrit différem-
ment, d’ou :
P(X) = Pp(X) + Pa(X)
{p(1 ~X) = Pp(X) - Po(X)
Par somme et différence, on obtient ;

P(X)+ P(1—X)

Pp = 5
py = PI=PU=X)

Synthése. On pose Pr et Pg comme ci-dessus et on vérifie les trois points.

2. — L’application ¢, est linéaire, par héritage (car ¢ est un endomorphisme donc linéaire!).
— Montrons que ¢, envoie K, [X] dans K,,[X].
Pour cela, prenons un polyndéme P € K, [X] et montrons que p(P) € K, [X].

Comme ¢, est linéaire, il suffit de vérifier cette appartenance pour chaque polynéme de
la base canonique.

Soit k € [0,n]. Montrons que ¢, (X*) € K, [X].

On a ¢,(X*) = (1 — X)* qui est un polynéme de degré < k (en fait de degré k
exactement), donc est de degré < n.

3. D’aprés la formule du binéme de Newton, on a :

pn(X7) = (}—X)j
- %(i)lj—i(—X)i
. ;m(ﬂ)x n
- ;(—1)1(Z)Xi + i;rloxi

Ainsi, en indexant les lignes (et colonnes) la matrice par [0,n] (comme Python d’ailleurs),
on obtient

J S
=1)"". sit <
Vi, j € [0,n], coeff;;(M,)= (=1) (z) S
0 sinon
ce que 'on peut écrire sans disjonction de cas grace a la convention sur le coefficient binomial :

Vi,j € [0,n], coeff; ;(M,)= (—1)2‘(7)

7

Cette matrice est triangulaire supérieure, avec une diagonale ayant des 1 et des —1, en
alternance (précisément, le coefficient en haut a gauche vaut 1 et celui en bas a droite vaut

(=D").
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Les signes — se trouvent sur les lignes indexées par un entier impair (la premiére ligne étant
indexée par 0)
Remarque. Si Uon veut indexer les lignes (et colonnes) par [1,n + 1], on a

Yk e [ln+1], coeffy (M) = <—1>'“_1(2111>

. Dans le cas ott n = 2, la matrice de ¢ dans la base canonique B peut se déduire du cas général
(en prenant donc n = 2). Cela va peut-étre plus vite de la redéterminer & la main. On a

(1) =1, p(X)=1-X, P(XH) =1-2X + X?
donc la matrice Matg(p) vaut
1 1 1
M= |0 -1 -2
0 0 1
0 1 1
On a Matg(¢ — idg) = Matg(p) — Matg(idg) =M —1 = |0 -2 —2{.
0 0 0

Le rang de la matrice M — I vaut 1 donc rg(p —idg) = 1.
D’aprés le théoréeme du rang, on a donc dim (Ker(p —idg)) = 2.
Puis avec la décomposition de £ = K3[X], on a dim (Ker(¢ +idg)) = 1.

. Pour montrer que M = Matp(y) est semblable & M’, on va montrer qu’il existe une base B’
telle que M’ = Matg ().
Considérons une base B’ de F adaptée a la décomposition

E = Ker(p —idg) ® Ker(¢ + idg)
Ainsi, grace aux dimensions déterminées précédemment, B’ est du type

/ / / /

B" = (ej,e5) VvV (e3)
—— ~—~
base de base de

Ker(¢—idg) Ker(ep+idg)

D’ou P
1 0 017¢
Matg (p) = 1
ats (¢) [0 1 0 ]e;
0 0 —11 ¢

Remarque. Ne pas oublier que les e} sont des polynéomes! On a montré leur existence, mais
on ne les a pas encore explicités (par ailleurs, il n’y a pas unicité).
. Explicitons une base de Ker(M — I) et de Ker(M + I).

On en déduira une base de Ker(¢ —idg) et Ker(p+idg) et ceci « en réincarnant des colonnes
en polynomes! ».

On a
1 1 1 0 1 1 2 1 1
M =10 -1 =2 M-1I= 1|0 -2 =2 M+1 =10 0 =2
0 0 1 0 0 0 0 0 2
na
1 0 1
0],|—-1| e Ker(M —1) —2| € Ker(M +1)
0 1 0

Pour des raisons de dimension,

1 0
une base de Ker(M — I) est ( 0|, -1 )
0
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1
une base de Ker(M + I) est ( -2 >

0
Donc
une base de Ker(¢ —idg) est (1, X2 - X)
une base de Ker(y + idg) est (—QX + 1)
Ainsi,

une base de E = Ky[X] est B’ = (1, X2 - X, —2X+1>

On peut « faire un peu de ménage » (prendre des coefficients dominants positifs par exemple),
et on pose

B = (1, X2 _ X, 2X—1>

D’aprés la formule de changement de bases pour un endomorphisme, on a
M =Q'MQ avec Q) = Pg_,p

Avec notre base B’ = (l,X2 - X, 2X — 1), on a :

1 0 -1
Q= Pg_,p = MatB(B/) = (0 -1 2
0 1 0

Pour le fun. On peut s’amuser a vérifier que la formule de changement de bases est vraie!
Un calcul matriciel montre que QM’ = M€, donc c’est tout bon!

.Onapl)=1,pX)=1-X, p(X?) =1-2X + X2, p(X3)=1-3X +3X2 - X3
Donc la matrice Matg(p) vaut

1111

0 -1 -2 -3

M=y o 1 3

00 0 -1

Ainsi,

001 1 1 2 1 1 1
0 -2 —2 -3 00 -2 -3
M-I =1y o o 3 et M+l =1, o 3
00 0 -2 00 0 0

On arrive encore a lire & I’ceil nu le rang de chacune de ces matrices, donc on doit pouvoir
trouver une base du noyau également a 1’ceil nu.

Remarque. Si le rang ne se lit pas a I’ceil nu, on peut échelonner la matrice ce qui ne change
pas son rang et surtout, si I’on échelonne en ligne, on ne change pas le noyau! Donc on
pourra trouver rapidement une base du noyau.

A gauche, voila les opérations élémentaires effectuées

L2<—L2+2L1, L2<——L2, L3<—L3—3L2, L4<—L4+2L2, L1 (—Ll—LQ
A droite, voila les opérations élémentaires effectuées
L2 — —Lg, L3 — L3 — LQ, Ll — L1 — %LQ, Ll — %Ll, L2 — %LQ

Cela conduit aux deux matrices échelonnées (ayant chacune deux pivots, donc chacune de
rang 2)

[

0

1 _

0 1 ;3 0 7

(M — e = |00 0 et (MMepEn = |00 3
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 o0 o
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Pour des raisons de dimension,

1

of -1
une base de Ker(M — I) est < ol |1 )

0

1 1
2 1
1 0 0
une base de Ker(M + I) est i ou encore ,
0 -5 0 —6
0 1 0 4

Rappel. Pour une matrice rectangulaire A, on a Ker A = Ker A*?. En effet, effectuer des
opérations élémentaires sur les lignes de A revient a multiplier A & gauche par une matrice
inversible P, ainsi, A*" = P A pour une certaine matrice inversible P. Or Ker(A4) = Ker(PA)
car P est inversible.

Il s’agit maintenant de réincarner les colonnes en polynémes.
D’apres ’étude matricielle,

une base de Ker(¢ —idg) est (1, X2 - X)

une base de Ker(¢ +idg) est <2X —1, 4X% - 6X% + 1)

Pour le fun. On peut s’amuser a faire une petite vérification.

— Les polynoémes de Ker(¢ —idg) sont invariants par « X donne 1 — X ». Il y a intérét a
ce que ce soit le cas pour les deux polynémes fournis.
Le polynéme constant 1 = X° a pour image par ¢ le polynome (1 — X)° qui vaut 1.
Donc 1 est invariant par .
Le polynéme —X + X2 = X (X — 1) a pour image par ¢ le polynome (1 —X)(1—X —1)
qui vaut —(1 — X)X = X(X — 1). Donc —X + X? est invariant par ¢.

— Les polynomes de Ker(¢ + idg) sont transformés en leur opposé en appliquant ¢.
Il y a intérét a ce que ce soit le cas pour les deux polynoémes fournis.
Le polynome 2X — 1 a pour image par ¢ le polynome 2(1 — X) — 1 qui vaut —(2X —1).
C’est bon!
Le polynéme 1 — 6X? +4X3 a pour image par ¢ le polynéme 1 —6(1 — X)? +4(1 — X)3
qui vaut —1 + 6X? —4X% = —(1 - 6X2 +4X3). C’est bon!
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(i) On a M = 0, si et seulement si f = 0z (g).
En effet, dire que M = 0,, revient & dire que Vj € [1,n], f(e;) = O0g.
Il est clair que cette condition est vraie pour I’endomorphisme nul.
Réciproquement, si f vérifie cette condition, il coincide avec I’endomorphisme nul sur la base
2, donc il lui est égal par prolongement des identités.
(ii) On a M = I, si et seulement si f =idg.
En effet, dire que M = I,, revient & dire que Vj € [1,n], f(e;) = e; donc f =idg.
(iii) Ona M € GL,(K) si et seulement si f est un automorphisme. (C’est une propriété du cours).
(iv) On argM = r si et seulement si rg f = r. (C’est une propriété du cours).
Notons que cette question généralise les premiére et troisiéme questions. La premiére corres-
pond au cas r = 0 et la troisiéme au cas r = n.

(v) Etant donné un vecteur y € E, dire que les r premiers coefficients de sa matrice Matg(y)
sont nuls signifie que dans sa décomposition

n
Y= Z Aieia
i=1

les r premiers coefficients sont nuls A\y =--- =\, = 0.

C’est donc équivalent a I'appartenance y € Vect(ey41,...,€n).

Ainsi, dire que M est de la forme de I’énoncé signifie que Vj € [1,n], f(e;) € Vect(ert1,...,€n).
Puisque Im f = Vect(f(e1),--., f(en)), cette condition est donc équivalente a I'inclusion

Im f C Vect(erq1,...,€n)

(vi) Dire que M est de la forme de 'énoncé signifie que Vj € [1,r], f(e;) = Op. Par stabilité par
combinaison linéaire, c’est donc équivalent a I’inclusion

Vect(eq, - ..,e.) C Ker f.

(vil) En reprenant le raisonnement exposé au début de la question (v), on voit que dire que M est
de la forme de I’énoncé signifie que Vj € [1,7], f(e;) € Vect(eq,...,e;).
On voit facilement (par linéarité de f, et par stabilité par combinaison linéaire de Vect(eq, ..., e.))
que cela est équivalent a la condition

Va € Vect(e,...,e), f(x) € Vect(eq,...,er)
que 'on peut redire de maniére plus concise sous la forme
f[Vect(eq,...,e.)] C Vect(ey,...,e.).

On dit alors naturellement que Vect(ey,...,e,) est stable par f.

(viii) Exactement comme dans la question précédente, on voit que M est de la forme de I’énoncé
si et seulement si les sous-espaces vectoriels Vect(eq,...,e,.) et Vect(ey41,...,€e,) sont tous
les deux stables sous f.
(En particulier, dans ce cas, E se décompose en somme directe de deux sous-espaces stables
par f, ce qui est une propriété intéressante).
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Le résultat
La matrice de Vandermonde V associée aux scalaires x, ..., x, est de rang :

rgV = card{zo,...,z,}

Preuve « structurelle »
Considérons l'application linéaire

: Ku[X] — K»*!
P — (P(xo),P(xl),...,P(xn))

Dans les bases canoniques, la matrice de ¢ est la matrice V.

D’aprés le cours, on argV =rge.

En vertu du théoréme du rang, il s’agit de trouver la dimension de Ker ¢.

Cherchons une base de Ker .

En notant r le cardinal de {zo,...,x,} et en supposant (quitte a renuméroter) que 1, ..., x, sont
distincts, on montre par double inclusion :

Kerp = Vect(Ro,...,Rn_r) o0 Rp= (X —x1)--- (X —2,) X"

La famille (Ry, ..., Rn—,) est libre (c’est une famille de polyndmes non nuls échelonnée en degré).
Donc dimKerp =n —r + 1.
Comme dimK,[X] = n + 1, le théoréme du rang donne rgy = 7.

Preuve matricielle

Rappel de cours (résulte de la définition). Soit A € M,, ,(K) rectangulaire.

On retire UNE colonne & A et on note A la matrice obtenue, qui appartient donc &
M, p—1(K).

On a

-~ {rg(A) si la colonne retirée est CL des autres

rg(A) — 1 sinon

Rappel de cours (théoréme profond). Soit A € M,, ,(K) rectangulaire.
On arg(A) =1g(AT).

Conséquence (non triviale). Soit A € M,, ,(K) rectangulaire.
On retire UNE ligne & A et on note A’ la matrice obtenue, qui appartient donc a
M1 ,(K).
On a
ra(A') = {rg(A) si la ligne retirée est CL des autres

rg(A) — 1 sinon
En itérant un nombre fini de fois cet énoncé, on a :

Corollaire. Soit A € M,, ,(K) rectangulaire.
Si A posséde des lignes identiques, on peut les enlever sans changer son rang (bien sir
le format de la matrice change!).

Retour a ’exercice.

Notons r = card{zo, ..., %, } et montrons que rgV = r.

Quitte & renuméroter, on peut supposer que zg,...,T,_1 sont distincts.

Avec le corollaire précédent, le rang de V' (qui est une matrice carrée de taille n + 1) est le méme
que le rang de V', qui est la matrice rectangulaire :

2
1z g e g
2 n
) 1 =z 3 xx ]
Vi=1. . . . . € MT,nJrl(K)
2 n
I oz Tr_1 e Tr_1

Montrons que rg(V’) = r.
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— Le rang de la matrice V' est majoré par le minimum de ses tailles, donc rg(V’) < r.

— Montrons que la famille formée par les r premicres colonnes de V' est libre ce qui montrera
que rg(V') > r.
r—1
Soit Ao, .., Ar—1 € K tel que Y MpColp (V') = 04, , (x)-
k=0
Cette égalité de colonnes de taille r se réécrit :

Ao 0
A1 0

V"l o | =1].| ouV"estcarrée de taille r et est telle que Col; (V") = Col;(V")
Ar—1 0

Autrement dit, la matrice V' est la matrice carrée de taille r suivante :

r 2 r—17
1 =z Ty o Ty
2 r—1
1z R
2 r—1
1" PP
vi=|1 w2z Ty | € M (K)
2 r—1
_]- Tr—1 Tp_1 = Tp_q]
C’est la matrice de Vandermonde associée aux scalaires distincts zq,...,z,—1.

D’aprés V'exercice 110, on sait qu’une telle matrice est inversible (il faut savoir redonner
Pargument rapidement).

L’inversibilité de V" fournit la nullité de tous les \.

D’ou la liberté des r premiéres colonnes de V.

Bilan. On a montré que rg(V’) = r.
gV =rgV’

Résumons. On a ,
rgV'i=r

,dourgV =r.
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Notons T' = {t eN| A sous-matrice de A inversible de taille t}.

— La partie T est non vide (c’est un peu subtil, mais 0 € T : la matrice vide est inversible; si

on ne veut pas considérer le vide, on peut distinguer des cas en fonction de la nullité ou non
de la matrice A et constater que si A est non nulle, elle a au moins un coefficient non nul, et
que la petite matrice carrée de taille 1 réduite a cet élément est inversible).

— Par ailleurs, la partie T' est majorée par min(n, p).

Bilan. En tant que partie non vide et majorée de N, la partie T admet un maximum.

Montrons maintenant que max7T = rg(A).

— Montrons que maxT < rg(A).

Pour cela, montrons que rg A est un majorant de 7', c’est-a~dire V¢ € T, t < rg(A).
Soit t € T. Alors il existe A sous-matrice de A inversible de taille ¢.

On peut aller trés vite en invoquant un théoréme de cours.

On a toujours pour une sous-matrice Ade A I'inégalité :

rg(A) <rg(A)

Comme ici A est inversible de taille ¢, son rang vaut ¢, d’ou t < rg(A).

On peut reprouver le théoréme de cours.

On cherche & montrer que le rang de A est au moins égal a t, c’est-a-dire ¢t < rg(A). Pour cela, il suffit
d’exhiber t colonnes de A qui forment une famille libre.

Quitte a renuméroter les lignes et les colonnes, supposons que A se situe « en haut & gauche » de A.
Notons C; les colonnes de A qui sont de taille n et a les colonnes de A qui sont de taille ¢.
Montrons que la famille (Cy,...,C:) de My 1(K) est libre.

t
Soit A1, ..., A+ des scalaires tels que Z ACr = 0.

k=1
En ne retenant que les t premiéres lignes, on obtient une égalité de My; 1(K) et c’est exactement

t
S ACr = 0.
k=1

A1 0
Cela s’écrit aussi C | =

At 0

Comme C est supposée inversible, on en déduit que les Ay sont nuls.

— Montrons que rg(A4) € T.

On va montrer qu’il existe une sous-matrice de A inversible de taille rg(A).

Notons r = rg(A) pour alléger.

Par définition du rang, on peut trouver r colonnes de A qui forment une famille libre.
Notons A la matrice rectangulaire obtenue & partir de ces r colonnes.

Comme ces r colonnes forment toujours une famille libre (on n’a rien fait dessus!), la matrice
A est de rang r.

Utilisons maintenant le fait que le rang d’une matrice est aussi le rang de ses vecteurs lignes.
On peut donc trouver 7 lignes de A qui forment une famille libre.

Notons A la matrice ainsi obtenue, qui est donc carrée de taille r, et est issue de A (qui
elle-méme est issue de A).

Résumons. Apreés ces deux extractions (ligne et colonne), on a obtenu une sous-matrice A de
A carrée de taille r et qui est de rang r. Ainsi, A est inversible.
On a donc montré que r € T'.
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Posé par YG.

Je propose de remarquer que A%2 = 0 (car Im A C Ker A).

D’aprés le théoréme du rang et ’hypothése, on a n =r 4+ r ou r = rg(A).
Soit f4 PALCA a A.

On prend une base de I'image (eq,...,e,) (c’est-a-dire du noyau ici!).

On invente des antécédents e} aux e;.

La famille B = (eq,...,e.,€],...,€.) est une base de K" (libre — & montrer — et de bon cardinal)
et dans cette base. . .

Idem pour B.
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P
Soit j fixé. On a Col;(AB) = Col;(A)b;;.
=1

Prouvons-le.
On a Col;(AB) = ACol;(B) (cette formule est « bas de gamme »).
En écrivant A par blocs avec ses colonnes Ai,...,A,, on a

b, »

Col;(AB) = ACol;(B) = [A1 -+ A | 1 | =) Aibi;
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