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Dans tout le chapitre, E désigne un R-espace vectoriel.

I. Produit scalaire

Formes bilinéaires

Définition.

Soit ¢ : E x E — R une application définie sur le produit cartésien E x E et a valeurs réelles.

e On dit que ¢ est une forme bilinéaire lorsque :
— pour tout yp € E, 'application x — ¢(x, yp) est une forme linéaire

— pour tout xy € E, 'application y — ¢(xo, y) est une forme linéaire
e On dit que @ est symétriquelorsque :

Vx,y)EEXE, @(x,y)=¢(,Xx).

* On dit que @ est positivelorsque :

VxeE, @xx)=0

e On dit que ¢ est définie positive lorsqu’elle est positive et vérifie :

VxeE, ¢x,x)=0 = x=0

« Remarque importante! Pour montrer qu'une application est une forme bilinéaire symétrique, il suffit
de montrer la symétrie, puis la linéarité par rapport a l'une des deux variables.

« Vocabulaire. Lorsque ¢ : E x E — R est une forme bilinéaire, on dit souvent que c’est une forme bili-
néaire sur E (plutot que sur E x E).

« Exemples. Lapplication ¢y est-elle bilinéaire, symétrique, positive, définie positive?

Q1 RExR — R @ RExR3 — R
(X,y) — X1Y1—X1Y2+X3)3 (x,y) — Xxiy1txX1)2+X2)1+X3)3+X2)2
p3: R®xR® — R @i BBxR® — R
(x,y) — Xxiy1+X2)2+x3)3 (xX,y) — X1)1+2X2)2+3X3)3

(tire-



Produit scalaire

Définition.

— Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur E.
— Un espace préhilbertien réel est un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire.

— Un espace euclidien est un espace préhilbertien réel de dimension finie.

Un espace euclidien est donc un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’'un produit scalaire.

« Vocabulaire. Soit ¢ un produit scalaire sur E. Soit (x,y) € E x E. Le réel ¢(x, y) est appelé le produit
scalaire de x et y. Il est noté généralement (x| y) ou x-you (x| y).
En géométrie (c’est-a-dire dans R? ou dans R3), on utilise souvent la notation i - ¥ pour désigner le
produit scalaire des vecteurs i et U.

« Remarque (strement étrange en premiere lecture?!).
Si F est un sous-espace vectoriel d'un espace préhilbertien réel dont le produit scalaire est noté (| ),

alors I'application induite :
FxF — R

x,y) — (xly
est un produit scalaire sur F. On peut donc considérer F comme un espace préhilbertien réel pour ce
produit scalaire qui sera encore noté (| ).

Proposition.

— Lapplication suivante est un produit scalaire sur R” :

@: R" x R" — R
n
((xl,---,xn),(J’l;---;)’n)) —_ in.)’i
=l
C’est le produit scalaire canonique sur R".
— Lapplication suivante est un produit scalaire sur .4, ,(R) :

O MppR) x My, R) — R
(A,B) — tr(A'B)

C’est le produit scalaire canonique sur 4y, (R).

« Remarque importante. Prenons le produit scalaire canonique sur les colonnes de .4, 1 (R).
A-t-il un rapport avec le produit scalaire canonique sur les n-uplets de R"?

Rappel.
Lapplication suivante est le produit scalaire canonique sur R" :

Q: R"” x R" — R
n

((xly---;xn),(_Vl;---y}’n)) — leyl
i=1

L'application suivante est le produit scalaire canonique sur .4, (R) :
U J%n,l(R) X «/%n,l(R) — R

(X,Y) — r(XTY)
X1 !

La question est donc « que vaut tr(X ' Y) lorsque X = | : [etY =] : | »?
Xn Vn
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' Exemples.

preuve

— Lapplication suivante est un produit scalaire sur R[X] :

@: RIX]xR[X] — R
1
(PQ — fOP(t)Q(L‘)dt

— Lapplication suivante est un produit scalaire sur €°([a, b],R) :
¢: €°(la,b,R) x€°([a,b],R) — R
b
f,e — f fg
a

1
@ Question. Montrer que ¢ : (f, g) — f tf(1)g(r)dt est un produit scalaire sur E = 6°([0, 1], R).
0

sol — 19

,;
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Norme associée a un produit scalaire
Soit E un espace préhilbertien réel dont le produit scalaire est noté (| ).

@ Définition.

— La norme associée au produit scalaire { | ) est 'application E — R*
x — lxll=v{x|x)
— La distance associée au produit scalaire | ) est'application ExE — R*
xy) — lx=yl

« Vocabulaire. Une norme (resp. distance) associée a un produit scalaire est appelée norme euclidienne
(resp. distance euclidienne). Vous verrez en Spé qu'il existe des normes qui ne sont pas associées a un
produit scalaire.

« Propriété de séparation de la norme. On a VxeE, |x]|l=0 = x=0g
En effet, on a ||x||? = (x| x), donc si on suppose que ||x|| = 0, on en déduit (x | x) = 0, puis grace a
I’aspect défini positif du produit scalaire, on en déduit x = 0.

« Exemples.

La norme associée au produit scalaire canonique sur R” est

La norme associée au produit scalaire canonique sur .4, , (R) est

Proposition (identités remarquables).
vewe | Soit E un espace préhilbertien réel dont on note ( | ) le produit scalaire, et || || la norme associée.

— Formule «du college». VYx,y€E, [x+yl?> = IxI*+ 2(x|y) + [Iyl?

1
5 (1 12 =102 = y12)
— Identité du parallélogramme. Vx,ye€E, [x+yl? + lx—ylI* = 2(IxI? + llyl?)

— Formule de polarisation. Vx,yeE, (x|

« Bilinéarité. La formule du college est en fait ni plus ni moins que la bilinéarité du produit scalaire et
elle se généralise en :

Vx,y€E, VApeR, [Ax+pyl* = Alxl® + 24wx | y) + pPlyl?

« Généralisation. Soit (v1,..., V) une famille de vecteurs de E. On a

N

2
Bl -

i=1

« Laformule de polarisation permet de retrouver le produit scalaire sil’on connait la norme euclidienne.

Question. Démontrer 'autre formule du college Vx,y€E, x| — ||y||2 ={(x+ylx—y.

sol — 20

@ Question. Montrer qu'un endomorphisme qui conserve la norme conserve le produit scalaire.
“7%" Autrement dit, soit f € £(E) telque Y x € E, || f(x)|l = || x||. Montrer que

Vx,yeE, (fx)|f) = (xly.

(tire-



Proposition (inégalité de Cauchy-Schwarz). On a
Vx,yeE, [x|p|<Ixllyl.

C’est une égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Exemples.
« Linégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique sur R” s’écrit

« Linégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique sur R? s’écrit

b
« Linégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire sur €¢%([a, b],R) défini par (f | & = f fg
a

s'écrit

Proposition (norme). La norme associée au produit scalaire | ) vérifie :

* VxeE, |x]|=0 = x=0 (séparation)
* VAeR, VxeE, |Ax]=IAIx (homogénéité)
* Vx,yeE, lx+yl<Ixl+Iyl (inégalité triangulaire)

avec égalité si et seulement si x et y sont positivement colinéaires :

JaeR", y=ax ou 3IPeR", x=py.

« Ilustration dans R?. L'inégalité triangulaire s’énonce
V(@ V)R xR, U +TI < IEN+17]

Conséquence. Dans un triangle, la longueur d'un c6té est inférieure a la somme des longueurs des

deux autres :
AC < AB+BC

Proposition (seconde inégalité triangulaire). On a:

Vx,yeE, |lxl-lyl| < lx-yl.

Proposition (propriétés de la distance).
Soit d la distance associée au produit scalaire sur E. Pour tout (x, y,z) € E3, on a:

* d(x,))=0 < x=y (séparation)
* d(x,y)=d(y,x) (symétrie)
* d(x,2) < d(x,y)+d(y,z) (inégalité triangulaire)
* d(x,2) > |d(x,y)—d(y,2)| (seconde inégalité triangulaire)
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II. Orthogonalité

Dans cette partie, E désigne un espace préhilbertien réel.
On note (| ) le produit scalaire et || || la norme associée.

Définition.

— On dit qu'un vecteur est unitairelorsqu’il est de norme 1.

— On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux lorsque (x| y) = 0.

« Remarque. Par symétrie du produit scalaire, si (x| y) =0, alors (y | x) = 0.
Ainsi, la relation d’orthogonalité est symétrique.

Proposition.
— Le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur de E.
— Le vecteur nul est le seul vecteur orthogonal a lui-méme.

— Le vecteur nul est le seul vecteur orthogonal a tout vecteur de E.

Proposition.

— Dans R” muni du produit scalaire canonique, les vecteurs de la base canonique sont unitaires
et orthogonaux deux a deux.

— Dans .#;,,(R) muni du produit scalaire canonique, les vecteurs de la base canonique sont
unitaires et orthogonaux deux a deux.

2n
Question. Dans €9([0,27],R) muni du produit scalaire (f | g) = , montrer que les fonctions cos
8 A 8

et sin sont orthogonales.

Proposition (régle du losange).
Soit E un espace préhilbertien réel dont on note ( | ) le produit scalaire, et || || la norme associée.
Soit x, y € E.

— Ona |xll=lyl < (x+ylx—y)=0.

— Ona (x|y)=0 < |x+yll =Ilx-yl.

Théoreme de Pythagore. Soit x, y € E.
On al’équivalence :

xetyorthogonaux < [lx+yl* = [[x|I*+ [yl

« Ilustration dans R?. Pour %, v € R?, le théoréme de Pythagore s'énonce

U et U orthogonaux < U+ 7v|? = |GI?+17)?

On retrouve le résultat du college!

le triangle ABC est rectangle en B < AC? = AB*+ BC?.



Définition. Soit A une partie de E.
Lorthogonal de A est!’ensemble des vecteurs de E qui sont orthogonaux a tous les vecteurs a € A :

At = {xEE | Vae A, <x|a):0}.

« Reformulation. Pour tout a€ A, onnote ¢,: E — R Alorsona Al =
x — (xla)

Proposition. Lorthogonal d'une partie de E est un sous-espace vectoriel de E.

' Proposition.
e — Lorthogonal de {0g} est E.
— Lorthogonal de E est {0g}.
— Soit A une partie de E. Alors A c (A1),

— Soit A et B deux parties de E. Si Ac B, alors B+ c A*.

Proposition.
— Ona
Yuy,...,vs€E, Vect(vy,...,v9)" = {1/1,...,123}L

— Soit F un sev de E et %8 une base de F.
Soit x € E. Alors :

xe Ft < xestorthogonal a tout vecteur de %p

Proposition. Soit a € E \ {0} un vecteur non nul.
Alors {a}l est un hyperplan de E.
On al’égalité E = Vect(a) ® {a}l et en notant D = Vect(a) et H = {a}L, les projections sont :

Ppyu: E — E et Puyp: E — E

i = oao X —
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Familles orthogonales et orthonormées

Définition.

— Une famille orthogonale de E est une famille de vecteurs de E deux a deux orthogonaux.

— Une famille orthonormée de E est une famille de vecteurs de E unitaires et deux a deux ortho-
gonausx.

Proposition. Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre.
En particulier, une famille orthonormée de E est libre.

« Attention! Une famille orthogonale est susceptible de contenir le vecteur nul donc I’hypothése de non
nullité est indispensable.

Proposition. Soit (vy,..., V) une famille de vecteurs de E.
Si (vy,..., Us) est orthogonale, alors

s
Y
i=1

2 N
2
=
i=1

Proposition (algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt).
rewe | Soit &F = (ey,..., e,) une famille libre de E.
Alors il existe une famille orthonormée (fi,..., f) de E telle que :

Vpe[l,n], Vect(ei,...,ep) = Vect(fi,..., fp).

« Aretenir. Le procédé de construction de la démonstration précédente est le suivant :

p-1 gp
8p = €p— Z(ep|fk>fk et fp=—+
k=1 ”gp”

On I'appelle l'algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidlt.

« Remarque. Si les premiers vecteurs de la famille (ey, ..., ;) forment une famille orthonormée, alors il
est facile de voir que I'algorithme de Gram-Schmidt les conserve.

Question. Considérons la famille libre ((1,1), (1,0)) de I'espace euclidien usuel R2.
“7*" Lui appliquer I'algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Question. Orthonormaliser la base canonique de R,[X] pour le produit scalaire (on verra en TD que
c’est bien un produit scalaire) :

(P1Q) = P(-1DQ(=D+P0)Q(0) +P(1)Q(1)

(tire-



Bases orthonormées

Définition. Une base orthonormée de E est une base de E qui est une famille orthonormée.

Proposition.
— Dans R” muni de son produit scalaire canonique, la base canonique est une base orthonor-

& (g
[\ et

mée de R".
— Il en est de méme dans .4, (R) muni de son produit scalaire canonique.

Proposition. Un espace euclidien possede une base orthonormée.

preuve

Proposition (expression dans une BON).
Soit % = (ey,..., e,) une base orthonormée de E.

— Expression d'un vecteur. Soit x € E. On a

x =) (xle)e;.

i=1

n n
— Expression du p.s. Soit x = Z xjejety= Z yie; deux vecteurs de E.

i=1 1=l

Alors
< 2 S
(xlyy =Y xiyi et |lxl|® =) x;
i=1 i=1
En posant X = Matg(x) et Y = Matg(y) ,ona
xly=X"Y et |x|?=X'X
« Abus de langage. Dans la derniere formulation :
— agauche de I'égalité, (x| y) est un réel
— adroite XY est une matrice carrée de taille 1.
On pourrait enlever cet abus de langage en utilisant la trace :
x|y =wX'Y) et |x]?=tr(X"X)

mais il faut aussi savoir gérer les abus de langage (nombreux en sciences).
n

« Pour les yeux. La formule (x | y) = Z x; y; est en fait a retenir sous la forme
i=1

n
(xlyy = Z(xlei)(yle,-) ou (ey,...,ey,) estune BON de E
i=1

« Pour la culture. Soit 8 = (ey,..., e;) une base orthonormée de E.

On rappelle que I'application
E — -/%n,l (R)
x — Matg(x)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels de E sur .4, 1 (R).
Si'on munit .4, 1 (R) de sa structure euclidienne canonique, la proposition montre que cet isomor-

phisme conserve la norme et le produit scalaire.

(tre-
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Question. Soit E = R, [X] et (ay, ..., a,) € R"™! des réels distincts.

sol — 22

1. Montrerqueg: ExE — R est un produit scalaire sur E.
n
(PQ) — ) P(ax)Qay)
k=0

2. Montrer que la famille des polyndmes de Lagrange associée aux réels (a;)o<;<n est une base or-
thonormée de E pour le produit scalaire ¢.

3. Soit P € E. Donner I'expression de P dans cette base de Lagrange.

Question. Soit E un espace euclidien muni d’'une base orthonormée 2 = (e,..., e,).
¥ Soit f une forme linéaire sur E.

Montrer qu’il existe un unique vecteur a€ Etelque VYxeE, f(x)=<(alx).

Et I'expliciter dans la base 2.

(tire-



III. Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie

Dans cette partie, E désigne un espace préhilbertien réel.
On note (| ) le produit scalaire et || || la norme euclidienne associée.

Supplémentaire orthogonal

Définition.
Deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont orthogonauxlorsque V(x,y)e FxG, (x|y)=0.

« Reformulation. Lorthogonalité de F et G est équivalente a F = G (bien s, c’est aussi équivalent a G < F1),

« Fait. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors les sous-espaces vectoriels F et F* sont orthogonaux.

En effet, par définition les éléments de F* sont orthogonaux a tous les éléments de F.

Proposition. Soit E un espace préhilbertien.
vewe | Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie.
Alors

E=FeoFt

Autrement dit, F et F sont supplémentaires.

« Enfrancais. Un sev de dimension finie et son orthogonal sont supplémentaires.
« Vocabulaire. Ainsi, F* est un supplémentaire de F, pourvu que F soit de dimension finie.

C’est méme le supplémentaire orthogonal de F.

On note parfois

11
E=FeF

« Aretenir. Notons (ey,..., ep) une base orthonormée de F.

Un vecteur x de E posséde une écriture unique sur la somme directe F @ F*, 4 savoir :

p
X = <x | ek>ek + iln'y a plus le choix
k=1

p
Pour retenir cette formule, penser au cas ou1 x € F; dans ce cas, x = x+0 et comme (ey,..., ep) est une base orthonormée, ona x = Z (x| eg)eg.
k=1

Question. Soit E = £([0, 1], R) muni du produit scalaire usuel. Soit F = { feE|If(0)= 0}.
sol — 24
’ Montrer que FL={0}.A-t-on F& F- = E?

Proposition (en dimension finie). Soit E un espace euclidien (donc de dimension finie).
pewe | Soit F un sev de E. Alors

e dimF + dimF+ = dimE
e (FHyt=F

« A propos d’hyperplan.
Par définition méme, un supplémentaire d'un hyperplan est une droite (c’est la définition en dimen-
sion quelconque).
Attention, le-supplémentaire-orthogonal d'un hyperplan n’est pas toujours une droite.
Mais en dimension finie, c’est-a-dire lorsque E est euclidien, le supplémentaire orthogonal d'un hy-
perplan H est une droite D (ce n'est pas nécessairement le cas en dimension infinie, penser a I'exemple précédent).
Tout vecteur dirigeant cette droite D (c’est-a-dire toute base de cette droite D) est appelé vecteur nor-
mala H.
Il existe deux vecteurs normaux unitaires, opposés I'un a I'autre.

(tre-
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preuve

14

Proposition.
Soit E un espace euclidien de dimension 7.
Soit p € [0, n].
— Si (ey,..., e,) est une base orthonormée de E, alors (ey,...,ep) et (ep+1,...,e,) sont des bases
orthonormées de deux supplémentaires orthogonaux.

— Soit F un sous-espace vectoriel de E.
Si F et F+ admettent respectivement (ey,...,ep) et (ep+1,...,e,) comme bases orthonormées,
alors la famille (ey,..., e;) est une base orthonormée de E.

Proposition (Théoréme de la base orthonormée incomplete).
Toute famille orthonormée d'un espace euclidien peut étre complétée en une base orthonormée.

(tire-



Projection orthogonale

Définition.
Soit E un espace préhilbertien.

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie, de sorte que (WHY?) E=F & F L

La projection sur F parallelement & F*, qui est un endomorphisme de E, est appelée la projection
orthogonale sur F.

L'image d'un vecteur x par cette projection est appelée le projeté orthogonal de x sur F.

« Notation. La projection orthogonale sur F est notée pr.

« Caractérisation. Soit x€ E.

eF
Le projeté orthogonal de x sur F, noté pr(x), est 'unique vecteur y vérifiant {y I
X—ye€

Ainsi, pr(x) estle vecteur de F tel que x— pr(x) € FtL.

Proposition.
vewe | Soit F un sev de dimension finie, engendré par une famille &.
Soit x € E.
Ona
VyeF, (y:pp(x) — VeeZ, <x—y|e):0)

« Remarque pour les exos. En notant p = card %, il est important de voir I'équivalence précédente
comme :
V y € Vect(F) (y: pr(x) < VeeZF, (yle) = (x|e) )

se donner p scalaires a calculeg

[

ilya ngalités
1
Question. Considérons R[X] muni du produit scalaire (P | Q) = f P(1)Q(r) dt.
sol — 25 0
Déterminer le projeté orthogonal de X 2 sur F = Vect(1, X).
Méme question avec le projeté orthogonal de X3 sur F =R, [X].

2n
Question. Considérons E = %0([0,271],|R) muni du produit scalaire (f | g) = fg.
0

Déterminer le projeté orthogonal de ¢ : £ — ¢ sur F = Vect(cos, sin).
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Proposition (expression du projeté avec une BON.)

vewe | Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.
Soit x € E.

Alors le projeté orthogonal de x sur F est :

p
pr(x) = Z x| fi fr ou%B=(fi,..., fp) une base orthonormée de F
k=1

ou encore

P (x| vg)

pr(x) = k;l PAE

Uk ou % = (vy,..., Vp) une base orthogonale de F

« Remarque. Par construction, le vecteur x — pp(x) est dans F*, donc avec les notations précédentes

p
x = Y (x| fo) fe € F*

k=1

« Retour sur Gram-Schmidt. On rappelle que pour construire f,, on considere :

8p

p-1

8y = e, — Y (el fi) fk etonpose f,=——-:
k=1 lgpll

Ainsi, g, est obtenu en retranchant a e, son projeté orthogonal sur Vect(fy, ..., fp-1) = Vect(ey, ..., ep-1).

N———
BON

Proposition (projection sur une droite).
rewve | Sojt u € E'\ {0} un vecteur non nul de E.
Posons D = Vect(u).

Soitx€ E.Ona
(x| u)

(X) = ——u
A2 lul?

Dans la proposition suivante, on suppose E de dimension finie pour parler d'un hyperplan conformé-
ment au programme de PCSI.

Proposition (Projection sur un hyperplan).
Soit E un espace euclidien.

Soit u € E\{0g} un vecteur non nul de E.
Posons D = Vect(u) et H = D*.

Soitxe E.On a
(x| u)

Tl

pax) = x—

(tire-



Distance a un sous-espace vectoriel

Dans ce paragraphe, on note d la distance associée au produit scalaire sur E.

Définition.
Soit x € E.
Soit A une partie non vide de E.

On appelle distance de x a Ala quantité :

d(x,A) = infd(x,a) ou encore d(x,A) = inf ||x—all
acA acA

« Existence.
La partie {d (x,a) | ac A} est une partie non vide de R et minorée (par 0), donc admet une borne
inférieure.

Dans la situation suivante, cette borne inférieure est en fait un minimum :

' Proposition.

pewe | Soit x € E.

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie.

Notons pr la projection orthogonale sur F.

La distance du vecteur x a F est atteinte en un unique point de F, a savoir pg(x).

Autrement dit :

*x d(x,F)=|x—prx)l

* VyeF, |dx,F)=lx-yl < y=prx)

« Remarque. On a (WHY? Faire un dessin)

d(x, F)* = | x> = prx)|?

Question. On souhaite déterminer

27 2
m = inf (t—(acost+ bsint)) dr.
(a,b)eR? Jo

Quijouelerdlede E?de F?de x?
Quel est le produit scalaire?

Proposition (distance a un hyperplan). Soit E un espace euclidien.
vere | Soit u € E\ {0} et H = Vect(u)t.
Soit x € E.

Alors
Kxlwl

d(x,H) =
[l eell
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Symétrie. Soit (PQ) € E2.Ona
1 1
P(PQ) = fo P(HQ()dr = fo QUP(1)dr = p(Q,P)
Bilinéarité. Soit (P,Q,R) € E? et (A, u) € R?. Par linéarité de 'intégrale :

1 1
@AP+uQ,R) = /1[0 P(HR(D)dr + ,LL](; Q(HR(1)dt = Ap(PBR) +up(Q,R)

ce qui prouve que ¢ est linéaire par rapport a la premiére variable.
Comme ¢ est symétrique, on en déduit que ¢ est bilinéaire.

1
Positivité. Soit P € E. Par positivité de I'intégrale, ona ¢ (P, P) = f P(£)?dt > 0.
0

1
Caractere défini. Soit P € E tel que ¢ (P, P) =0, c’est-a-dire tel que f P(p)2dt >o.
0

La fonction  — P(£)? est continue (car polynomiale), positive et d'intégrale nulle.
Par le critere de nullité, cette fonction est nulle, donc V ¢ € [0,1], P(£)? = 0.

Ainsi, tous les réels du segment [0, 1] sont racines de P.

Donc P a une infinité de racines, donc P est le polyndme nul.

— Par linéarité de I'intégrale et commutativité du produit dans R, I’application ¢ est une forme bili-
néaire symétrique.

— Soit f € E. Montrons que (f | f) > 0.
1
Onao(f,f)= f t f(H)*dt. La fonction intégrée est positive, donc I'intégrale est un réel positif.
0

— Soit f e Etel que ¢(f, f) =0.
La fonction ¢ — ¢ f(£)? est continue, positive et d’intégrale nulle donc cette fonction est nulle.

On en déduit :
Vxel0,1], f(x)=0

Par continuité de f en 0, on en déduit que f est nulle sur [0, 1].

Ona:

lx+yl?=(x+ylx+y
=(x|[X)+XIM+HYIX+YY (bilinéarité)
=x|x)y+2x|y+yly), (caractere symétrique)

Ona || x+yl?=xl>+2{x| y) + | y|? et, en remplacant y par —y, on obtient :
=y = 121 = 2¢x | y) + 1yl
En sommant ces deux égalités, on obtient
lx+ yI? + Nl = yI2 = 2(l1x1? + 11 y11?)

Cette égalité traduit le fait que, dans un parallélogramme, la somme des carrés des longueurs des deux
diagonales est égale a la somme des carrés des longueurs des quatre cotés.

({8
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Partir du produit scalaire (le membre droit) et utiliser la bilinéarité. On obtient le membre gauche.

Soit (x,y) € E2.Ona:

F@1fO S+ FOIE=1fDI*=1f()I?)  formule de polarisation

= S(If G+ =IFIZ=1fO)I%) linéarité de f
= (lx+yI2=1x1=lyI?) hypothése
= (x|py. formule de polarisation

Ainsi, un endomorphisme qui conserve la norme conserve le produit scalaire.

Supposons que A c B.

Montrons B+ c A*L.

Soit be B*.

Montrons que b € A+, c’est-a-dire montrons queVaeA, (blay=0.

Soita € A.

Comme Ac B,onaac€B.

Comme b € B+, ce vecteur b est orthogonal a tous les vecteurs de B en particulier est ortho-
gonal a a.

D’ou (b| a)=0.

Construisons la famille (f3, ..., f;;) par récurrence.
Autrement dit, pour tout p € [1, n], on note

by ilexiste (fi,..., fp) orthonormée telle que V k € [1, p], Vect(ey,...,ex) = Vect(fi,..., fi).

Initialisation. On pose fi = ;2.
Alors, (f1) est une famille orthonormée vérifiant Vect(e;) = Vect(f7).
D’olu eifl .
Hérédité. Soit pe[l,n—1].
Supposons #,. Montrons 1.
D’apres #), il existe (f1,..., fp) orthonormée telle que ...

Idée. 11 suffit de construire f),+] tel que
— fp+1€Vect(ey,...,ep+1)
— lafamille (f1,..., fp+1) est orthonormée.

Car (f1,.-., fp+1) sera une famille libre de p + 1 vecteurs de Vect(ey, ..., ep+1), donc sera une base de cet espace, et on aura I'égalité
convoitée.

On va commencer par construire un certain vecteur g1
— nonnul
— 8p+1€Vect(ey,..., ep+1)
— lafamille (f,..., fp, 8p+1) est orthogonale.

(tire-



e On pose
p
8p+1 = €pt+1— Z <ep+1 | fi) fx
k=1

Alors

— Le vecteur g,+1 estnon nul (WHY?).

Si gp+1 était nul, on aurait

7
epr1 €Vect(fi,..., fp) = Vect(er,...,ep)
ce qui contredit le fait que (ey, ..., ep, ep+1) estlibre.
— Ona gp1 € Vect(fi,..., [y, ep+1), qui vaut Vect (e, ..., ep41) d’apres 7).

— Le vecteur g, est orthogonal a fi,..., f, car:

p
Viellpl, (gpe1lfid = Ceperl fi> = Y (eps1l fid{fil fi> =0.
k=1

8p+1

¢ On pose fp+l = Tgpril :

Et on vérifie que
— fp+1€Vect(ey,...,ept1)
— lafamille (fi,..., fp+1) est orthonormée.

Lafamille (fi,..., fp+1) estune famille orthonormée (donc libre) de p+1 vecteurs de Vect (el, . ep+1).

Elle en est donc une base donc

Vect(fi,..., fp+1) = Vect(ey,...,ep+1)

On pose fi = %(1,1).

On pose
= (L0-11,1
= 3(1,-1
Puis on pose f, = & _ La,-n.
gl v2

Soit E un espace euclidien.

Considérons une base (ey, ..., e,) de E (licite : tout espace vectoriel de dimension finie admet une base
finie!).

D’apres 'algorithme de Gram-Schmidt appliqué a cette famille (licite, car cette famille est libre), il existe
une famille orthonormée (fi,..., f;;) de E (vérifiant une certaine condition).

La famille (fi,..., f;) est donc libre et possede n = dim E éléments.

C’est donc une base de E.

Comme cette famille est orthonormée, c’est une base orthonormée de E.

Autre argument. D’apres I'algorithme de Gram-Schmidt appliqué a cette famille (licite, car cette famille
est libre), il existe une famille orthonormée (fj,..., f,,) de E engendrant le méme espace que la famille
(e1,...,en), donc engendrant E.

21
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1. — Symétrie, bilinéarité, positivité : a vous.
— Caractere défini.
Soit P € R,[X] tel que ¢ (B, P) = 0.

n
Alors Z P(ak)2 =0.
k=0
Donc Vke[0,n], Play) =0.

Le polyndme P posséde donc 7 + 1 racines distinctes et est de degré au plus n.
Donc P =0.

2. Notons (L;)o<;<n la famille des polyndmes de Lagrange associée aux réels (a;)o<i<n-

La famille (Ly,..., L) est une base de R, [X] (c’est une famille libre (WHY?) de bon cardinal).

Montrons qu’elle est orthonormée pour le produit scalaire ¢.
Soit (i, j) € [0, n]*>. On a:

n n
oL, Lj) = Y Li(ax)Lij(ar) = Y 6;ix6jk = 6i;-
k=0 k=0

Ainsi, (Ly, ..., L,) est une base orthonormée de R,[X] pour le produit scalaire ¢.

3. Comme la famille (Ly,...,L;) est une base orthonormée de R,,[X], on a

n
P =) (PIL)L;
i=0

Or, un calcul (lequel) montre que (P | L;) = P(a;).

n
D'ouP = ) P(aj)L;.
i=0

Analyse Supposons qu'’il existe un vecteur a € E tel que....
n

Ecrivons a sur la base 2, disons a = Z aie;.
i=1
Comme 28 est orthonormée, on a

Vie[l,n], a;=<(ale;)
Par définition de f, on a alors a; = f(e;).

n
Donca=) f(ej)e;.

i=1
n
Syntheése Posons a=)_ f(e;)e;.
i=1
Comme 2 est orthonormée, la i®™¢ coordonnée de a dans 28 vaut {(a | e;).
D’autre part, cette i®™¢ coordonnée vaut f(e;).
D’ou f(e;) =(ale;).

Alors les formes linéaires f et x — (a| x) coincident sur la base (ey, ..., ;) donc sont égales.

Autre preuve. On peut aussi considérer I'application

¢: E — Z(ER
a — <(ale)

C’est une application linéaire injective entre deux espaces vectoriels de méme dimension finie.

(tire-



Soit a € Kerg. Alors a€ E et ¢(a) =0 (g R)-
Autrement dit, (a | ») =0, donc pour tout x€ E,ona{a| x) =0.
En particulier, pour x = a, on obtient (a | a) =0, d’olt a = 0 (d’apres le caractere défini du produit scalaire).

Ainsi, ¢ est bijective, et on obtient qu’il existe un unique a € E tel que f = (a| o).
On obtient donc 'existence et I'unicité du vecteur a cherché mais pas son expression.

Comme F est de dimension finie, il posséde une base orthonormée 2 = (ey, ..., ep).
Soit x € E.

Montrons qu'il existe un unique couple (y,z) € F x F- tel que x = y + z.

Pour cela, raisonnons par analyse-synthese.

Analyse. Supposons qu'il existe (y,z) € F x F- tel que x = y + z.

Idée. On cherche a exprimer y en fonction de x et 2.

En appliquant (e | ), on a:

(W) Vke[l,p], (xlex) = (ylex)+(zlex)

— Comme la base 28 est orthonormeée, on a:
p
y =) (ylewex
k=1

— Comme z€ FtetepeF,ona(z|e;) =0.

D’ol, en reprenant (#), ona (y | ex) = (x| ex).
Ainsi,

p
y =) (xlexer
k=1

Autre rédaction de 'Analyse. Supposons qu’il existe (y,z) € F x F* tel que x = y + z.
Comme 28 est une base de F, le vecteur y s’écrit

p
y =2 Acer
k=1
Idée. On cherche a exprimer y, donc les 1} en fonction de x et 2.
Fixons i € [1, n]. Appliquons (e | e;).
(xlei) = (ylen)+(zlep
— Comme la base 28 est orthonormée, on a:
Ai=A(ylep

— Comme z€ Ftete;e F,ona(z]e;)=0.

Ainsi,

p
y = (xlep e
k=1

p
Synthese. Posons y = ) (x|er)eretz=x—}y.
k=1

Alors
* X=y+z
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(tire-

* y€FcarF=Vect(ey,...,ep).
*x z€ F*car
Vie[l,p], (zlei) = (x—yle) = (xle)—(yle)) =0
Justifions la derniere égalité.

p
Comme (e, ..., ep) est une BON, y s’écrit ]El(y | exyer.

Par unicité de I’écriture d'un vecteur dans une base, on a alors (y | ex) = (x| eg).

Soit g € F+. On a alors

1
(%) VfeF (flg=0 c’est-a-dire f fg=0
0

Idée. On veut montrer que g = 0.

Ce serait bien si 'on pouvait prendre pour fonction f la fonction g, car on aurait alors (g | g) = 0, puis g = 0 (par le caractere défini du
produit scalaire).

Mais aucune raison pour que g soit dans F.

On a doncl'idée de prendre f : t — tg(t) qui est bien dans F.
Posons f: t — tg(t). Cette fonction f est continue et vérifie f(0) =0, donc f € F.
On a alors d’apres (x)

1 1
f fg=0 c’est-a-dire f tg()g(H)=0
0 0

La fonction ¢ — tg?(t) est continue, positive et d’intégrale nulle.
D’apres le critere de nullité, c’est la fonction nulle :

Viel[0,1], tg%(t)=0

D’ou
Vtelo, 1], g =0

Ainsi, la fonction g, ,, est la fonction nulle.
Par continuité de g en 0, on en déduit que g est la fonction nulle.

Bilan. On a montré I'inclusion F* c {0}.

Comme 'autre inclusion est évidente, on a F+ = {0}.

Ainsi, Fe F- = F.

Par ailleurs, on a évidemment F C E (il existe des fonctions continues qui ne s’annulent pas en 0), donc
FeF'CE.

Comme E est de dimension finie, il en est de méme de F.
Alors F et F+ sont supplémentaires d’apres 38.
On a alors (licite, car E est de dimension finie) I'égalité dim F + dim F L = dimE.

On a toujours 'inclusion F c (F1)*.
En appliquant le premier point au sous-espace F*, on a
dimF* + dim(FH)* = dimE

OrdimF + dimF* = dimE.
En combinant ces deux égalités, on obtient dim F = dim (F 4L,
Par inclusion et égalité des dimensions, on en déduit F = (F 4L,



Soit E un espace euclidien.

Soit & une famille orthonormée de E.

Posons F = Vect(&) (comme & est orthonormeée, & est libre, donc c’est une base de F).

Le sous-espace vectoriel F L est de dimension finie et admet, en vertu de..., une base orthonormée% FL.
Alors & V%1 estune base orthonormée de E, en vertu du deuxiéme point de la proposition précédente.

Soit ye F.

— On suppose que y = pr(x).
Alors x — y € F*.
Donc ce vecteur est orthogonal a tout vecteur de F, en particulier a tous les vecteurs e € 7.
On vient de traduire le fait que F+ c &1

— Supposonsque Vee F, (x—y|e) =0.
Alors x — y € F+ = Vect(¥)* = F*.
De plus, y € F.
Donc y = pr(x).

Notons pr(X?) le projeté orthogonal de X? sur F = Vect(1, X).

C’est I'unique vecteur de F tel que X? — pp(X?) € F*.

Comme ce projeté appartient a F, il existe A, u € R tels que pF(Xz) =A+uX.
(X*-pp(X*)|1)=0 (pr(XH |1y =(X?*|1)

Comme X2 - pp(X%)e FL,ona
pr (X2-pr(X?)|X)=0 (pr(X?) | X) =(X?| X)

21+
Donc

c’est-a-dire {

l’l’ =

IJ, =
. 1

D’ou A:—Eetuzl.

1
z/l-l-

W= NI—
= W=

Ainsi, pp(X?) =X - ¢

* Notons pr (X3 1le projeté orthogonal de X3 sur F =R, [X].
Comme ce projeté appartient a F, il existe a, b, c € R tels que pp(X3) = aX?+bX +c.
Comme X3 - pp(X3) e Ft,ona
(X3-P|1)=0
(X*-PIX)=0
(X3-P|X?=0
ce qui se traduit par le systeme suivant :

4a + 6b + 12¢ = 3
15a + 20b + 30c = 12
12a + 15b + 20c = 10.

Lopération Ly — Ly + L3 — L, donne le systéme équivalent suivant :

4a + 6b + 12¢ = 3
a + b + 2c
12a + 15b + 20c

10
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ce qui conduit au systeme suivant :

a + b + 2c = 1
2b + 4c = -1
3b — 4c = -2
3 1 3
On obtientainsib=-—,c=—eta=—.
20 2
D’ou
(X3 = Sx2_ 3y, L.
PELAI=S 57720
Décomposons pr(x) dans la base orthonormée 23 :
p
pr(x) = ) (pr(x)|ex)eg.
k=1
Comme x — pr(x) € Fl ete, € F, on en déduit :
(x—pr(x)|er) =0
Dot (x|er) = (pr(x)|ek).
La famille (ﬁ) est une base orthonormée de D = Vect(u).
Donc ol w
u u x|lu
F(x) = X =
P { |||u||>||u|| lull?
Soit x € E.

Montrons que d(x, F) = |x — pr(x) .
Autrement dit que inlg lx—yll =llx—pr)l.
_y€

Autrement dit que inf{llx -yl,ye F} =|x—prx)].
En fait, on va montrer que c’est un minimum;

min{llx-yl,y € F} = |x - pr)]

— Onallx-prle{lx-yl,yeF}.
— Montrons que || x — pr(x)| est un minorant.
Soit ye F.On a
lx—pr)I? < Il x=pr@)1* + 1| pr(x) -y I?
N N
ert eF
D’apres Pythagore :
Ilx— prI* < lx—yl?
De plus, soit ye F.Ona

dx,F)=|x-yl < lIx—pr@I*=lx-yI* < lprx)-yI°=0 < y=prX).

Soitx€ E.On a
(x| u)

Il

lul — Kxlwl
Il Il

dx,H) = |[x—pua(X)| = ‘ uH = x| wl

(tire-
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