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Terme général « abstrait »

Soit > u, une série a termes positifs convergente.
Montrer que la série > u? est convergente.

max
Soit Y uy et > v, deux séries & termes positifs.

Montrer que la série Y max(u,,v,) converge si et seulement si les séries Y u, et > v, sont
convergentes.

sqrt
Soit Y uy et > v, deux séries & termes positifs convergentes.
Montrer que la série Y \/u,v, est convergente.

Transformation homographique
Unp,

14w,
Montrer que les séries Y u, et > v, ont méme nature.

Soit (un)nen une suite de réels positifs. On pose v,, =

Encadrement pour des séries a termes signés
Soient Y up, Y, v, €t > w, trois séries réelles telles que Vn € N, u,, < v, < wy,.
Montrer que si Y u, et Y w, convergent, alors Y v, converge également.

Exponentiation et comparaison
Soit Y uy, une série a termes positifs.

1. On suppose que Y u, converge. Prouver que, pour tout o > 1, >~ u® converge.

2. On suppose que Y u, diverge. Prouver que, pour tout o € ]0,1[, > ug diverge.

Sous-espace vectoriel (belote)
Soit

F = {u e RN ’ la série ZnQqu converge}

Montrer que F' est un R-espace vectoriel.

Sous-espace vectoriel (rebelote)
Soit
F= {u € RV | la série Z nu2 converge}

Montrer que F est un sev de RY.

Une double inégalité (série télescopique)
Soit (uy,) et (wy) deux suites de réels telles que

Vke N, 0<ur <wp_1 —wg

On suppose de plus que w converge vers £.
1. Montrer que la série Y wuy converge.

On note U sa somme.

n
2. En notant U,, = Zuk7 montrer que
k=0

vneN, U-w,+¢ < U, <U
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{2[2[0 . Un classique

n
Soient (an)nen une suite de réels strictement positifs et S, = Z ay.
k=0

a
1. On suppose que la série Y a,, converge. Quelle est la nature de la série S—n ?
n

2. On suppose que la série Y a,, diverge. Quelle est la nature de la série > Z,—n ?
n

ol — lw w — I doolsviupd‘ 1919bienos eivq 2 9b noitonol as (o o1itol
—x
L. . L. Ay
3. On suppose que la série Y a,, diverge. Quelle est la nature de la série > 2 ?
n

1915bienos sTivoq 0O

[
LD s woq — —
i) [—aC

111 Condensation

Soit (uy,) une suite décroissante positive.

Montrer que les séries > u,, et > 2"ugn sont de méme nature.
112 Hum..

Soit Y u,, une série a termes positifs convergente.
Montrer que Y \/upu, 11 est convergente. Réciproque ?

Terme général « concret »

113 | Télescopie

Soit a > 0 et (u,)nen la suite définie par ug = a et pour tout n € N, u, 11 = ue”%n.

— Montrer que la suite (u,)nen converge vers 0.
— En prenant le log de 1'égalité définissant u,,, déterminer la nature de la série > uy,.

=

:14 . Retour aux sommes partielles

. -1)"

1. Donner la nature de la série ) ( n) .

n>2 §J

... .00 gl ¢ dnoammsion dusluolss me oitde sl ob esllsidtsq eammroe esl s1omitgxe 01O

1 §in est un carré
n

2. On pose u, = L
nZ sinon

Déterminer la nature de la série > u,,.

Terme général défini par morceaux

4 . .
—=  si n est multiple de 5
Pour tout n € N*, on pose u,, = n P

1 .
n sinon
5n
1. Déterminer lim E U
n—-+oo
k=1
“+o0o
2. En déduire que Y u converge et déterminer E U
k=1

Trés détaillé

On pose u, =e " avec a € R.
1. Soit @ < 0. Montrer que la série Y u,, est divergente.
2. Soit a > 0. Montrer que u,, = o0 (-3) et en déduire la nature de Y- u,,.
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Avec parameétres
Soit (a,b) € R%. Etudier la nature de la série de terme général : u,, = \/n + ay/n + 1 + by/n + 2.
Lorsque la série converge, calculer sa somme.

Méme question avec > (In(n) + aln(n + 1) + bln(n + 2)).

118 | Ca se corse

1. Etudier la convergence de la série 3 (nx — (n+1)7).
2. Etudier la série de terme général u,, = nt (tan% —sh %) .
3. Soit o € R. Etudier la nature de la série Y (cos 2 )n .

n

119 | Un calcul de somme

1. Etudier la convergence de la série S %

1

1

2. En remarquant que / 2P dx = , calculer sa somme.
0 p+1

120 | Avec le critére des séries alternées

Soit « € R\ N. Déterminer la nature de la série Y %

121 | Reste d’ordre n
Soit z € RY.
En utilisant le critére des séries alternées, montrer que le reste d’ordre n de la série )

(=n"

) est

le terme général d’une série convergente.

Comparaison série intégrale

122 | Un petit morceau des séries de Bertrand
Soit (, ) € R? avec o > 1.
Montrer la convergence de la série > m'

123 | Lecasa=1let =1
A T'aide d’une comparaison avec une intégrale, montrer la divergence de la série S nlﬁ et donner
un équivalent de ses sommes partielles.

Quel développement asymptotique avons-nous obtenu ?

124 Lecasa=1et f=-1
" Ink

k
k=1

Montrer que la série Y an diverge et donner un équivalent simple de

1125 ! Un DA a deux termes pour la série harmonique
Par comparaison a une intégrale, donner un développement asymptotique a deux termes de la suite
des sommes partielles de la série harmonique.

126 | Reste d’indice n

+oo
1
Soit v € ]1, 400[. Justifier 'existence et donner un équivalent de w,, = Z T
k=n+1
En déduire la nature de la série > u,.
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Théorémes classiques
27| La régle de d’Alembert
Soit (u,)nen une suite de nombres complexes tous non nuls.

On suppose que la limite suivante existe :

I
1
\

I'_ll

un+1
Un

{ = lim

1. Montrer que si £ < 1, alors la série Y  u,, converge absolument.
2. Montrer que si £ > 1, alors la série Y u,, diverge grossiérement.

3. Peut-on conclure si £ =17

{_1_2_8_: Suite définie par récurrence
Soit (un)n>1 la suite définie par
sin u,
up=1 et VneN, u,1= ~.
n

A T'aide de la régle de d’Alembert, montrer que la série > u,, converge.

29| Avec d’Alembert
A Taide de la régle de d’Alembert, déterminer les valeurs de z € C pour lesquelles les séries
suivantes sont absolument convergentes :

Z 2" Z nz" 1 Z - Jlr 1 Pha Z nlz" Z Hz" Z(az)%

;30 | Factorielles

I1x3x5x--x(2n—1)

2x4x6x%x---%x(2n)

Quelle est la limite de Untl o

Un

1. On pose u, =

Montrer que la suite des sommes partielles de la série Y nu, est croissante.
En déduire que la série de terme général u,, est divergente.
1X3x5x---%x(2n—23)

2X4X6x---x(2n)
Untl o

UTL
Montrer que, si 0 < o < 3/2, on a (n 4+ 1)*v,41 < n%v,.
En déduire que la série de terme général v, converge.

2. On pose v, =

Quelle est la limite de

{;l_?x_l_: Un critére
Soit (uy) une suite définie par la donnée de ug € R* et la relation

VneN, Untt _nta
T Uy, n+b

ol a, b sont deux constantes réelles (—a, —b ¢ N).
1. Montrer que u,, est de signe constant & partir d'un certain rang.
2. On pose v, = n’~%u,,.
Etudier la convergence de la suite (’Un) On introduira la série de terme général In(vy,+1) — In(vy,)).
3. En déduire que la série Y u, converge si et seulement si a — b+ 1 < 0.

4. Si ce critére est satisfait, montrer nu,, — 0, puis calculer la somme en fonction de a, b, ug.
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> u, convergente avec u positive et décroissante

Soit w une suite positive, décroissante telle que la série Y w, converge.
n

On note S,, = Zuk.

k=0
1. Montrer que nug, — 0. Majorer nug, par une expression du type S; — S; avec i et j a déterminer
n—-+4oo
en fonction de n.

2. Montrer que u, = o(1).

Pour la culture : la condition de décroissance est indispensable ; en considérant

1 .
— si n est un carré
Up = n
sinon
12023

on peut montrer que Y u,, converge et que u, # 0(%).

:33  Cauchy-Schwarz

Soient (ty,)n et (v,)n deux suites réelles telles que Zu,f et Z vy convergent.

Montrer que la série E U, Uy est convergente, et que 'on a :

2

+oo “+oo +oo
D tnval <D ua || D v’
n=0 n=0 n=0

1134 ! Transformation d’Abel

Soient (a,) et (b,) deux suites réelles ou complexes.
n

On pose A4, = Zak et B, = Z br. Relier :
k=0 k=0

N N
> Apby et Y ans1 B
n=0 n=0
sin(n)

Etudier la convergence de Z
n

n
On pourra commencer par montrer que la suite ( g sin L') est bornée.
k=0

Produit de Cauchy

Soient Zan et Z b, deux séries absolument convergentes. On pose :

n
Cp = g apbp—p.
p=0

=
(94

Montrer que E ¢, est absolument convergente, de somme :
“+ o0 “+o0 400
D=2 (2t
n=0 p=0 q=0

136 | Séries de Riemann par télescopie

En étudiant la série Y (- — W) pour 3 € R* et la série Y (In(n + 1) — In(n)), retrouver la

nature des séries de Riemann :

1
la série Z —337 converge si et seulement si B > 0
n
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En vrac

Un classique

Soit (), cn- une suite réelle positive.
e . e 1 -
On définit la suite (vy,), cy. par définie par v, = m ;1 kuy,.

On suppose que la série > u, converge.
N N
1. Montrer que VN € N*, Zvn = ZukavN
n=1 k=1

2. En déduire que la série Y v,, converge.

3. Montrer ensuite que Nvy tend vers une limite finie lorsque N — 400, puis en raisonnant
par I’absurde, montrer que cette limite est nulle.

—+oo —+o0
4. En déduire que Z Vp = Z U,
n=1 n=1

{il;f{Sj: La série du binéme négatif
On fixe ¢ € |—1,1[. Pour tout r € N, on définit la série B(r)

B(r) — Z(:>qn—r _ Z (n’:—r)qn/

n>r n’>0

On note (Sn(r)) , la suite de sommes partielles de la série B(r). Ainsi

N k N-—r -+’I" )
vz sw) = 3 (e = X (7T
k=r =0

1. Quelle est la nature de la série B(r) pour r =0,1,27
2. Soit r € N. Montrer que

N
VNz2r+1, (1-¢)Sn(r+1) = Sy_1(r)— <T+1>qN_T

3. Montrer par récurrence sur r que la série B(r) converge et que sa somme vaut W
—q

{_1?)_9_: Série semi-convergente, réagencement des termes
Soit u une suite indexée par N*.
On réordonne les termes de u en écrivant un terme d’indice impair suivi de deux termes d’indice
pair, précisément :

Uy U2 Ug U3 Ug
On appelle v cette nouvelle suite, que 'on indexe par N*. Dans cet exemple, on a vz = uy.

1. Pour tout k£ > 1, exprimer wvs; en fonction d’un terme uy. Idem avec vsy_o et vgg_1.
(~1)h-!
o

2. On suppose désormais que uy =

N N
1
Montrer que Vn € N*, VgninQn ol UN:kZ_luk et VN:;vk.

3. Rappeler pourquoi la série > u,, converge (idée de la preuve).
Connaissez-vous la valeur de sa somme ?

4. Montrer que la série Y v, converge (on pourra considérer Vs, Van11, Vani2).
Quelle est la valeur de sa somme ?

5. Un théoréme (largement hors programme) stipule que si une série > w,, converge absolument
alors pour toute bijection o : N — N la série ) wy(,) converge (et méme absolument) vers
la méme somme.

Au fait que représente la série ) wq () ?
Est-ce que ce résultat tient toujours si ’'on suppose Y | w,, seulement convergente (sans conver-
gence absolue) ?
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Faire ses gammes

Nature

Déterminer (en fonction des paramétres a,b € R et o € R,) la nature des séries de terme général :

(i) nsin(1/n) (xi) In(n? + 2)\/2" +1

2n .. Inn

(1)” () s
>
(iv) ——In (1 n L) (xii) \/Chii_l

(v) 1—cosg (xiv) ( - )n2

n+1
(vi) D" n "
n?+1 (xv) (nsin (—))
o n

(vii) a"n!
(viii) ne= V™ (xvi) V/n3 +an—+vn?+3

. Inn

(ix) e (xvii) e*/" —a — %

n?+n+1 1
(x) In <m) (xviii) s (n+ DL/ — (n—1)1=/n).

Avec un DA

Etudier la convergence de la série Z

N Gl
Vi — (-1

{2[:42 , Riemann (ou pas!)

1. Soit a > 0. Donner la nature de Z a™m,

n
En utilisant que H,, = Inn + v + o(1), déterminer la nature de > a™» ou H,, = Z
k=1

> =

1
2. Nature de ) s

1

3. Nature de z W
n

Sainreddh 8 us o9ve e oariol sl evoa [81309g o9t ol o1ddena ob 1oyseed

PR
1143 | Calculs de somme
Montrer les égalités suivantes, aprés avoir justifié 'existence des sommes infinies.

) :2;;111 <1— %) — 2 (iii) Zl (”gi”;”) —1n2
“+o0
(ii) T;m <1+ (=

n too
; ) =0 (iv) Y B+ -1k " = %.

k=0

' ;l_4f4_ Calculs de somme
Justifier I’existence et calculer la somme des séries suivantes.

+oo 1

R Dy o m

LR 1 .
(“>k§m (IV)ZkkJrl (k+p)
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Séries

corrigés



101

La série Y u, étant convergente, son terme général tend vers 0.

Il existe donc un rang N tel que :
Vn>NO0<u, <1,

et I’on a alors :
VnZNOSu%Sun.

Le théoréme de comparaison des séries a termes positifs permet alors de conclure.
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102

— Pour tout n € N, on a 0 < max(uy,, v,) < u,+v, par positivité de u,, et v,. Si les séries > u,
et Y v, sont convergentes, alors la série de TG u, + v, est convergente comme somme de
deux séries convergentes et 'on en déduit que la série de TG max(u,,v,) est convergente.

— Si la série Y max(uy, v,) converge, alors les inégalités 0 < u, < max(uy,v,) et 0 < v, <
max(un, v,) entrainent la convergence des séries > u, et Y vy,.
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107

Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de ’espace des suites.

e Il est clair que la suite nulle est dans F. En effet, la série de terme général n?0? = 0 converge !
(sa somme est nulle!).

e Montrons que F est stable par combinaison linéaire.
Soit u,v € F, soit A\, u € R.
Montrons que Au + pv € F, cad montrons que la série Y n?(Au,, + pv,)? converge.

Prenons le terme général de cette série. Il vaut :

n?(\up, + pvn)? = N2n2u2 + 2 un’u,v, + p’n*o?

Examinons les 3 termes de cette somme.

> Comme u € F, la série > n?u2 converge.

> Idem pour v.

> Montrons que la série Y n?u,v,, converge.

Appliquons l'inégalité rappelée & a = nu,, et b = nv,, on a

1
VneN, |[nu,v,| = |(nun)(nv,)| < §(n2u%+n2vz>

Les séries Y n?u? et > n?v2 convergent (car u,v € F). Par opération sur les séries convergentes, on
en déduit que la série ) % (nzu% +n2v,2L> converge. Par comparaison de séries a termes positifs, on

en déduit que la série 3 [n?u,v, | converge, c’est-a-dire que la série > n?u,v, converge absolument,
donc converge (par théoréme).

Bilan : Par combinaison linéaire de séries convergentes, la série > n?(Au,, + uv,)? converge, ce qui
signifie que A\u + pv € F.

Remarque. On aurait pu vérifier la stabilité par combinaison linéaire en deux temps. En vérifiant
d’abord la stabilité par multiplication par un scalaire, puis par somme.
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Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de ’espace des suites.

e Il est clair que la suite nulle est dans F'. En effet, la série de terme général n0? = 0 converge! (sa
somme est nulle!).

e Montrons que F est stable par combinaison linéaire.
Soit u,v € F, soit A\, u € R.
Montrons que Au + pv € F, cad montrons que la série Y n(\u,, + pv,)? converge.

Prenons le terme général de cette série. Il vaut :
n(\up + p,)? = N2nu2 + 2 \unu,v, + p’nv?

Examinons les 3 termes de cette somme.

> Comme u € F, la série > nu? converge.

> Idem pour v.

> Montrons que la série > nu,v, converge.

Appliquons I'inégalité rappelée & a = /nu,, et b = \/nv,, on a

1
VneN, |nupv,| = [Vnu,vnv,| < i(nui—i—nvi)

Les séries Y nu? et > nv? convergent (car u,v € F'). Par opération sur les séries convergentes, on
en déduit que la série ) % nu2 + nv2 ) converge. Par comparaison de séries & termes positifs, on

en déduit que la série > |nu,v,| converge, c’est-a-dire que la série > nu,v, converge absolument,
donc converge (par théoréme).

Bilan : Par combinaison linéaire de séries convergentes, la série Y n(\u, + puv,)? converge, ce qui
signifie que Au + pv € F.

Remarque. On aurait pu vérifier la stabilité par combinaison linéaire en deux temps. En vérifiant
d’abord la stabilité par multiplication par un scalaire, puis par somme.
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e Montrons que la suite (u,)nen converge vers 0.

— La suite u est décroissante.

En effet, on montre par récurrence immédiate que Vn, u, > 0.
Up41
Unp
Donc Vn, tpt1 < Up.

Donc Vn, =e Un < 1.

— La suite uw est minorée par 0.

BILAN : la suite u converge d’apreés le th de la limite monotone.
Notons ¢ sa limite.
En passant a la limite dans 1’égalité Vn € N, u,4+1 = u,e™ ™", on obtient

(=t  dou  ((1-eH=0  dou(wHY?) (=0

e Etudions la nature de la série > u,,.
Ona Vn €N, u,11 = uze " et la suite u est a termes > 0, on peut donc prendre le log
népérien.
D’ou
VneN, In(upyr) =1n(u,) —u,
Ou encore
VneN, wu, = In(u,) — In(uny1)
Ainsi, étudier la série Y u,, revient a étudier la série télescopique Y (In(uy) — In(un+1)), qui
a méme nature (d’apreés le cours) que la SUITE (1n un)
Cette suite diverge (car u, — 0).

BILAN : La série Y u,, diverge.
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n
Notons S,, = Z U
k=1

1. Pour tout n € N* :
1 1 1

1 n—1
+5k+5> _kzzo

n—1
1
Sn: _
; k_0<5k+1+5k+2+5k+3+5k+4 Bk + 5
_"Z_:l N R DR
- & \B5k+1 5k+2  5k+3 5k +4
_5n1 n1
L k
k=1 k=1
B 5n 1
B k
k=n-+1
T k
nk:11+5

ou l'on a posé

La suite (I,;,)men= est une somme de Riemann de la fonction ¢ —

Donc :
i / fl
™ motoo o 1+t
Par extraction, on a I4,, ——— Inb c’est-a-dire
m—-+o00

5n

n——+o0o
k=1

Zuk —— Inb

continue sur [0, 4].

2. Comme lim u, =0, on en déduit que Ss,41 = S5p, + Usp4+1 & aussi pour limite In 5.

p——+o0
De la méme maniére, on montre que :

lim S =
n—-+oo 5n+2

lim S = lim S =1Inb
n—-+o0o 5n+3 n—-+o0o Snd

On peut alors facilement montrer que la suite (S,,),>1 converge vers In5 et donc que

+oo
Z u =1nbd
k=1
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116

1. La série de terme général u, = e~™" diverge pour a < 0 puisque son TG ne tend pas vers 0.

2. Soit a > 0. Par croissances comparées :

2 Jpeed
n?u, = (n%) S —
n—-4oo

ce qui signifie que u, = o (%) .
Comme 2 > 1, on en déduit que ) u, converge absolument.

Bilan. On vient de prouver que

Zuncv <~ a>0
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117

Onaun:\/ﬁ<l+a\/l+%+b\/l+%).
— Le DLy(0) de v/1 + ¢ fournit v1+¢=1+ 5+ O(t?).
On obtient un développement asymptotique de u,, :

unzx/ﬁ<(1+a+b)+<;+b):L+O<nlz)) :(1+a+b)\/ﬁ+(%+b)%+o<%).

— Sil4+a+b#0, alors u, ~ (14 a+ b)y/n.
Le terme général u, ne tend pas vers 0, donc la série > u,, diverge grossiérement.

— Sil+a+b=0cet §+0+#0.
1
Alors u,, ~ (% + b) T
Or la série Y ﬁ diverge (Riemann avec v = § < 1).
Par comparaison de séries a termes de signe constant, la série > wu,, diverge.
— Sil+a+b=0cet §+0=0.
Alors u,, = O(ﬁ) et > u, converge (absolument).

Commeona (1+a+b=0¢et £+b=0) <= (a=-2 et b=1), on en déduit :
la série Zun converge <= (a,b) =(-2,1)

— On suppose que (a,b) = (—2,1). Dans ce cas, on a, pour tout n € N :

n n n+1 n+2
Su=3 VE-23 VE+ S VE
k=0 k=0 k=1 k=2
=Vn+2-vn+1-1
1

= -1
vn+24++/n+1

+oo
On en déduit que Z Up = —1.

n=0
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o 1
1. On peut écrire u, = nn — (n

+
—
Il
3
3=
—
I
—~
—
+
S
S~—
S|=
| EE—

Comme In (1 + %) ~ %, on a

On en déduit que (1 + %)% = exp (% In (1 + %)) =
Donc u, =nw [~ +o(%)].

. 1 N
Puisque n» = exp(% In n) —+> 1, on a u, ~ —#, d’ott la convergence absolue de Y uy,.
n—-+0o0

2. Les fonctions tan et sh étant de classe C* au voisinage de 0, elles admettent un DL3(0) que
I'on peut écrire, par imparité, tanz = x + O(2?) et sha = x + O(23).
Ainsi,
tanz —shx = O(z%)
D’ou
tani —shl = O(k)

Puis, en multipliant par nt .

1 1
— ,3/2 —
3

La série > # converge absolument (série de Riemann avec o = 5 > 1), donc par compa-
raison, il en est de méme la série > u,.

a—2

3. On a u, = exp(vy) avec v, =n® In (cos L) ~n® (cos L — 1) ~ -2

n

Ainsi,
— Cas a < 2. Alors v, ne tend pas vers —oo et donc u,, ne tend pas vers 0;
Donc la série ) u, diverge grossiérement.

— Cas o > 2. Montrons que u, = o(5).

Autrement dit, montrons que n?

Up, = exp(vp, +2Inn) —— 0.
n—-+oo
a—2

2

Donc v, + 2Inn = v, + o(vy,) ~ v, — —oc.
n—-+oo

Comme v,, ~ —2 eta > 2,onav, - —ooetlnn = o(v,) par croissances comparées.

Donc exp(v, + 2Inn) —— 0.
n——+o0o

On a montré que u, = o(5z).
La série ) -3 converge absolument, donc par comparaison la série Y u,, converge ab-
solument

Bilan : la série > u, converge si et seulement si o > 2.
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. La relation

1. On a

G e~
(2n+1)(2n+ 3) 4n?
D’oit la convergence absolue, et donc la convergence.

1(_1 1
(2n+1)(2n+3) <2n+1 2n+3

mais ce n’est pas le cas ici & cause des changements de signes occasionnés par les « (—1)™ ».

) pourrait faire penser a une somme télescopique;

Calculons les sommes partielles. Soit NV € N.

N N N
(=" N (=T (=1~
2;::0 (2n+1)(2n + 3) _nz::OQn—i—l _g 2n + 3
N 1
_ n 2n T — n 2n+2 T
2/0 d Z/ d

1 2 1 2
1—2 1—x
= / ——dx —/ 5 (—z?)NTldg.
0 1 + X 0 1 +x
e Intéressons-nous a la deuxiéme intégrale. Par inégalité triangulaire, on a

1 2 1 2

1— 1—

332 (—a?)N 1 de| < 71'2332N+2 da
0 ]. + X 0 ]. + X

En notant K un majorant de 5_—;2 sur [0, 1] (licite), on a

1 2
-z 2\N+1
— d
/0 =l

1
2N +3

1
< K/ 22N 2 dry = K
0

Donc :

NSyoo Jo 1+ 22

e Calculons la premiére intégrale.

1 2 1
l1—2 2 ™
ogde = [ (14— )de=—1+2Arctanl = 7 —1
/0 e /O + ) +2 Arctan 5

Bilan

3

+oo
S
;::O(Qn—l—l)@n—l—fi) T4 2
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Posons u,, = ﬁ pour tout n € N et prenons ng € N tel que ng > . La suite (4, )n>n, €st positive,
décroissante et tend vers 0. On en déduit, d’aprés le théoréme des séries alternées, la convergence
de la série Zn>n0(—1)" u,, donc, par le caractére asymptotique de la notion de série convergente,
cellede >, ~o(—=1)" uy.
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L. (—1)™ L. ) . 1 L
La série Zn>1 nga)® est une série alternée et la suite (m) décroit et tend vers 0.

n+x)
D’aprés le théoréme des séries alternées, on en déduit que la série >, -, ((T:le); converge et que

son reste d’ordre n vérifie :

1 1
< .

R,| = <
Bl (n—|—1+x)2 n2

+oo (—l)k
2 (k +z)°

k=n+1

Par comparaison, la série de TG R,, est absolument convergente, donc convergente.
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Notons u,, le terme général qui vaut —i—oy.
n*(Inn)s
Comme « > 1, on peut trouver v € R tel que 1 < v < a.
Comme « —« > 0), on a par croissances comparées (et méme directement si 5 > 0)

1
ne=Y(Inn)8 n—o+oo

n” u,

Donc u, = o(-%).

La convergence absolue de la série Y -1 (Riemann avec y > 1) assure celle de > up,.
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La fonction f : 2+ — llnm est continue et décroissante sur [2, +oo[ (comme inverse d’une fonction

continue & valeurs strictement positives et évidemment croissante).
On obtient donc I'encadrement

wnze [rwa s sw < 0w < [+ e

k=2

Une primitive de f est 2 — In(Inz), donc

/” f@)dt = In(lnn) —In(In2)

Déterminons un équivalent du membre gauche :

n
t)dt n) = In(lnn) —In(In2 ~ In(lnn
| 10t + f) = i) ~1n(m2) + -~ )
Ce membre gauche tend vers 4oco.
Par minoration, on en déduit que la suite des sommes partielles tend vers 4+o00, donc la série . f(n)
diverge.
Déterminons un équivalent du membre droit :

g ™ In(Inn)

/; f@)dt + f(2) = In(Inn) —In(In2) + 5 =

Les membres extrémes sont équivalents a In(Inn), donc

—~ 1
Z TE In(lnn).
k=2
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Inz
x

Une étude de fonction montre que la fonction f : z — est continue et décroissante sur [3, +oo].

On obtient donc 'encadrement
vnzs [ f@ae s fm) < 3 f) < [ fodt + 5)
3 s 3

Une primitive de f est z — (Inz)? donc

/an(t)dt = %(lnn)2 - %(ln?))2

Déterminons un équivalent du membre gauche :

Inn

/:f(t)dt + f(n) = %(mn)? - %(ln3)2 TN %(m)?

Ce membre gauche tend vers 4occ.

Par minoration, on en déduit que la suite des sommes partielles tend vers +oo, donc la série Y f(n)
diverge.

Déterminons un équivalent du membre droit :

In3 1

/an(t)dt + f(3) = %(lnn)2 — %(ln3)2 + -5 ™ §(lnn)2

Les membres extrémes sont équivalents a %(ln n)2, donc

Ink

1
= o 2 2
Z 2(nn)

NE

=~
[

3

Donc (WHY), on a
Ink

1
= o (1 2
k 2(nn)

NE

=~
Il

1
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Comme « > 1, la série ) n% est convergente ; cela justifie 'existence de u,,.
La fonction f : t — & étant continue et décroissante sur [1,4+00[, une comparaison série-intégrale

tOL
donne :

N N N
) [ sy < Y s < [ gt s
n+1 k=n+1 n+1
Or v N
1 1 1 1
| swa = -] ;
nal a—1[tt] | Notoo a—1 (n+1)2"
Par passage a la limite dans (%), on obtient :
1 1 1 1

a—1 (n+ 1)1 a—1 no-t

— 1 .
a—1 no—1
Par comparaison de séries a termes positifs, on en déduit que > u,, a méme nature que ﬁ
Ainsi, Y u,, converge si et seulement si & — 1 > 1 c’est-a-dire si et seulement si a > 2.

D’out u, ~
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1. — Soit n € N.
Par décroissance de u, on a

Vken+1, 2n], 0 < ugy < ug
Par somme, on a
2n
0 < nug, < Z ug
k=n+1
S2n7Sn
— On a donc
VneN, 0 < nua < Sopn— S,
Par hypothése, la série > u,, converge, donc la suite (S,,) converge, donc Sa, —S,, — 0.
D’aprés le théoréeme des Gendarmes, on en déduit nus,, — 0.
2. Montrons que u, = o(1).
Montrons que la suite (nuw,) tend vers 0.

En notant v,, = nu,, il s’agit de montrer que vo,4+1 — 0 et vy, — 0.
’ g +

e On a (2n + Lugpt1 = 2 X NU2p41 + U2nt1-
On a ugp41 — 0 car Y u, converge.
Montrons que nugy, 1 — 0.

On a, par décroissance de u,
Vn e Na 0 < NuU2n+1 < Nnuzn

Or nug,, — 0 d’aprés la premiére question.
Le théoréme des Gendarmes fournit nug,+1 — 0.

Ainsi Von+1 = (2n + I)UQn+1 — 0.

e Or nus, — 0, donc ve,, = 2nusg,, — 0.

BILAN : la suite (nu,) tend vers 0 (car les suites extraites d’indice pair et impair tendent
vers 0).
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Soit f#0. On a :

RN S U (U U B T RO

~=(=B)%

Comme la suite de terme général v, = % est de signe constant, la série Y v, a méme nature
que la série télescopique E (n% — ﬁ), donc a méme nature que la suite (r%ﬁ)

Or, cette derniére suite converge ssi 5 > 0 (ici, 8 # 0).
Donc pour 5 # 0, La série Y # converge ssi # > 0.
Pour #=0. On a
1 1
ln(n+1)—lnn:1n(l+> ~—2>=0
n n

La série harmonique Z% a méme nature que la série télescopique (ln(n +1)—In n), qui a

méme nature que la suite (ln n), qui diverge.
Donc, pour 8 =0, la série ) # diverge.

Bilan.
;. 1 .
La série ) | —+r converge ssi 3 > 0.
Autrement dit, la série Y — converge ssi a > 1.
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1. Fixons N € N*. On utilise la définition de v,,, on fait apparaitre une somme double, on inter-

vertit les sommes, puis on décompose la fraction m en % — n%rl ; et enfin, on télescope !

N N 1 n 1 N N 1 N 1
S o] F D ILT D Dl el IR of (7S Sy IS U (8
n=1 n=1 TL(TL + 1) k=1 1<k<nN TL(TL + 1) k=1 n=~k n(n + 1) = k '
D’ou

N N 1 N N
Zvn = Zuk — mZkuk = Zuk — Nuy
n=1 k=1 k=1 k=1

2. Montrons que la série Y v, converge en montrant que la suite des sommes partielles (V) yen< =
N

( E vn) converge.
NeN*
n=1

Tout d’abord, comme le terme général v,, est positif, la suite (Vi) yen+ est croissante.
Reste & montrer qu’elle est majorée, c’est-a-dire qu’il existe K tel que, pour tout N, on ait
VN < K.
D’aprés 1, on a

VN = UN—NUN d’ou VNQUN

Or la série Y u,, converge, donc la suite des sommes partielles (Un)nyen+ converge, donc est
en particulier majorée.
Comme Vi < Uy pour tout N, on en déduit que la suite (Vy)nyen+ est majorée!
3. D’aprés 1, on a
VN€N*, Noy =Un — Vy
Les suites U et V convergent (hypotheése et 2), donc la suite (Nvy) ven- converge également.
Montrons que lim Nvy = 0.
Raisonnons par ’absurde et supposons que lim Nvy = £ # 0.
On a alors 1

fx —

UN ~
N—+o0 N

Or % est le terme général d’une série divergente.
Par comparaison de séries a termes positifs (le terme général vy est), on en déduit que la
série vy diverge, ce qui contredit 2.

4. Tl suffit de passer a la limite quand N — 400 dans 1'égalité 1 (c’est licite, WHY ?) et d’utiliser
la question 3 qui dit que Nvy — 0.
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Les relations d’équivalence ou de domination données dans la suite sont parfois le fruit d’un calcul
non trivial.
(i) On a nsin (%) — 1 : la série diverge grossiérement.
n—-+oo
(ii) On a (%)n —— 400 : la série diverge grossiérement.
n—-+4oo
1WA
(iii) On a (3) nlo

série de Riemann (technique standard pour les séries « a I'air exponentiel »).

(#) par croissance comparée : la série converge par comparaison a une

On a ﬁ In (1 + ﬁ) ~ % : la série diverge par comparaison & une série de Riemann.

2 . . N L. .
Onal—cos? ~ 5 : la série converge par comparaison a une série de Riemann.

) 2n2
. (-1)"4n 1 . e . R L )
(vi) On a =75~ ~ @ la série diverge par comparaison a une série de Riemann.

On a |a™ n!| P +oo dés que a # 0. Ainsi, la série converge (elle est nulle a partir d’un
certain rang) si a = 0, et diverge grossiérement dans tous les autres cas.
(viii) On a ne VvVt = n_>o+ - (#) par croissance comparée : la série converge par comparaison a
une série de Riemann (technique standard pour les séries « a air exponentiel »).
(ix) Distinguons trois cas :

— si a <0, la série diverge grossiérement ;

—si0<a<l,onat= o (lnf), et la série diverge par comparaison & une série de
n n—+oco * 1
Riemann ;
— si a > 1, on peut trouver un réel 1 < b < a, et on a lga” = o0 (%) (par croissance

n—-+oo
comparée) : la série converge par comparaison a une série de Riemann.

2 . . N L . .
(x) On aln (%) ~ % : la série converge par comparaison & une série de Riemann.

(xi) On a In(n®+3) VITFT _

T 0 (#) : la série converge par comparaison & une série de Riemann

n—-+oo
(technique standard pour les séries « a I’air exponentiel »).

o Inn Inn 1 _ Inn . P . : N
(xii) On a o= ~ ns donc - = o (7111(6”_1)) : la série diverge par comparaison & une

série de Riemann.

(xiii) On a y/ch 2 —1~ 1 :]a série diverge par comparaison & une série de Riemann.
’I’L2
(xiv) On a (Ll) = o (%) : la série converge par comparaison a une série de Riemann
n+ n——+oo n
(technique standard pour les séries « a 'air exponentiel »).
.1\t 1 a2 a9 L. . s s

(xv) On a (nsint)” = exp [-#n*"? + o(n*?)]. On montre alors que la série diverge grossie-

rement si a < 2 et qu'elle converge si a > 2 car son terme général est alors o (n—lz)

n—-+oo
(technique standard pour les séries « a ’air exponentiel »).
. 3

(xvi) On a V/n3 +an —vn2 +3 = (% - %) 1y 0 (#)

n

n—-+o0o
Ainsi,

. 9 ., L. L[ a 3 1 L. .

— sia # 3, le terme général est équivalent a 375 ) et la série diverge par compa-
—_——
#0

raison & une série de Riemann;

— si a = 2, le terme général est o (-%), et la série converge par comparaison & une

n—-+o0o
série de Riemann.

(xvi)) Onae'/m—a—2=(1-a)+ L+ O (). Ainsi,

n n—-+oo

— sia # 1, le terme général tend vers 1 — a # 0, et la série diverge grossiérement ;

— sia = 1etb# 1, le terme général est équivalent & 1=2_ et la série diverge par comparaison
n
4 une série de Riemann;

— sia =0b=1, le terme général est O+ (#), et la série converge par comparaison a
n—r+00

une série de Riemann.
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Remarque : il était habile d’effectuer un développement du terme général avec un terme
d’erreur en n_>O+ . (#) plutét que d’écrire un terme en % (qui n’aurait pas eu d’importance)

puis un terme d’erreur en o (—12 )
n
n—-+o0o

(xviii) Le terme général est équivalent a 21%—?). Ainsi, en reprenant le résultat sur les séries de
Bertrand, la série converge si et seulement si a > 1.
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Soit n € N*. Utilisons un DL :

(=n" (=" (

un: =

Vi- (-
(0 2) - 2o ()

——

Un

—
|
—
|
—_
~
3
N—
L

- . —1)" . L .
La convergence de la série alternée > ) , la divergence de la série harmonique > 1 et la conver-
vn n

gence absolue, par comparaison a une série de Riemann, de la série Y v, entraine donc la divergence
de la série > uy,.
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