Déterminants

exercices




{;li):l?} Un endomorphisme
Calculer le déterminant de ’endomorphisme

fo R3[X] — Rs[X]
P — XP'(X+2)+P1)(X3—1).

1
1
)

m
N

Des endomorphismes
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N*.
Soit (u,v) € L(E)? tel que uowv+vowu =0, u est injectif et v surjectif. Montrer que n est pair.

103 | Un cas particulier du déterminant a,b,c du 109
Calculer le déterminant suivant de taille n :

0 1 1

D, = 1
o
1 1 0

Tridiagonal (cas particulier du 110)

Soit a € C. Considérons le déterminant suivant (de taille n) :

a 1 0 0
1 a 1
Dn=10 1 a 0
oooa 1
0 0 1 a
n+1l _ .n+1
L =% sia?#4
En exhibant une relation de récurrence vérifiée par D,,, montrer que D,, = r—s
(1+mn)rm sinon

oll 7 et s sont des complexes & cerner.

105 | Imbriqué

Soit (s1,...,s,) € K™ Calculer le déterminant suivant :
81 .. ... 81
D — So ... 89
51 83 ... Sp

{:1:0:6?: Avec des coefficients binomiaux
(1) (,"1)
L") ey
Soit p,n € N*. Calculer le déterminant D,, , = )
(" (")
{:1:0:7?} Par blocs
Calculer le déterminant de la matrice A = [ _0; On ] € Ma,(R)
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{_1_ 8 | cosinus
Soient 6 € R et le déterminant de taille n € N* :

cos 1 0o ... ... 0
1 2cosf 1 0o ... 0
0
A, =
0
: . .. . 1
0 ... 0 1  2cos6.

1. Déterminer A; et As.
2. Soit n > 3. Montrer que A,, = 2cos0A,,_1 — A, _o.
3. En déduire alors A,, pour tout n € N*,

Le déterminant a,b,c
Soit n > 2. Soit (a,b,c) € R3.
On note D(a, b, c) le déterminant de taille n suivant :

a C DR C
D(a,b,c) = b

e

b .- b a

1. On consideére la fonction f: R — R
x +— D(a+z,b+z,c+x).
Montrer que f est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a 1.

2. En déduire la valeur de D(a,b,c) pour b # c.

{_1_1_0_: Tridiagonal
Soient a, b, ¢ des réels et A,, le déterminant de la matrice n x n suivant :

a b 0 0
c a b
An=10 0
: .. .. .b
0 ... 0 c a
1. Démontrer que, pour tout n > 1, on a A, 4o = alp 1 — beA,.
2. On suppose que a? = 4bc. Démontrer que, pour tout n > 1, on a A,, = (”‘;)an

Joli

Soit n € N* et (2, ...,2,) € C"* L. Pour tout k € [0,n], on pose P, = (X + z;)".
Calculer le déterminant de la famille (P, ..., P,) dans la base canonique de C,,_1[X].
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Déterminants classiques

{:1:1:2?: Matrice compagnon
Soit P=X"+a, 1 X" 1+ 4+ a1 X +ag € K[X].

0 0 ... 0 —ag
1 0 ... 0 —aq

On considére la matrice Cp = 0 1 ... 0 —a appelée matrice compagnon de P.
0 ... 0 1 —Qn—-1

On fixe z € K.
Calculer le déterminant det(zl — Cp).

{;l_l_3_: Déterminant de Vandermonde

Soit z1,...,z, € K. On considére le déterminant de Vandermonde :
2 n—1
1z 2y ... = .
1 o 23 ... a2y~
V(xla 7-7;n) = . .
2 n—1
1 =z, =z Ty

(*) V(xlax%"'vxn) = H (xj _xi)

1. Que fournit cette formule pour n =2 et n =37
2. Donner une condition d’annulation de H () — ;).
1<i<j<n
3. Est-ce que la réponse précédente est cohérente avec le résultat que vous connaissez sur 1’in-
versibilité d’une matrice de Vandermonde (au fait, vous vous rappelez de la preuve ?).

4. Premiére preuve. Montrer la relation non évidente suivante (pour cela, faire apparaitre

des 0 sur la derniére ligne du déterminant V(zy,...,x,))
n—1

() V(zy,...oxn) = V(o ozno) [[ (@ — 22)
k=1

Puis prouver la formule (3) par récurrence sur n.

5. Deuxiéme preuve.
Montrer (%) en faisant apparaitre des 0 sur la premiére colonne.
6. Troisiéme preuve.

Calculer V(z1,...,2,) en considérant la fonction polynomiale x +— V(z1,22,...,Tp—1,T)
dont on déterminera les racines et son coefficient en z"!.

{:1:1:4?} Déterminant circulant

Soient (ag,...,an—1) € C" et w= €2im/"  On pose :

&%) aq Qp—2 Qp_1

Qp_1 Qo (&3] Ay —2 1 1 1 1 1
) ) 1 w w? wn—1
Ol . .

A= n-l ot O=]1 w? w? w2(n=1)

as a; 1 w1 w2(n71) w(nfl)(nfl)

aq Q2 Qp—1 ap

1. Justifier que €2 est inversible.
n—1

2. Calculer AQ en fonction de w et de P = Z apX®.
k=0
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3. En déduire que det A = P(1)P(w) -+ P(w™1).
4. Application : calculer pour a € C

1 a a2 an~1
a” ! 1 a e a2
a2 o™t 1 U At

a a? an~1 1

Trois endomorphismes classiques
Soit E un espace vectoriel et u un endomorphisme de F.
Calculer detu et tru dans chacun des cas suivants :

i) E=Cu[X]etu: P P(X +1)— P(X).
ii) E=C,[X]etu: P— P(X +1).
i) B = Mp(C)etu: M M7,

Matrice pleine de 1
Soit J € M,,(K) pleine de 1 en taille n = 3.

Pour z € K, calculer det(J — zI).

En déduire les A € K tels que J — Al soit non inversible.

Matrice de Gram
Soit E un espace préhilbertien réel et (eq,...,e,) € E™. On pose G € M, (R) définie par :

V(i,§) € [1,n]?, Gij={ei|e;).

1. Montrer que (e, ..., e,) est une famille libre si et seulement si G est inversible.

2. On suppose que B = (e1,...,e,) est une base de E et on note B = (f1,..., fn) la base
orthonormée obtenue a partir de B par 'algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
On pose P = Py 5.

Montrer que P est triangulaire supérieure et que G = P P.

3. En déduire que

n

0 < det(G) < []lle:)?
=1

Un peu de proba
Soit (€2, P) un espace probabilisé et X : £ — R une variable aléatoire ne prenant que n € N*
valeurs différentes z1,...,z, € R.

Montrer que la connaissance des moments d’ordre ¢ de X pour i € [1,n—1], a savoir (E (X Z))

i€[1l,n—1]
permet d’accéder & la loi de X.
Expliciter le cas n = 2.
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Autres exercices ...

:1:9?} Matrices semblables : de C a R

Soit A et B € M,,(R) deux matrices carrées a coefficients réelles.
L’objectif est de prouver :

I
1
\

I'_ll

Lemme. Si A et B sont semblables sur C, alors elles le sont sur R.

1. On suppose qu'il existe P € GL,(C) telle que B = P~1AP, ce que l'on écrit BP = AP.
Ecrivons P = P, + iP5 ou P; et P sont a coefficients réels.

Montrer que
vVt eR, B(Pl +tP2) :A(Pl +tP2)

2. Prouver le lemme.

20| Déterminant d’une somme
Déterminer I’ensemble E :

s
1
\

I'_ll

E = {AeMn(R) | VM € M, (R), det(AJrM):detAeretM}

1. Soit P € GL,(R).

Montrer que l'ensemble E est stable par Papplication ¢p : M, (R) — M, (R)
A +— P

2. Déterminer ’ensemble FE.

N 9b gust ol 1915bianos & 1920199

{_1_2_1_} Exotique
Soit n > 2 et P € C,,_3[X]. Montrer que le déterminant d’ordre n :

PO P@) ... P
P2)  P@B) ... P+l

D= : : :
P(n) P(n+1) ... P@n—1)

est nul.

Densité des matrices inversibles

Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients complexes. Montrer :

Ja>0, VeeR, 0<|e|<a, A+el, estinversible.
On considérera la fonction x + det(A + z1).

:2:3?: Avec des fonctions
Soit F un sous-espace vectoriel de C°([0, 1], R), stable par multiplication et de dimension n € N*.
Le but de I'exercice est de montrer que F' = Vect(1) ot 1 est application constante égale a 1.

1. Montrer que Vect(1) C F'.

2. Soit f € F. On suppose que f est une application non constante.
(a) Justifier qu’il existe deux réels « et 3 tels que v < S et f([0,1]) = [a, 5].
(b) Justifier qu'il existe des réels 1, ..., zp41 € [0,1] telsque v < f(z1) < -+ < f@py1) < B.
(c) Montrer qu’il existe (Ao, ..., A,) € RPN\ {(0,...,0)} tel que gL+ f+---+ A, f" = 0.
(d) Conclure.

s
1
S

IHI
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L
1124 | Rien a voir avec les déterminants

Famille presque orthogonale

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul.
Toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur un méme espace probabilisé fini (2, P).

I — Une loi de probabilité

On dit qu’une variable réelle X suit la loi Z si

X(Q) = {_la ]-}a ]P(X = _1)

I
pac}
»

I
=

I

|

1
1. Si X suit la loi Z, préciser la loi de la variable aléatoire §(X +1).

2. Calculer I'espérance et la variance d’une variable suivant la loi Z.

3. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes, suivant chacune la loi Z.
Déterminer la loi de leur produit X Y.

IT — Paramétre de cohérence

On considére M,, 1(R) muni de sa structure euclidienne usuelle, ¢’est-a-dire muni du produit sca-
laire défini par
Y(u,v) € My 1 (R)?, (u|v)=u'v.

On désigne par I un sous-ensemble de N ayant au moins deux éléments et par u = (u;);c; une
famille de vecteurs unitaires de M,, 1(R).

4. Montrer que le nombre réel
C(u) = sup {|{u; | us)|, (i,5) € I, i # j}
existe et appartient a I'intervalle [0, 1].

Le réel C(u) s’appelle le parameétre de cohérence de la famille (u;);er.

5. Montrer que si C(u) = 0, alors ’ensemble {u;, i € I} est fini et donner un majorant de son

cardinal.
IIT — Vecteurs aléatoires unitaires
Soient Xy, ..., X,,Y1,...,Y, des variables aléatoires mutuellement indépendantes de méme loi Z.
1 1
On définit les vecteurs aléatoires, X = %(Xl, X)) TetY = %(Yl7 ..., Y,)T a valeurs dans
M, 1(R).

6. Démontrer que, pour tout nombre réel ¢,
t n
E(eXp(t<X | Y))) = (ch (n)) .

2
7. Montrer que, pour tout nombre réel ¢, In (ch(t)) < 5

8. En déduire que, pour pour tout nombre réel t,
2
E(exp(t(X | Y))) < exp (2> .
n

Soient ¢ et A deux nombres réels strictement positifs et Z une variable aléatoire réelle telle que

o?t?
vVt € R, E(exp(tZ)) < exp (2) .

9. En appliquant 'inégalité de Markov & une variable aléatoire bien choisie, montrer

2t2
VteRY, P(Z3=\) <exp <U2/\t).
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10. En déduire

)\2
P(|Z] 2 A) < 2exp <—22) :
o

11. Soit € € [0, 1]. Montrer
e’n

b((X | V)| > €) < 2exp (2) .

IV —Famille presque orthogonale

2
e°n
Soit e € [0,1]. On se propose de démontrer que, pour tout entier naturel N < exp - ) il existe

une famille v de N vecteurs unitaires de M,, 1(R) vérifiant C(u) < . On dit alors que w est une
famille presque orthogonale.
Soient N un entier naturel non nul et (X;)1<i<N71<j<n
réelles mutuellement indépendantes de méme loi Z.

1 . )
— (X X
\/’Tl( 1 n)

12. Déduire des questions précédentes que

une famille de n x N variables aléatoires

Pour tout i € [1, N], on pose X! =

p U |<Xi|Xj>|>5 gN(N—l)exp(—52>,

1<i<j<N

2

e’n
13. En déduire que, pour tout entier naturel N < exp (4), il existe une famille de N vecteurs

unitaires de R™ dont le paramétre de cohérence est majoré par .
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Déterminants

corrigés



En ajoutant & la premiére colonne les autres colonnes et en factorisant, on obtient :

0 1 1 1 1 1
1 —(n—1) 0

1 : 1
1 1 0 1 1 0

1 0 ... ... O
1 -1 :
Du=(m-1|: o -~ . i |[=@-nEyet
.
1 0 0 -1

puisque le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des termes diagonaux.
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Fixons n > 3 (confer plus loin pour comprendre).
En développant par rapport & la premiére ligne, on obtient :

1 1 0 0
0 a 1

D, = aDnp1 — | 1 a .0l
: R |
0 ... 0 1 a

En développant le second déterminant par rapport & la premiére colonne, on a :
Dn = (1an1 — Dn,Q.

De plus :
Dy =a et Dy =0a®—1.

Résumons. On a donc

VneN* Dpio=aDyi1— D,

Di=a

Dy =a?>—-1
Remarque anecdotique. Sil’on veut, on peut introduire Dy, de sorte que la relation de récurrence
soit vérifiée pour tout n € N. Ainsi, il faut poser Dy = 1.

L’équation caractéristique 22 — axz + 1 = 0 a pour discriminant A = a2 — 4.
Notons r et s les racines, éventuellement confondues, du polynéme X2 — aX + 1.

e Cas A #0.
Alors (D”)nEN* € Vect((r)nen+, (8™)nen-)-
Autrement dit, il existe A, i (ils sont méme uniques) tels que

YneN' D, = A" + us"

Déterminons A et p & l’aide des conditions initiales.
On a le petit systéme

c’est-a-dire

L

La matrice ci-dessus est inversible (son déterminant est non nul car r # s!!) et on a

b = e e Lt

Simplifions Iexpression de A et p.
En regardant la solution fournie, on doit trouver
r -5

et n o=
r—s r—s

)\:

Occupons-nous de A (calcul similaire pour p).
1l s’agit donc de montrer que — (s%2a — s(a? — 1)) = 7.
rs
Les relations coefficients-racines fournissent rs =1 et r + s = a.
En les exploitant, on obtient bien I’égalité annoncée.

rnJrl _ SnJrl
Bilan dans ce cas. Ona D, = ———

e Cas A=0.
Je vous laisse montrer que, dans ce cas, D,, = (1 4 n)r™.

r—s

Remarque. Les calculs ont été pénibles. Ceci est di au fait que 'on a pris n = 1 et n = 2 comme
valeurs initiales.
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Essayons de voir ce que deviennent les calculs avec n =0 et n = 1.
Déterminons A et p a ’aide des conditions initiales.

On a le petit systéme
Dol 1 1][A
Dyl — |r s||p

- 15 310

La matrice ci-dessus est inversible (son déterminant est non nul car r # s!!) et on a

HIEE= A

c’est-a-dire

D’ou 1
A= — t = —
——(s-a) et p=——(-r+a)
Comme r + s = a (relation coefficients-racines), on a
1 1
A= (=) et W= s
s—r s—r
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On effectue successivement les opérations :

Ln <~ Ln - LnflaLnfl <~ Lnfl - Ln72a cee aL2 <~ L2 - Ll'

On obtient le déterminant triangulaire suivant :

51
§2 — 81

=5 H(sk — Sk—1)

(0) Sn — Sn—1
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1. Soit « € R. Si ’on retranche la premiére colonne a chacune des autres colonnes, on obtient :

at+xr c—a c—a
b+x a-—0»
fl@)=| = 0
: : c—a
b+ x 0 0 a—-0

En utilisant la linéarité par rapport a la premiére colonne, on obtient :

a c—a c—a T c—a c—a
b a—1» x a—>

flz) = 0 0
: : - c—a : c—a
b 0 - 0 a-—bd T 0 0 a-0

Le premier déterminant ne dépend pas de z, notons-le a.

Le deuxiéme peut se réécrire, en utilisant la linéarité par rapport a la premiére colonne, sous
la forme :

1 c—a c—a
1 a—-b»

z 0
: : - . c—a
1 0 0 a—0»

Il est donc de la forme Sx ou 8 est un réel indépendant de x.
On en déduit que f(x) = D(a+ z,b+ x,c+ 1) = a + 2 ou (a, B) € R2.
Donc, f est bien une fonction polynomiale de degré au plus 1.

2. Ainsi, D(a,b,¢) = f(0). On va donc chercher a déterminer les valeurs de « et § définis
précédemment. Remarquons que :

a—c 0 0
b—c
f(=c) =
: 0
b—c b—c a-—c

Ce déterminant étant celui d’'une matrice triangulaire, il est égal au produit des termes de la
diagonale :

f(=e)=(a—-9)"
De la méme maniére, f(—b) = (a — b)".
Il ne reste plus qu’a résoudre le systéme suivant :

a— fBe
a— Bb
On obtient, aprés résolution, comme b # ¢ :

a:b(a—c) —c(a—0b) ot
b—c

Cela nous donne finalement :

bla—c)" —cla—b)"
b—c

D(a,b,c) = f(0) =a=
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Notons D le déterminant que 1’on cherche & calculer. Par développement de Py, selon la formule du
bindme de Newton, on obtient :
On notera que dans le cas ou zp, ..., 2, sont distincts deux a deux, (P, ..., P,) est une base de

Co[X].
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1. Sens direct Supposons que (eg,...,e,) est libre.
Vérifions que G est inversible en montrant que la famille de ses colonnes (C1,...,C,)
est une famille libre.

n
Soit donc Aq,..., A, des réels tels que Z A;C; = 0.
j=1
Pour ¢ € [1,n], en examinant le ¢*™° coefficient des colonnes qui vaut G, ; = (e; | e;),

on a
n
D Ajleiley) =
j=1
n
puis par bilinéarité du produit scalaire, (e; | Z Ajej) = 0.
j=1

On en déduit que :

n
Z Aje; € Vect(eq,...,e,) N Vect(eq,. .., en)t,
j=1

Or cette intersection est réduite au vecteur nul, d’ott Z?:l Aje; =0.
Par liberté de la famille (eq,...,e,), on obtient Ay =--- =\, =
Sens réciproque Supposons que G est inversible.

Soit A1,..., A, des réels tels que Z;;l Aje; = 0.
En remontant les calculs précédents, on obtient 2?21 XG5 =0,
ce qui constitue une combinaison linéaire nulle de la famille des colonnes de la matrice
inversible G.
On en déduit que A\ = --- =\, = 0.

2. — Par construction, pour tout j € [1,n], e; € Vect(ey,...,e;) = Vect(f1,..., fj), ce qui
justifie que P est une matrice triangulaire supérieure.

— Soit (4,7) € [1,n]>

Que vaut le coefficient p; ; de P 7
Réponse : la coordonnée sur f; du vecteur e;.

Comme la famille B’ = (fy,. .., fn) est orthonormée, on sait que cette cooordonnée vaut
(ej | fi)-

Ainsi, pi; = (ej | fi)-

On a alors

n

coeff; ;( P P) Zpk iPk,j = Z<€z‘ | fr)(e; | fr)-

k=1
Or, pour deux vecteurs x et y, on a

n

@ ly) = (| fidy | fr)

k=1
car la base orthonormée (fi,..., fn).
En appliquant cette remarque a x = e; et y = e;, on obtient
coeff; j(PTP) = (e; | ;).
On a donc montré que coeff; ;(PT P) = coeff; ;(G).
Dot PTP=G.
3. Montrons l'inégalité de gauche.
D’aprés la question précédente, on a

det(G) = det(PT P) = det(P") det(P) = det(P)? > 0

La matrice G est inversible donc de déterminant non nul.
On a donc det(G) > 0.
Montrons I'inégalité de droite.
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Comme P est une matrice triangulaire, on a det(P)? = H?:l(Pj,j)Q = H?:1<ej | £i)2
D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le caractére unitaire des vecteurs f;, on a :

vielln], (el fi)? <llesl*

Par produit d’inégalités dont les termes sont positifs, on en déduit :

det(@) < [ llesl
j=1
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Soit la fonction P(x) = det(A + xI).

P est un polynome, il ne posséde donc qu’un nombre fini de racines.

En particulier, il existe « > 0 tel que P ne s’annule pas en z, pour |z| < «,z # 0.

La caractérisation de l'inversibilité des matrices en fonction de la non-nullité des déterminants
donne le résultat.
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I — Une loi de probabilité

1. La variable (X + 1) suit la loi de Bernoulli de paramétre 3.

2. On peut faire un calcul direct.
D’aprés la définition de ’espérance, on a :
E(X) = -1.P(X=-1) + 1-P(X=1) = 0
Avec le théoréme de transfert, on a :
E(X?) = (1) P(X=-1) + 12.P(X=1) = 1

Donc V(X) = E(X?) - E(X)? =1.
Donc E(X) =0et V(X) = 1.

Meilleure solution. En utilisant la question précédente.
1

Posons ¥ = i(X +1). On a donc X =2Y — 1.

Par linéarité de I'espérance, on a E(X) = 2E(Y) — 1.

. . . . . 1
La variable aléatoire Y suit une loi de Bernoulli, donc on connait son espérance, elle vaut 3

1
Ainsi, B(X) =2x 5 —1=0.

1
Pour le calcul de V(X), on utilise que V(aY + b) = a®?V(Y), et le fait que V(V) = ~.

4
On trouve V(X) = 1.
3. Notons Z = XY. Alors Z prend les valeurs 1 et —1. Calculons P(Z = 1).
On a l'égalité d’événements
Z=1) = X=)n¥ =1 U (X=-1)n( =-1)
Par additivité de P, on obtient
PZ=1) =PX=1,Y=1) + P(X=-1,Y =-1)

Puis par indépendance de X et Y, on a

Enfin, P(Z=-1)=1-P(Z=1)= .

Donc Z suit aussi la loi Z.

IT — Paramétre de cohérence

4. Notons E = {|(u; | u;)|, (i,§) € I?,i # j}.
Comme [ a au moins deux éléments, E est non vide.
Soit (4, 4) € I? avec i # j.
D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz et en utilisant le fait que les vecteurs sont unitaires,
on a :
[(ui | )| < fluallllu;l = 1.

Ainsi, E une partie non vide majorée de R.
Donc F admet une borne supérieure.
Comme E C [0, 1], sa borne supérieure est dans [0, 1].
5. Supposons que C(u) = 0.
Montrons que la famille u est orthogonale.
Pour tout (i,j) € I? avec i # j, on a |{u; | u;)| <0, donc (u; | uj) = 0.
La famille u est donc orthogonale et formée de vecteurs unitaires, donc elle est orthonormée.
Donc elle est libre.

C’est une famille libre d’un espace vectoriel de dimension finie, en l'occurrence M, 1 (R),
donc cette famille est finie et de cardinal < n.
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ITT — Vecteurs aléatoires unitaires

6. Soit ¢t € R. Alors

exp(t{X |Y)) = exp (Z ;X;A@) = H exp <;XkYk> .
k=1

k=1

n
Or, d’aprés le lemme des coalitions, les variables aléatoires exp (%X 1Y1) et [] exp (%X kYk)
k=2

sont indépendantes donc :

E (exp (H(X | Y))) = E (exp (;Xllﬁ)) E (ﬁ exp (;XkYk>>
k=2

Explication. Les variables X1,Y7, Xo,Y5,..., X, Y, sont mutuellement indépendantes.
n
Posons f : (z1,y1) — eXP(%Ilyl) et g: (v2,Y2,---,Tn,yn) = [] exp (%Ikyk)
k=2

Le lemme des coalitions fournit que les variables f(X1,Y7) et g(Xs2,Ys,...,X,,Y,) sont
indépendantes.

Or pour deux variables aléatoires indépendantes, I’espérance du produit est le produit des
espérances.

Donc E(f(Xl,Yl) X g(XQ,YQ,...,Xn,Yn)) = E(f(Xl,Yl)) X E(g(XQ,YQ,...,Xn,Yn)).
Cela s’écrit encore

= t t - t
[ e <XkYk> = E (exp <X1Y1)> E (H exp <XkYk>>
n n n
k=1 k=2
Par une récurrence immeédiate, on obtient

E (exp (H(X | Y))) = kli[lE (exp (;XkYk>> .

e Soit k € [1,n]. Calculons E (exp (£ X,Y)).
La variable XY}, suit la loi Z d’aprés 3, donc d’aprés le théoréme de transfert, on a :

(o)

I
=
»
ol
=
|
=
¢]
]
i)
\
X
~

) + P(X,Y), = —1)exp (fL x (—1))

t
n
L () L L (Lt
= sexp| 5 exp |~
t
e Revenons au calcul de E (exp (¢(X | Y))). Par produit, on a donc :

E (exp (tH{X | Y))) = ]ﬁch <2) - <Ch <2)>n

. Posons h : t — % — In(ch(t)) et montrons que h est positive sur R.
La fonction h est dérivable sur R et on a
sh(t)

/. _
h' :t—t YO

Par inégalité de convexité (hum... & détailler, éventuellement mettre au méme dénominateur
et étudier le signe du numeérateur), on obtient que ' est positive sur RT.

Et par imparité, h/ est négative sur R™. D’ou le tableau :

t —00 0 +00
W) -0+
0
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10.

Ainsi h est positive sur R. On a donc montré
2
VteR, In(ch(?)) < 5
D’out par croissance de I’exponentielle,

2
VteR, ch(t) <exp <I;>

2
D’aprés la question 7, pour tout ¢ € R, ch (%) < exp (%)
Comme les deux membres sont positifs, on obtient par croissance de la fonction puissance n

sur Rt :
vier, (a(L)) < LA #
el < (e |5 =exp |5 )

En appliquant la question 6, on a :
t2
VieR, E(exp(t{(X|Y)))<exp (2> .
n

L’inégalité est claire pour ¢ = 0.

Supposons désormais t > 0.

Posons T' = exp(tZ).

C’est une variable aléatoire positive, et qui admet une espérance finie par hypotheése.
On peut donc appliquer l'inégalité de Markov a T et au réel exp(At), on a :

E(T)

BT >exp(M) < s

En utilisant I’énoncé, a savoir E(T) < exp (#), on obtient

0'2t2
P(T > exp(At)) < exp <2 - /\t)
Or on a l'égalité d’événements :

(T > exp(\t)) = (tZ=\) = (2> \)

D’ou -
P(Z>)X) < exp < — At)
Montrons \2
P22 %) < 2w ()
On a

P(Z| 2 A)=P(Z =X +P(-Z >\
Posons U = —Z. Alors pour tout ¢t € R, exp(tU) = exp((—t)Z) admet une espérance finie et

o?(—t)?
B (exp(t)) = E (exp((—1)2)) < exp (T2 )
On peut donc appliquer la question 9 appliquée a la variable U, et on a donc :
o?t?
Vt e RT, P(U > \) <exp (2 —/\t) :
Puis,

2,42
VteRY, P(Z| 2N =P(Z=)N)+PU>=)\ < 2€Xp<a2t—/\t>.

. o%t? — X
On cherche alors t de sorte que : 75— — A\t = ;ﬁ
e A2 ot A
ou encore 0 = %5 )\t—&—QUQ—(\/5 a\/i)'

On pose donc t = U—); € RT et on obtient :

2
(2120 < 2exp () .
g
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11.

12.

13.

On pose Z = (X | Y).
C’est une variable aléatoire réelle et pour tout ¢ € R, d’aprés la question 8, en posant o = ﬁ,

on a bien
o022
E(exp(tZ)) < exp <2) .

On prend alors € € [0,1].

Si € = 0, l'inégalité demandée est évidente, sinon on applique la question 10 en prenant
A=c¢€:

P(X | V) >0 < 2exp(—€22”).

IV —Famille presque orthogonale

Par sous-additivité :

P U XX zel< > PX[XT)2e).
1<i<j<N 1<i<j<N

YJ

rtTn

D’aprés la question 11, pour tout (i,5) € [1,n]? avec i # j, comme X¢, ... X! Y7 ..
sont mutuellement indépendantes et de méme loi Z, on a

Ainsi,
NN
i J ) = -
P U (X' | X)) >€]| < Z 2exp( >—2exp( 2)2 1
1<i<jN 1<i<j<N j=21i=1
= 2exp (—2> Z J
j=1
e2n\ N(N —1)
= 2 _—
o (-5

P U |<Xi|Xj>|>€ <N(N—1)exp(—€n).
1<i<j<N

Soit NV € N tel que N < exp (%) Alors n > 4129) et ainsi —% < —2In(N).

Par croissance de ’exponentielle :

6271

N(N —1)exp <—2> < N(N —1)exp(—2In(N)) =

D’aprés la question précédente :

Pl U KX X)) >e <N(N—1)exp<—"><1.

1<i<j<N
On en déduit
Pl () KX'|XI)<e|>o0.
1<i<j<N

Ainsi, () [{X?| X79)| < € est non vide :
1<i<G<N

il existe au moins un w € (,, <y (X" [ X7)| <e.

Posons u; = X*(w) pour tout 1 < i < N. Alors par définition, W
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