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On munit R” de la norme euclidienne canonique :

I. Fonctions continues sur un ouvert de R?

Ouverts de R?

Définition (boule ouverte de R").
Soit p € R" et r > 0. On appelle boule ouverte de centre p et de rayon r la partie :

B(p,r) = {E€R™ | I1E-pl < T}

« Pour 1 = 1. A quoi ressemble une boule ouverte?

« Pour n = 2. A quoi ressemble une boule ouverte?

Ce chapitre considérera exclusivement le cas|[n =2

Dans ce cas, laboule ouverte B(p, r) est appelée disque ouvert de centre p et de rayon r, et notée D(p, r).

Définition (ouvert de R?).
Soit U une partie de R?. On dit que U est un ouvert de R? lorsque :

VpeU, 3dr>0,

D(p,r)cU.

Exemples.

sol — 18

— Le plan R? est un ouvert de R?.

— Le demi-plan H = {(x, y) € R* | x > 0} est un ouvert de R?.
— Plus généralement, I x R est un ouvert de R? ou1 I est un intervalle ouvert non vide de R.

— Encore plus généralement, I x J est un ouvert de R? ot1 I et J sont des intervalles ouverts non vides

de R.

— Le disque unité ouvert ¥ = D(ORz, 1) est un ouvert de R2. S’écrit-il I x J?
— Ladroite A = {(x,y) € R? | y = 0} n’est pas un ouvert de R*.

N
(tire-



sol — 18

preuve

Fonctions continues

Etant donné une fonction f:U—Retunpoint p=(a,b)e U,
on notera indifféremment f(p) ou f(a, b) la valeur de f en ce
point.

On peut représenter graphiquement une fonction f: U — R
par son graphe:

Iy = {(x,y,f(x,y)) | (x,y) € U},

qui est une partie de U x R, et donc de R3.

Définition. Soit f : U — R une fonction et p = (a,b) € U.

— On dit que la fonction f est continue en p lorsque :
ve>0, >0, veeu, (IE-pl<n = |f©O-Ffp)|<e]

ou encore Ye>0, dn>0, VEeUNDpn), |fE-Ffp)|<e.

— On dit que f est continue sur U lorsqu’elle est continue en tout point de U.

Exemple. Par une preuve epsilonesque, montrer que f : R?2 — R est continue.
(x,y) — x-2y.
Dans la suite du cours, on ne fera plus jamais ce genre de preuve pour de telles fonctions.

Opérations

La définition de la continuité pour les fonctions de deux variables étant le calque de celle vue pour les
fonctions d'une variable réelle, on obtient les mémes théoremes généraux concernant les opérations
avec essentiellement les mémes démonstrations.

On montre notamment que la somme, le produit et, si le dénominateur ne s’annule pas, le quotient de
deux fonctions continues définies sur U sont des fonctions continues sur U.

From1to2

Proposition (From 1 to 2 variables!).
Soit0: I — R une fonction continue (d’'une seule variable).
t — 0(p

Alors la fonction de deux variables g: IxJ] — R est continue.
(x,y) — 0

« Remarque. Bien siir, on a la méme conclusion avec la variable y.

« Aloral. Redémontrons efficacement que f: R?> — R est continue.
(x,y) — x-2y.
Montrer que les fonctions ]0,+oco[xR — R et ]0,+oo[xR — R sont continues.
(r,6) — rcos0 (r,0) — rsin®
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La fonction de PCSI 3

Proposition. La fonction f: R?> — R

preuve

= siy) #0,0)
(x’y) — x2+y2 ’ ’

0 si(x,y)=1(0,0)
— est continue sur 'ouvert U = R%\ {(0,0)}

— mais n'est pas continue en (0, 0)

({8



Composition et continuité (les 3 situations)

Ci-dessous, la lettre I désigne un intervalle de R non trivial, les lettres U et V des ouverts non vides de R?.

Proposition (composition a gauche).
Soit f: U — R a valeurs dans I.

Soity : I —R.

Ona:

continueen pe U
{f o wo f continue en p

¥ continue en f(p)

ouyof: U — R
¢ — w(f©)

@ Proposition (composition a droite, 1 variable).

Soity; etyy: I — Rtelles que T': t — (y1(2),y2(t)) soit a valeurs dans U.
Soit f: U —R.

Ona:

et Y, continuesen € I
{Yl e 0 —>  foI continue en &

f continue en I'(#))
o fol': I — R
t — fn@,y0)

Proposition (composition a droite, 2 variables).

Soit ¢y et g2 : V — R telles que @: & — (1 (&), 2(&)) soit a valeurs dans U.
Soit f: U —R.

Ona:

= fo®continueen p

@1 et @, continuesen pe vV
f continue en ®(p)

oufod: V — R
§ — flp1(®),920)

« Rebelote. Idem avec «sur» ala place de «en ».

Ilustration de ces trois situations.
Soif f :R? — R une fonction continue.
Montrer que les fonctions suivantes sont continues.

fo: R — R fi:R — R fo: 10,4+00[ xR — R
x,y) — exp(f(x,) t — f(3 1) (r,0) — f(rcos@,rsin®)

(fre-
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II. Dérivées partielles

Dérivées partielles premiere et seconde

Soit p = (a, b) € U. Comme U est ouvert, on peut trouver r > 0 tel que D(p,r) < U.

U .
On considere les ensembles :

Dy ={xeRI(heU} et D,y ={yeRl(ayeu}
et les applications partielles :

fl,p: Dl,p — R et fZ,p: D2,p — R
x — fxDb y — flay

On a alors les inclusions :

la-r,a+r[ < Dy, et ]b—rb+tr[c Dy,

Notons que D , et D; ;, ne sont pas nécessairement des intervalles, mais que cela n’a guere d'impor-
tance puisque la discussion est ici locale : seul ce qui se passe au voisinage de a € Dy , et b € D3 , nous
intéresse.

« Remarque. Lorsque U est un produit cartésien disons I x J, alors les ensembles Dy ;, et D, , sont tres
simples: Dy, =1etD;,=].

Définition (dérivée partielle en un point).
Soit f:U—Retp=(a,b)eU.
— Sil'application partielle f; ; est dérivable en a, on dit que f admet une premiere dérivée par-
tielle au point p etl’'on pose :

01f(p) = fi ,(@.

— SiI'application partielle f; , est dérivable en b, on dit que f admet une seconde dérivée par-
tielle au point p et'on pose :

02 (p) = f3,(b).

« Notation. On utilise en pratique une notation plus parlante.
Pour une fonction f de deux variables dont on note (x, y) les variables, on note plutot % (a,b) leréel 0, f(a, b).
On s’adapte aux noms des variables apparaissant dans la définition de f.

Cette notation est potentiellement ambigué, car les variables apparaissant dans la définition de f sont en fait des variables
muettes, mais elle ne pose guére de probléeme a l'usage.

Question. Considérons I'ouvert H = {(x,y) e R*|x >0} etlafonction f: H — R
sol—19 (x, y) — xy
Montrer que f admet des dérivées partielles en tout point de H.

Définition (fonctions dérivées partielles).

Soit f: U —R.

Sila fonction f admet des dérivés partielles en tout point de U, on appelle premiére dérivée partielle
la fonction définie sur U qui a p associe 0, f(p), et on la note 0, f.

Idem pour la seconde variable.

(tire-



Opérations

Proposition (somme et produit).
Soit f et g deux fonctions de U dansR, et p€ U.

— Si f et g admettent des dérivées partielles en p, alors f + g également, etona:

of+g . _9of . 98 of+g . _9of . 98
o (p) = ax(p)Jrax(p) et o (p) = ay(}9)+ay(p).

— Si f et g admettent des dérivées partielles en p, alors f g également, eton a:

ofg, . _ of g ofg, . _of dg
P (p) = ax(p)g(p)+f(p) ax(p) et oy (p) = ay(p)g(pr(P) 6y(19)-

« Idem en remplacant «en p » par «sur U ».

From1to2

Proposition (From 1 to 2 variables!).
Soitf: I — R une fonction dérivable (d’'une seule variable).
t — 0(1

Alors la fonction de deux variables g: Ix] — R admet des dérivées partielles sur I x J et

(x,y) — 0(x)
ona:

Montrons que g admet des dérivées partielles en tout pointde I x J.
Fixonsp=....... elx].
Les applications partielles de g en ce point sont :

81p: — R et Sp: — R
X —_— y e
Ces fonctions sont dérivables sur leur ensemble de définition et on a

/o, /A
gl,p . e R et gz,p : — R

En particulier, au point p, on a
g{,p(...) = et gé'p(...) =

Cela signifie que g admet des dérivées partielles au point petona:
0g 0g
E— = t _— =
0x P) ¢ oy )

Ceci étant vrai pour tout point p € I x J, on en déduit que g admet des dérivées partielles sur I x J et qu’elles
sont données par :
0 0
%€ . — R ot 8.

: : — R
0x o0y

(tre-
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preuve
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Dérivée selon un vecteur

Définition. Soit f: U - R, pe U, v=(x,,yy) € R?, une fonction, un point et un vecteur.
La fonction ¢, : t — f(p + tv) est définie au voisinage de 0.

On dit que f admet une dérivée en p selon le vecteur v lorsque la fonction ¢, ,, est dérivable en 0.
On note alors D, f (p) ce nombre dérivé ¢, p(0).

« Idem en remplacant en p par sur U.
« Remarque. Faire le lien entre D ) f(p) et 01 f (p).

« Remarque a comprendre! La fonction ¢, correspond, lorsque v # 0, a la fonction f «le long de la

droite » passant par p et dirigée par v.
La notion de dérivée selon un vecteur généralise donc celle de dérivée partielle, en ne faisant plus
jouer de role particulier aux droites paralleles aux axes de coordonnées.

La fonction de PCSI 3

Proposition. La fonction f: R?> — R

P si (x,y) # (0,0)

0 si (x,y) =(0,0)
admet des dérivées partielles en tout point de R?.

(x,y) —

« A méditer. Pour une fonction d’une seule variable, la dérivabilité implique la continuité.
La fonction de PCSI 3 admet des dérivées partielles en tout point de R?, mais pourtant n’est pas conti-
nue sur R? (elle ne l'est pas en (0,0)).
Ainsi, on comprend que I'existence des dérivées partielles n’est pas le pendant de la dérivabilité pour
les fonctions de deux variables.
Sivous faites des maths plus tard, vous verrez la notion de différentiabilité d une fonction de plusieurs
variables qui est moralement le pendant de la dérivabilité pour les fonctions d’'une seule variable.

« Aretenir. Lexistence des dérivées partielles n’entraine pas la continuité.
Pire, I'existence des dérivées selon tout vecteur n’entraine pas la continuité.



Gradient

| Définition. Soit f:U—-R.
Si f admet des dérivées partielles sur U, on définit le gradient de f comme étant I'application :
Vf: U — R?
p — Vf(p)=(01f(p), 0.f(p).

« Pour les yeux.
Vf: U — R?
(x,y) — V) =(01f(xy), 02f(x,).

Vf: U — R?
(x,y) — Vfx,y= ﬂ(x, ¥) g(x, 2E
0x oy
« Champ de vecteurs.
Géométriquement, V f(p) € R? est le vecteur du plan dont les coordonnées sont %( p) et %( p).
Le gradient est alors un champ de vecteurs, c’est-a-dire une application dont les valeurs sont des vec-
teurs.

« Exemple. Considérons la fonction affine

f: R — R
(x,y) — 9x+8y+7.

La fonction f admet un gradient (WHY) etona:

[320—FonctionsQVariable52024—25.pdf, 8 juin 2024, 14:10]
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ITII. Fonctions de classe ¢!

Définition et opérations

Définition. La fonction f est dite de classe €' sur U lorsque :
— [ admet des dérivées partielles en tout point de U

of . of .
— 3% et 3y sont continues sur U.

« Notation. On note €' (U, R) 'ensemble des fonctions de classe €' définies sur U.

Question. Considérons I'ouvert H = {(x, y) € R?| x > 0} et la fonction f : H — R
sol — 19 (x’ y) —_ xy
Montrer que f est de classe €' sur H.

Proposition (opérations). Soit f,g € €' (U,R).
Alors la somme f + g et le produit fg sont des fonctions de classe €.

From1to2

Proposition (From 1 to 2 variables!).
Soitf: I — R une fonction de classe € (d’une seule variable).

t — 00
Alors la fonction de deux variables g: IxJ — R estde classe €.
xy) — 0
La fonction de PCSI 3

Proposition. La fonction f: R?> — R

Xy .
(x,y) — {x*+y? e = G
, 0 si (x,y) = (0,0).

est de classe ¢! sur 'ouvert U = R? \ {(0, O)} mais n’est pas de classe € 1 sur R2.

{{ g



Développement limité a I'ordre 1

Théoréme (Développement limité a 'ordre 1). Soit f: U — Ret p=(a,b) e U.
Si f estde classe € 1 sur U, alors il existe alors une fonction ¢ : U — R telle que €(¢&) E—» Oet:
—p

veeU,  f©) = f(p)+ Vf(p)Is—p) + e IS—pl

0 0
Vx,yeU, flx,y) = f(a,b) + (x—a)é(a,b) + (y—b)a—];(a,b) + e(x, y) I(x,y) —(a,b)|l.

« Avec petito. Auvoisinage de (a,b) :
0 0
fx,y) = fla,b) + %(a,b) (x—a) + a—ﬁj(a,b) (y-b) + o(ll(x,y) - (a,b)).

« Serameneren(. Auvoisinage de (0,0):

fla+h,b+k) = f(a,b) + %(a,b)h + %(a,b)k + o(ll(h, K)1I).

« Fonction d’'une variable. Pour une fonction g: I — R d'une seule variable :
au voisinage de a :
gx) = gla + g'@x—a + o(lx—al)

ou encore au voisinage de 0 :
gla+h) = gla) + g'(@h + o(|hl)

« Avec le gradient. Au voisinage de p,on a:
f@& = f(p) +(Vf(1¢-p) + o(IE - pll)

« Plan tangent. Le théoreme précédent affirme que la fonction affine :

0 0
(x,y) — fla,b) + a—ﬁ(a, b)(x—-a) + %(a, b)(y-D)
approche au premier ordre la fonction f au voisinage du point (a, b).
En particulier, le plan d’équation :

_ of _ . 9f _
Z—f(a,b)+ax(a,b)(x a)+ay(a,b)(y b),

qui est le graphe de cette fonction affine, est le plan tangent du graphe de la fonction f en (a, b), c’est-
a-dire de la surface d’équation z = f(x, y).

Proposition (¢! implique €°) Soit f: U — R.
el Si f est de classe € Lsur U, alors f est continue sur U.

({ g
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IV. Composition et classe € : les 3 situations

« Rappel important. Pour des fonctions d'une variable :

Soit f: I — R a valeurs dans ]J.
Soitg: ] —R.

est de classe €' sur I a valeurs dans
J {f / alors go f estde classe €' surI et

Vael, (gof)(a) = g'(f(@)f'(a)
(gof) =(g'of)xf

i
g estde classe € surJ

Composition avec une fonction d’une variable

' Proposition.

vewe | Soit f: U — R avaleurs dans 1.
Soity: I —R.
. { f estde classe €' sur U a valeurs dans I

. alors o f est de classe €' sur U et
v est de classe € sur [

oyof) af

—a—m—wuwbﬁm
VpeU,

oo f) f

, 0
6y(m—wﬁw5?m

« Inverse d’'une fonction de classe €.
En utilisant pour v la fonction inverse, on obtient par exemple que I'inverse d'une fonction de classe €'
qui ne s’annule pas est encore de classe €.

« Quotient de deux fonctions de classe €.

D’apres la propriété pour le produit, on en déduit que si f et g sont de classe €' et si g ne s’annule
pas, alors le quotient f/g est encore de classe €.

Question. Montrer quelanorme N: R?> — R n'admet pas de dérivées partielles en (0,0),

sol — 20 (x’ y) — \/_XZTJ/Z
mais que sa restriction a U = R*\ {(0,0)} est de classe €.
Donner ses dérivées partielles.

(tire-



Premiere regle de la chaine

Proposition (composition a droite, 1 variable).

vere | Soit yp ety, deux fonctions définies sur I telles que I': #+— (y1(£),y2(#)) soit a valeurs dans U.
Soit f: U —R.

Ona:

et v, de classe €' sur I
{7’1 Y2 = fol'declasse ¢! surI

de classe €! sur U
f

et dans ce cas:

/ _ ﬂ / ﬂ /
viel, (foD'(r) = ax(r(t))yl(t) + ay(r(t))yz(t)
c’est-a-dire of of
I S / = 5 /
o) = (geem)xni + (5,oT)x7

« Avec le gradient. On peut écrire de facon concise la dérivée de foI" al’aide du gradient de f :

Veel, (fol)(n = (Vf(T(®)|T'(H)  oulonanotéI'(5)=(y}(®),y}(1)

Question. Soit #, v : R — R deux fonctions de classe € 1 avec u a valeurs dans ]0, +ool.
sol — 22 c 12 . U([)
Considérons w: t— u(t)"'".
ATaide de la régle de la chaine, montrer que w est de classe €' et déterminer sa dérivée.

On considérera la fonction f : H — R définie sur louvert H = {(x,y) € R?|x > 0}.
xy) — x¥

Proposition (dérivée selon un vecteur en un point). Soit f: U — R.

preuve

Si f est de classe €' sur U, alors f admet une dérivée selon tout vecteur v € R> eton a:
VpeU, D,f(p) =(Vf(p)lv)
c’est-a-dire en notant v = (x,, y,) :

0 0
VpeU, D,f(p) = 6—§(p)xy + é(p)yu

« Pour la culture. Si v est un vecteur unitaire, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

1Dy f(p)l = KVF(p) vl < IVF(PI.

En outre, la dérivée D, f (p) est alors maximale (resp. minimale) si V f(p) est positivement (resp. néga-
tivement) colinéaire a v : elle vaut dans ce cas £||V f(p)||.

Le gradient de f en p pointe donc dans la direction dans laquelle f croit le plus vite (qui est aussi, en
sens inverse, celle ol elle décroit le plus vite). Cela correspond a la direction de plus grande pente sur
le graphe I's.

({_ g
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Deuxieme regle de la chaine

Proposition (composition a droite, 2 variables).
vere | Soit ¢ et ¢ deux fonctions définies sur V telles que @ : & — (@ (&), w(£)) soit a valeurs dans U.

Soit f: U —R.
Ona:
ty de classe €' sur V

ety declasse o Sur —  fo®declasse €' sur V

f de classe €' sur U
etona

01(fo®@)(p) = 01f(P(p))019(p) + d2f(P(p)) 01y (p)
VpeV,

02(fo®)(p) = 01f(P(p))0200(p) + O2f (P(p)) O2w (p).

« Sil'onnote f: (x,y) — f(x,y) et @: (u,v) — (p(u, v),¥(u, ), ces formules deviennent, selon la nota-

tion usuelle :
O(fo®) of of oy

_ op
o (p) = 5 (CD(p))au(p) + (q)(p))au(p)

VpeV,
pEe x oy

Question. Soit f : R? — R de classe €.
=% Montrer que F: (u,v) — f(u+uv, u— uv?) est de classe €' et déterminer ses dérivées partielles.

On récapitule

Illustration de ces trois situations.
Soif f :R? — R une fonction de classe €.
Montrer que les fonctions g suivantes sont de classe €' et déterminer leurs fonctions dérivées partielles.

fo: R — R fi:R — R fo: 10,+00[xR — R
(x,y) — exp(f(x,») t — f(3 1% (r,0) — f(rcos6,rsind)

(tire-



V. Extrema

Définition.

Soit X une partie non vide de R?, et soit f : X — R une fonction et p € X.

On dit que f admet un maximumen p lorsque Vée X, f(&) < f(p).

On dit que f admet un maximum local en p lorsque :
an>0, VEeXnDpmnm,  fE)<f(p).

On définit de méme les notions de minimum et de minimum local.

On dit que f admet un extremumen p si f admet un maximum ou un minimum en p.

On définit de méme la notion d’extremum local.

« Exemple 1. Lafonction f: R? — R est positive, et nulle en (0,0).

(x, ) — x*+y?

Elle admet un minimum en (0, 0).

En revanche, elle n’est pas majorée, donc n'admet pas de maximum.

« Exemple 2. Soith: R?> — R

(x,y) — exp(x)

Cette fonction est minorée (par 0) mais n'admet pas de minimum : si # admettait un minimum en
(a, b), on en déduirait que la fonction d'une variable x — exp(x) admettrait un minimum en a, ce qui
est impossible.

Question. Soit f: R?> — R

sol — 25

() — (X2 +y?2—(x®+y?).

Montrer que f admet en (0,0) un maximum local, qui n’est pas global.

[320—FonctionsQVariable52024—25.pdf, 8 juin 2024, 14:10]
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Définition. Soit f € €' (U,R) et pe U.
On dit que p est un point critique pour f lorsque g—];(p) = %(p) =0,
c’est-a-dire lorsque V f(p) = (0,0).

Proposition. Soit f € €' (U,R) et p€ U.
el Si p admet un extremum local en p, alors p est un point critique de f.

« Pointintérieur? Le théoréme concernant les fonctions d’'une variable, a avoir le lemme de I’extremum
local, exigeait une hypothese supplémentaire : le point était supposé intérieur a I'intervalle.
Dans le théoreme précédent, cette hypothése est rendue superflue par le fait que U soit un ouvert
de R? : le point p est pour ainsi dire automatiquement dans I'intérieur de U.

« Pour la culture. On voit que, méme si le théoréme est énoncé dans le cadre d'une fonction globale-
ment de classe €, la démonstration n’utilise en fait que I'existence des dérivées partielles en p.

« Attention. Comme dans le cas des fonctions d'une variable, la réciproque du théoréme est fausse :
une fonction n"admet pas nécessairement d’extremum local en chacun de ses points critiques.
Par exemple, considérons la fonction f: R? — R
(x,y) — x>+y5.
On vérifie que f admet des dérivées partielles :
0 0
Y (a,b) € R?, —f(a, b)=3a* et —f(a, b) = 3b°.
0x oy
En particulier, 'origine (0,0) est un point critique.
Mais (0,0) n’est pas un maximum local, car V x € R, f(x,0) > f(0,0).
De méme, (0,0) n’est pas un minimum local.
« Méthode. Pour étudier les extrema (locaux ou globaux) d’'une fonction f € € LU, ®),
— on trouve ses points critiques en résolvant les équations % (a,b) = %(a, b) =0;
— pour chaque point critique (a, b), on cherche a déterminer (soit au voisinage de (a, b), soit glo-
balement) le signe de f(x,y) — f(a,b).
« Retour sur Pexemple 1. La fonction f: (x, y) — x> + y? est de classe €' par opérations. eton a :
0 0
Y (a,b) e R?, —f(a, b)=2a et —f(a, b) =2b.
0x oy

Ainsi, un point (a, b) € R? est critique si et seulement si 2a = 2b = 0 : le seul point critique est I’ori-
gine (0,0).

Il ne peut donc y avoir aucun extremum local a I'exception de (0,0), dont on a déja vu qu’il s’agissait
d’'un minimum (global).

Question. Déterminer les extrema (locaux et globaux) des fonctions appartenant a ¢! (R?, R) suivantes :

1. f:(x,) — cos(x)+y%; 3. f:(x,y)—3x>—2xy+3y>—8x+8y;
2. f:(x,)— e3x y2 +ery; 4. f:(x,y) — exp(x Arctan(y)).
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Fonctionsde
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preuve et éléments de correction



(i) Soit p=(a,b) € H.Onadonc a > 0.

Montrons D(p, a) < H, ce qui conclura. Soit ¢ = (x, y) € D(p, a).
Ona(x—-a)?® < (x—a)*>+(y-b)? =& - pl? < a? doulencadrement —a< x—a< a.
Il s’ensuit x >0, donc ¢ € H.

(i) Soit p € D((0,0),1). Onadonc [pl <1.
Posons r =1—||pll. Onabien r > 0, et'on va montrer I'inclusion D(p, r) € D(0, 1), ce qui conclura.
Soit ¢ € D(p, ).
Ona [€]l < lIpll +1I¢ — pll d’apres I'inégalité triangulaire, d’ou [<|| < |[pll+1—[Ipll = 1, ce qui prouve
&€ D(,1).
On montrerait de la méme facon que tout disque ouvert est un ouvert de R?.

(iii) Soit r > 0. Le disque ouvert D((0,0), r) contient le point (0, r/2), qui n’appartient pas a A.
On en déduit qu'aucun disque ouvert de centre (0,0) n’est inclus dans A, ce qui montre que A n’est
pas un ouvert de R?.

Soit p = (a, b) € R?>. Montrons que f est continue en p.

Soit € > 0.

Posons = €/3.

Soit ¢ = (x,y) e Un D(p,n), c'est-a-dire ¢ € U tel que || — pll < 7.
Onaalors |[x—al < € — pll <n. De méme, |y — b| < 1.

Par I'inégalité triangulaire, on en déduit que :

If&)-f(pl < lx—al+2|y-b|l < 3n<e¢,

ce qui montre la continuité de f en p.

Soit p = (a, b) € R?. Montrons que g est continue en p.
Soit € > 0.
Par continuité de 6, on peut trouver é > 0 tel que

VXeR, [x-al<é = |[0)-0@|<e

Posonsn =¢.
Soit & = (x,y) e RN D(p,n).
Comme |x—a| < [[{—pll<n,ona:

g ©-gp)| = |gx,y)-glab)| = [0(x)-0a)| < ¢

Montrons que f n’est pas continue en (0, 0).
Par I'absurde, si f était continue en (0,0), la fonction ¢ — f (¢, f) serait continue en 0 par composition. Or

t? _
VieR, f(i,0)= —t2+t2_1/2 sit#0

0 sit=0.

qui n’est pas continue en 0.
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Soit p = (a,b) € H=R"* x R. Montrons que f admet des dérivées partielles en p.

— Lapplication partielle ¢ : x — x? est dérivable sur R*, de dérivée Pl ix— bxP1.

Donc f admet une premieére dérivée partielleen p :

0

—f(a, b)=ba’".

0x

— Lapplication partielle ¢, : y — a” = exp(y In(a)) est dérivable sur R, de dérivée ¢/, : y — In(a) exp(y In(a)) =

In(a) a”.
Donc f admet une deuxiéme dérivée partielle en p :

0

—f(a, b) =In(a) a’.

dy

Fixons p=(a,b) € R2.

— Montrons que f admet une premiere dérivée partielle en p.

b
— Sib # 0’ l’application partielle fl,p C X — f(x, b) = %bz est dérivable sur R donc dérivable
X

ena,etona:

0 2_ 2
T )
0x (a? + b?)?
— Si b =0, I'application partielle fi , : x — f(x,0) = 0 est dérivable sur R, donc dérivable en a,
etona: of
—(a,0) =0.
0x (a,0)

Bilan. La fonction f admet une premiere dérivée partielle en p etona:

b(b*>-a® .
) e
_f(a,b): (a2+b2)2 Slb#o

0x 0 sib=0.

— Par symétrie, on obtient que f admet une deuxiéme dérivée partielleen p etona:

a(a® - b?)
5 a@”-b’)
f(a, b) =1 (a?+ b?)? staz0

oy 0 sia=0.

On a montré que f admet en tout point de H des dérivées partielles.
Ainsi, f possede des fonctions dérivées partielles définies sur H :

0 0
—f: H — R et —f: H — R
0x oy

x,y) — x,y) —

Ces fonctions sont continues sur H (WHY).
Donc la fonction f est de classe €' sur H.

({8
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Fixons p = (a, b) € U. Montrons que f est continue en p, c’est-a-dire montrons que

fla+h,b+k)

(a,b)
(h,k)—(0,0) !

Comme f est de classe €1 sur U, on peut écrire un DL; au point (a, b) :

fla+h,b+k) = flab) + hg(a,b) + kg(a,b) + e(h, k) [ (R, K,
0x oy
Or 5 3
h_f(a;b) + k_f‘(a)b) + S(h,k) ”(h)k)” —— 0
0x oy (h,k)—(0,0)

D’ou le résultat.

Montrons que ¥ o f admet une fonction premiere dérivée partielle et que cette fonction est continue.
Pour cela, on montre que ¥ o f admet une premiere dérivée partielle en un point p = (a, b) € U fixé.
» Premiére dérivée partielle en p. Notons

Kip: Dl,p — R
x — (pof)x,b)

de telle sorte que k1, =¥ o fi,, ol fi,, est la premiere dérivée partielle de f en p.
D’apres le théoréme pour la composée de fonctions de 1 variable, on en déduit que «; est dérivable en a
et'on obtient :

K1p@ = v (fip@)fi ,(@

Ainsi, o f admet une premiere dérivée partielleen p etona:

oyef) = _ of
5P = v ()

¢ Premiere dérivée partielle sur U.
Ceci étant vrai pour tout point p € U, on en déduit que ¥ o f admet une fonction premiere dérivée
partielle qui vaut :

of

0

o(wo
o)) (y'o fyx ==

0x
o Aspect €' sur U
— La dérivée ¢’ est continue (car v est de classe €1)

— Lafonction f est continue (car f de classe €.

— La dérivée partielle % est continue (car f de classe €!).

Par produit, on en déduit que % est continue.

On proceéde alors exactement de méme pour la deuxiéme dérivée partielle.

— Considérons la premiere application partielle de N en p = (0,0)
x — N(x,0) =|x]|

Cette fonction n’est pas dérivable en 0.
Donc la fonction N n’admet pas de premiere dérivée partielle en (0,0).

(tire-



— Idem pour la deuxieme dérivée partielle.

— Sur U =R?\{(0,0)}.
Par opérations, I'application N2 : (x, y)— x%+ y2 est de classe ¢! sur U, et
d(N?)

(x,y) — 2 t (x,y) — 2
(x,y) x e 3y (x,y) y

O(N?)
0x

Cette application N? est de classe € sur U et a valeurs dans R*.

La fonction racine carrée est de classe €' sur R*.

Par composition, la fonction N = V' N2 est de classe € sur U et :
ON y

ON b
— Y — = et —ix)) —
Y VX% +y? dy Y VX% +y?

ox
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Soit ty € I.
Montrons que f oI est dérivable en 7y en exhibant un DL ().
Posons p =T'(ty) = (y1(%),y2(%)), qui appartient a U.

Comme f est de classe €1 sur U, il existe une fonction € : U — R telle que £(x, y) Oet:

(x,y)—p

0 0
Vx,yeU, fxy = fp + %(p) (x—y1(t0)) + %(p) (y—72(t0)) + €Cx, Y 1 (x, ) — pl.

Comme I'(?) = (y1(8),y2()) € U pour tout £ € I, on a

af of
viel, flyi(0),72(0) = f(p) + =) (11(0-r1(t0)) +==(p) (y2(0) —y2(ts)) +(L@®)IT(H)-pl.
(S — 0x [y ——— ay — ——————

fel'(n) ¥} (f0) (£~ 1t0) +o(t—10) ¥4 (t0) (= tg) +0(t~to)

Ecrivons les petits o avec des fonctions €; et &;.

of

Viel, for() = f(p)+ 2

0
() (v (t0) (t—to) +&1(£) (1—10)) + %(P) (72 (o) (1= t0) +€2(2) (t—19)) + €T () IT(£)—pl.

d’ ou
of , of /
Viel, fol(t) = f(p) + (—ax(p)h(to) + —ay(pm(to))(t—to) + OOt~ to)

ouonaposé:
0: 1 — R

of of Irw-pl
R F e CEIC R w L Ol eT() =2 sit# 1

0 sit=ty

Montrons que 0(t) - 0.
—lo

IT(H-pl 0

Comme ¢ () —— 0 et £2(1) —— 0, il suffit de montrer que £(I'(£)) =
t—1 t—1 0 t—1

— Par I'inégalité triangulaire, on a

IT() = pl
t— 1ty

Y2(t) —y2(to)
t—1ty

Y1(2) —y1(%0)
-1ty

+

<

Explication. Pour tout (1, k) € R2, on a ||(h, k)|l < [|(h,0)[| + (0, k) || = 1| + | k|

Comme le terme de droite converge vers |y (f%)| + |y, (%)|, il est borné au voisinage de 1, et il en
va alors de méme du terme de gauche.

0.

— De plus, on ag(T'(1)) P~ 0 par continuité de y; et y» en fj et le fait que £(x, y) Crp

La fonction f oI' admet un DL (%), donc est dérivable en ¢y, et on a

!/ a / 6 /
(fol) (%) = é(p)yl(to) + é(p)')fz(to)-

ce qui se réécrit :
0 0
(foD) (1) = a—ﬁ(r(l‘o))jf’l(l‘o) + é(r(l‘o)))f'z(fo)-
On a donc montré 1'égalité de fonctions :
of of
(FoD) = (Goom)xri + (3, oT) x 72

On constate que cette fonction dérivée est continue par opération, d’ot1 'aspect €' de foT.
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Considérons lafonction f: H — R définie sur l'ouvert H = {(x, y) € R?| x > 0}.
x,y) — x’

Ona w(r) = f(u(®), v(1).
OnnoteI': t— (u(?), v(¢)), de sorteque w = fol.

— Les fonctions u et v sont de classe €' sur I =R et T’ = (u, v) est a valeurs dans H.

— Lafonction f est de classe €' sur H et ses dérivées partielles sont données par :

0 0
%:(x,y) — yx¥1 et é:(x,y) — In(x) x”.

D’apres la premiére régle de la chaine, on en déduit que la fonction w = foT est de classe €' sur I et

/ _ g / ﬂ /
w'(1) ax(u(l‘),lf(t))u (1) + ay(u(t),lf(t))v (2)

U () v w®’ P + V(0 In(u@) u)’?

Vtel,

u (v

/ V(1)
"o + V() In(u(®) | u(n”?.
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» Montrons que ¢, est bien définie au voisinage de 0.

— Casv #0.

Comme U est ouvert, on peut trouver r > 0 tel que D(p,r) < U.

r

On a, pour tout 7 € R tel que |#] < 7.,

I'inégalité || tv| < r.

D'oup+tveD(p,r).

- . oo o
Ainsi, ¢,,, est bien définie sur ] ol To [
— Siv =0, lafonction ¢ — p+ fv est constante égale a p.

Ainsi, ¢, , est bien définie sur R.
Dans tous les cas, la fonction ¢ — p + tv envoie un intervalle d’intérieur non vide centré en 0, dans U.
Ce qui montre que ¢,,, est définie au voisinage de 0. Notons I un tel voisinage.

 Montrons que ¢, ,, est dérivable en 0.
Notons p = (a, b).
Onposel' =Ty, :t— (a+1tx,, b+ tyy) quiest définie sur I a valeurs dans U.
Onal(0)=p.
— ¥y ety sont €' sur [

— fest€lsurU

D’apres la premiere regle de la chaine, la composée f oI est ¢ sur I, a fortiori dérivable en 0, et on a

I _ af ! af !
(foD)(0) = a(F(O))yl(O) + @(F(O))Yz(m
of of

/ = — —
Py,p0) = ax(p)xy + ay(p)y,,

(tire-



On pose F= fo®.

On veut montrer que cette fonction F est de classe €.

Autrement dit, que F admet des dérivées partielles en tout point p € V, et que les fonctions dérivées
partielles sont continues.

OnfixepeV.

On étudie les applications partielles de F.

Soitp=(a,b)e VetD;,={xeR|(x,b) eV}

Les fonctions ¢ et v définissent des applications partielles :

Yip: Dip — R et Y2p D1p — R
x — @(x,b) x — vwx,b)

telles que I'application I': x — (Ylvp(x)’YZyp(x)) = (¢(x, b), ¥ (x, b)) = ®(x, b) soit a valeurs dans U.
Onarl(a)=®(p).
La premiere application partiellede F= fo®:V — Ren p est alors :
}ﬁ,p: l)l,p — R
x —  fly,p(0,y2,,()),

c'est-a-dire quel'ona Fy , = fol.
D’apres la premiere regle de la chaine, cette fonction est de classe €1, de dérivée :

01(fe®@)(p) = F ,(a@) = (fo)(a)

o1 f(T@)Y} (@ + 02f (T(@) Y}, ,(a)

01 f(@(p))019(p) + 02f(D(p)) 1y (p).

On a donc montré I'égalité de fonctions :
Ol(fodb) = (61fo<I>) 61(,0 + (62fo®) alw

Les dérivées partielles étant continues, les composées 0 f o ® et 0, f o ® sont continues.

D’oti la continuité de 0 (f o ®).

On procéde de méme pour la deuxieme dérivée partielle, ce qui montre la deuxieme formule et la conti-
nuité de 0, (f o ®).

Ainsi, la fonction f o ® est de classe €1,

— Lafonction ¢ : (4, v) — u+ uv est de classe €1 et vérifie :
0 0
Vb eR?, Lab=1+b e ZLwab=a
ou ov

— Lafonctiony : (u,v) — u— uv? est de classe €1 et vérifie :

0 0
vaabert Pam=1-1* e Ywab=-2ab.
ou ov

D’apres la deuxiéme régle de la chaine, on en déduit que F € €' (R?,R) et que, pour tout (a, b) € R? :

OF 0 0
—(a,b) = (1+b) —f(a+ab,a— ab®) +(1-b%) —f(a+ ab,a— ab?)
ou 0x oy

OF 0 0
—(a,b) = a—f(a+ ab,a— ab®) —Zab—f(a+ ab,a— ab?).
ov 0x oy

({8
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Soit (x,y) € R?: notons r = ||(x, M.

Onaalors f(x,y) =r*—r2=r?(r>-1).

Si on suppose que (x, y) € D((0,0),1), alors r* < 1. Donc r?(r? = 1) < 0.
D’ou f(x,y) < 0= f(0,0).

Ce qui montre que f admet en (0,0) un maximum local.

En revanche, comme r* — 12 +00, la fonction f n’est pas majorée, donc elle n'admet en particulier

r—+00
pas de maximum global.

IDEE : Via les applications partielles, on se ramene au théoréme correspondant pour les fonctions d'une
variable.

Supposons que p = (a, b) admette un extremum local en p.

Lapplication partielle fi , : £ — f(f, b) admet donc un extremum local en a.

On a vu que le domaine de définition de f; ;, contient un intervalle Ja — r, a + r[ centré en a sur lequel la
restriction de f;,, admet donc aussi un extremum local.

Le point a étant intérieur a cet intervalle, le lemme de I'extremum local nous donne f] pa =0, c’est-a-

. 0
dire a_];( p)=0.
En procédant de méme avec la deuxieme dérivée partielle, on obtient g—]; (p)=0.
Ainsi, p = (a, b) est un point critique de f.
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