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Généralités

La formule préférée de J. Nougayréde
Soit a < b € Z deux entiers. Soit f : [a,b] — R continue par morceaux.
On suppose f croissante. Montrer que

b b b
+/af<k§f(k)</af+f(b)

Quelle formule obtient-on lorsque f est décroissante ?

Des variantes de la formule précédente
Soit f:[0,1] — R continue par morceaux.
On suppose f croissante. Montrer que

Vn € N,

/f Zf /f+%f(1)

Puis, expliquez a 'oral comment obtenir :

e Lo [T B0 < [0y

Facile!
Soit a < b et f : [a,b] = R continue.

b
On suppose qu’il existe x; € [a, ] tel que f(z1) > 0 et / f=0.

Montrer qu'’il existe o € [a, b] tel que f(x2) < 0.

Une fonction constante

1
Considérons f : [0,1] — [0, 1] une fonction continue, non nulle et telle que / f= 12,
0

Montrer que f est constante égale a 1.

Une fonction non continue qui admet une primitive
Soit f: R — R

1

sin(f) siz#0
x

0 siz=0

T

1. Montrer que f n’est pas continue en 0.

2. Malgré le fait que f n’est pas continue, on souhaite montrer que f admet des primitives.
Onpose F: R — R

, /1 @ 1 .
x° cos (7> — 2t cos <7)dt six#0
T T 0 4
0 siz=0

— Montrer que F est bien définie (et expliquer ’abus de langage /notation dans I'intégrale).

— Montrer que F' est une primitive de f.
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La norme infinie pour une fonction continue par morceaux

Considérons E = CM([a,b},K) I’espace vectoriel des fonctions continues par morceaux sur le
segment [a, b].

Montrer que lapplication N : E — RT (qui est bien définie) vérifie les trois propriétés
f— suplf]
[a,b]
suivantes
—VfeE N(f)=0 = f=0 (séparation)
— VAeK, VfeE, N =|AN(f) (homogénéité)
— Vf,geE, N(f+9) <N(f)+ N(g) (inégalité triangulaire)
On dit que N est une norme sur E. C'est la norme infinie sur E, souvent notée || - ||oo-

{_19_7_: La norme 1 pour une fonction continue
Considérons FE = C([a, ], K) I’espace vectoriel des fonctions continues sur le segment [a, b].
Montrer que I'application N : E — RT (qui est bien définie) est une norme sur E.
fo— [
[a,0]
C’est la norme 1 sur E, souvent notée || - ||1.

Trouver (faire un dessin) une suite de fonctions (fy,)nen définies sur [0, 1] telles que

VneN, |[falls=n et |fulli=1.

=
Qo

Un calcul technique
Soit n € N*. Soit f: RT™ — R
=]
z+1

1. Tracer l'allure de Cy sur [0, n|, puis montrer que f est continue par morceaux sur [0, n].

r

(n+1)"
2. Montrer que f=h(———7cF).
[0,7] ( (n+1)! )

Théoréme de la moyenne

1. Soit f, g : [a,b] = R deux fonctions continues. On suppose que g est positive.

Montrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

- fg = f(o) /[a)b}g

(132
2. Soit@:x»—)/ i
» Int

Déterminer ’ensemble de définition de ©.

dt.

En utilisant le théoréme de la moyenne (question précédente) avec la fonction f : ¢ — ¢,
déterminer lim O(x).
z—1t

Que dire de lim O(z)?
z—1

I .
ol = (3)p 3o 3 = (3)Y oovs odaobdodiq moifesup sl 102ilidU
i
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Dérivation /Intégration

Régularité

Soit f : R — R continue par morceaux (c¢’est-a-dire continue par morceaux sur tout segment de R).

Onposep: R — R
T
/f siz#0
0

1

x

£(0) siz=0
1. Justifier que ¢ est bien définie.

r

2. On suppose f continue. Montrer que ¢ est dérivable sur R* et est continue sur R.

3. On suppose [ dérivable. Montrer que ¢ est dérivable sur R et déterminer '.

m La fonction nulle
Soit f :[0,1] — R une fonction continue. Soit a € [0, 1].
On suppose que

Vrel01], flz)= /0 f

1. Dans cette question, on suppose que a = 1. Montrer que f est nulle.
2. On revient au cas général a € [0, 1].
(a) Montrer que f est dérivable et déterminer f’.

(b) Montrer que f est de classe C*, et déterminer pour tout n € N, la fonction f (") ainsi
que £ (0).
(¢) En appliquant une formule de Taylor bien choisie, montrer que f est nulle.

Fonction définie par une intégrale (1)
2
Soit ¥ : x — / e7dt définie sur R* (¥ se prononce Psi majuscule).
xT

1. Dire rapidement pourquoi ¥ est bien définie.
2. Montrer que ¥ est de classe C! et déterminer W',

3. A l'aide d’un encadrement de la fonction intégrée, déterminer la limite de W en 0.

{:1:1:3?} Fonction définie par une intégrale (2)

2
o1
Soit © : x — / ﬂdt (© se prononce Theta majuscule).
. In

1. Déterminer ’ensemble de définition D de ©.

2. Montrer que O est de classe C! et déterminer ©’.
Dresser le tableau de variations de ©.

3. Montrer que on distinguera @ < 1 et @ > 1

2 2
°—x x°—x
VreD, ——— <

2lnz Inx

4. En déduire li(I)n@ et Em O.

2
o1
——dt. Calculer I(x).
tint
6. Montrer que Vz > 1, zI(z) < O(x) < 2%I(x).

Donner une inégalité analogue pour x < 1.

5. Pour z € D, on pose I(z) = /

x

7. Déterminer li{n O, puis retrouver lign O et Em 0.
oo
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Des limites

{ :1:1:4?} Attention!
Déterminer

1 1
lim onte "t dt et / lim 2nte " dt
0

n—-+4oo 0 n—-+oo

Qu’en conclure ?

Intuition, puis preuve rigoureuse

2 .
Soit (Ip,)nen+ définie par I, = / e~ Sntdqt Montrer que la suite (I,,) admet une limite.
0

2 .
Soit ¢ : x — / e~ *sintq¢. Montrer que la fonction ¢ admet une limite en 0.

0
Question : quelle réponse implique 'autre 7

{il:l_ﬁ_: Passage a la limite dans les bornes : trés important !
Soit f : R — R continue. Dire si les limites suivantes existent et les déterminer le cas échéant.
. . T 2z 2z

(i) lim / f(t)dt (i) lim f(t)dt (v) lim f(t)dt

z—0 Jg =7 ). =0 J,
T 1 2x 1 2z 1

(ii) lim —dt (iv) lim —dt (vi) lim —dt

z—0 /g =7 [, t z—0 [, t

{ilil:’i} Lemme de Lebesgue
Soit f € C! ([a, b],R). A Daide d’une intégration par parties, montrer que

n—-+oo

lim /b f(@®)sin(nt)dt = 0

1118 | Des limites avec des intégrales
Justifier les affirmations suivantes (il y en a qui sont trés difficiles et relévent d’exercices spécifiques).

2z
1
(i) Pour tout  # 0, on a / Edt =In2.

2
|
(ii) Pour tout x € ]0,1[U]1,+o0], on a / mdt =In2.
. tln
2z
(ili) On a / OS2,
= t z—0
! 1
(iv) Pour tout n € N, on a / t"dt = .
0 n—+ 1

1
(v) Ona/ In(1 +¢")dt —— 0.
0

n—-+oo

1
(vi) Ona/ t"sintdt — 0.
0 n—-+o0o

1
(vii) Pour f:[0,1] — R continue, on a / t"f(t)dt —— 0.

0 n—-+oo

1
(viii) On a / nt"dt ——— 1. Par ailleurs, pour z € [0,1], on a na” ———
0 n—+00 n—+o00

0 sizel0]]
4+oo siz=1
n—+00 n—+o00

1 .
=0
(ix) On a/ ne”"dt ——— 1. Par ailleurs, pour z € [0, 1], on a ne™"* —— {—i—oo S
0

0 sizelol]

n—-+4oo

1
(x) Pour f:[0,1] — R continue, on a / nt" f(t)dt —— f(1).
0

1
(xi) Pour f:[0,1] — R continue, on a / ne” " f(t)dt —— f(0).
0

n——+4oo
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Formules de Taylor

{:1:1:9?: Deux restes visuellement différents

1
Soit f: x> 1% définie sur R\ {1}. Soit n € N.

1. Rappeler pourquoi
n+1

1 T
Vo #1 = k
z# 1, 1—x Z%x + 1—x

n
k=

2. Soit & € ]—o0, 1. Donner la formule de Taylor avec reste intégral de f a 'ordre n en 0 et
montrer que le reste intégral vaut

(n+1) /Ox ﬁ(%)ndt

3. L’égalité de la question 1 et la formule de la question 2 se ressemblent !

T—1
En faisant le changement de variable y = 1 dans le reste intégral, montrer que les deux

formules sont identiques.

Un grand classique

Soit f une fonction de classe C? sur [0, 1] telle que f(0) = 0.
En utilisant I'inégalité de Taylor-Lagrange, montrer que

> 5(5) o 5
k=0

En déduire . .
lim sin (%) et lim (1 + nﬁ)

121 | Dans ’esprit de Kolmogorov, exercice astucieux
Soit f : R — R de classe C2.
On suppose que f est positive et que f” est bornée sur R. On pose M = sup |f"(z)], cad || f"]|co-
z€R

Montrer que
VaeR, |f'(a) <+/2Mf(a)

122 | Inégalités de Kolmogorov
Soit f: R — R de classe C2. On suppose que f et f” sont bornées sur R.
On pose

Mo = sup | ()| M, = sup|f"()|
z€R zE€R

1. Montrer que pour tout x € R et tout h > 0, on a

My h?
2

My h?

[f(z+h) = f(x) = hf'(2)| < ;

et [f(x—h) = f(x) + hf'()] <

2. A l'aide de I'inégalité triangulaire, montrer que pour tout = € R et tout & > 0, on a

My Msyh

F@) < 52+ 2

3. En déduire que f’ est bornée sur R et

sup |f/(z)| < \/2MoM,
z€eR
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Dérivées dominées par un polyndéme
Soit P € R[X] de degré impair et f € C>(R,R).

On suppose que Vn € N, Vz € R, | (z)| < |P(x)|.
Que dire de f7?

Théoréme de division (prolongement de classe C™)
Soit f: R — R de classe C* telle que f(0) = 0.
On définit ¢ : R* — R

f(z)

r

x
On fize n € N une fois pour toutes.

1. Montrer que ¢ peut étre prolongée en une fonction continue sur R.

2. Montrer que ¢ est de classe C*° sur R*, et avec la formule de Leibniz, donner une expression
de o™ ot n € N en fonction des f*).

3. En déduire que
x
Vo eR*, 2" lp™(z) = / D (1) dt
0
.0 09 Y, woq ls1gd3ai otest s9vs 10lysT ob olumriol sl 192ilidU
4. ATaide d’une intégration par parties, en déduire une autre expression de (") (z) pour z € R*.
5. Montrer que

(n+1) (o
(n) f (0)

6. Avec le théoréme de limite de la dérivée, et une récurrence sur n, on peut montrer que ¢ peut
étre prolongée en une fonction de classe C™ sur R.
Ainsi ¢ est prolongeable en une fonction de classe C*° sur R.
En admettant cela, constater que R — R est de classe C*° sur R.

X
-1
¢ six#0

T —
1 siz=0
C’est dingue, non ?

Que dire de la fonction R — R ? Est-elle de classe C*> sur R?

zsin(1) siz#0
T
0 siz=0
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Des développements en série entiére

{:1:25 ! Héléne de Deux

O

) converge et que sa limite vaut In 2.
k neN*

Montrer que la suite (
k=1

La fonction logarithme-translatée est développable en série entiére sur |—1,1] ———
1. Soit x € [0, +00[. Montrer que

n (_l)kfl . xn+1
vneN,  [n(l+a) - Yo —at| <
" n(l+z) = k v n+1
: . (=DF' e o
2. Soit z € [0, 1]. Montrer que la suite ( E T — ) converge et déterminer sa limite.
neN*

k=1

n k—1
. . y (1) :
Pour alléger les notations, on pose Sy (z) = E A k.

k=1

3. Question pour I’an prochain : montrer que ’on ne peut pas généraliser cela a x € |1, +o00[?

On pourra étudier S, 11(z) — S, (z).
4. (a) Montrer que

m -1 k—1 T tm
VmeN', Vazel-l,4oo, In(l+z) = Y %xk + /0 (fl)mmdt (%)
k=1
n (_1)k—1
(b) Soit x € |—1,1]. Montrer que la suite ( Txk) . converge et déterminer sa
=1 neN*

limite.

La fonction cosinus est développable en série entiére sur R
(_l)kak
(2k)!

n
Soit & € R. Montrer que la suite (Z ) converge et que sa limite vaut cosz.
neN
k=0

mn
Pour alléger les notations, on pose Sy (z) = E
k=0

( 1)’“,},2/;
(2k)! &

Puissance moins %

On considére la fonction ¢ : x —

1
définie sur [0, 1].
m [ J [
1. Justifier que ¢ est de classe C* sur [0, 1] et calculer ses dérivées successives.

2. (2a) Montrer que Vn € N, (%:ff) < 4nt,

xr—t
1-—1¢

(2b) Soit (t,z) € R? tel que 0 <t < = < 1. Montrer que 0 < < z.

n 2k
3. Soit x € [0, 1[. Montrer que la suite ( E %xk) converge et déterminer sa limite.
neN

k=0
c10lysT ob esluariot 2eb ony 19eilidU
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Analyse asymptotique et intégrale

Une suite d’intégrales

1
Pour tout n € N, notons I,, = /
0

1
1+t
1. Montrer que (I,,)nen tend vers 1.
2. Montrer, & I’aide d’une intégration par parties, que

I, = 1_h1_2+0<1)
n n

dt.

Intégrale de t" f(t) : limite

Soit f : [0,1] — R continue.

1 1
1. Montrer que / t" f(t)dt —— 0 ou encore / t"f(t)dt = o(1).
n—-+oo

0 0
! 1
2. En fait, montrer que / t"f(t)dt = O(—). Expliquer le « en fait ».
0 n
1-6 1
3. Soit & > 0. Montrer que / tnf(t) dt = O(—) . Bien str, il faut comprendre ¢ € |0, 1].
0 n

Intégrale de t"f(t) : DA a 1 terme

Soit f:[0,1] — R continue. On veut montrer que

L f() 1 L.
/0 t f(t)dt = —= + O(—) <ou encore que /0 nt f(t)dtm f(l))

n n
1. Prouver le résultat dans le cas otl f est supposée de classe C'.
2. On suppose ici seulement f continue et on suppose que f(1) = 0.

(a) On fixe e > 0.
Montrer qu'’il existe ¢ € ]0, 1] tel que

1
€
VneN,‘/ nﬂﬂﬂ&‘g—
1-6 2
Pour ce §, montrer qu’il existe ng € N tel que
1
Yn = ng, ’ / nt” f(t) dt‘ < e
0

(b) Conclure.

3. Prouver le résultat annoncé.

(132) Difficile

Soit f : [a,b] — R continue. Montrer que

b =
( / If(t)l"dt> — maxlf]

n—too a,b)

.oupearolieqe noidiaidb sl & tinovesl
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Sommes de Riemann

Faire ses gammes

Pour chaque suite, montrer que la limite existe et la déterminer.

n

an—z 1 dn:iﬂ gnzi L\/EJ

2 2 3 3
—mn +k —=n + (2k) ny/n £~
n n 1 « I
1 9 . km h, = — S
=Y e en = g 2K sin(S0) P Y
=1 k=1 (1+—2)
n
> ORL an
Cpn = 5 fn: _— k C_ n)ryn"
k=1 n? + k2 nyn k=1 n (n! nn)

Un faux ami

Déterminer la limite de

135 | Une somme, presque de Riemann
n
N 1
Pour tout n € N*, on pose S, = ; T
Montrer que S, — 0, puis déterminer un équivalent de 5,,.

136 | Somme de puissances

n
Soit a € [0, 4o00[ un réel positif. Pour tout n € N*, on pose S, (a) = Z k<.
k=1

Déterminer un équivalent de Sy, () quand n — +o0.

Examiner d’abord les cas particuliers a € {0, 1,2, 3}.

.S evom-eormiroa 1o ub adgsigsisq loup ansd

137 | Une fausse somme de Riemann
Pour tout n > 1, on pose

Z W
Il s’agit de montrer que (Sy,) admet une limite et la déterminer.

1
Un éléve remarque que S Z;) f ( ) avec f:t+— =
Malheureusement, cette fonction est seulement définie sur ouvert [0, 1] (qui n’est donc pas un
segment), et on ne peut donc pas appliquer le théoréme des sommes de Riemann. Comment s’en
sortir 7 Quelle qualité (certe, moins remarquable que la continuité) f posséde-t-elle ?

.L0I 9oio19xsl ob 191iqeni‘e sTivoq 0O
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< _8_: Autour de la preuve du théoréme des sommes de Riemann
Soit f:]0,1] — K. Pour tout n € N*, on pose

- 1)

1. On suppose que f est M-lipschitzienne.

(Re)-montrer que

<

1
Vne N, (/O ;- S,

1
1
s.- [ £=0()
0 n
2. On suppose f continue, dérivable sur ]0, 1] et dont le module de la dérivée est borné, disons

|f'I < M.
Les hypothéses de la question précédente sont-elles vérifiées 7

2n

En particulier,

3. On suppose f de classe C*.

Les hypothéses de la question précédente sont-elles vérifiées 7
4. ** On suppose f de classe C2.

Déterminer a € R tel que

s [1=240(2)

{_1:3_9_: Une intégrale 4 paramétre.
A Daide d’une intégration par partie, montrer que

1 —xt
e 1 1
——dt = — O —
/0 1+¢2 :c+x—>+0<>(x2)
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Une intégrale, deux suites DM

Pour tout a,b > 0, on pose

z
I(a,b) = / In(acos?t + bsin®t) dt
0
On fixe deux réels a,b > 0 strictement positifs.

Propriétés de I(a,b)
1. Montrer que
Vit e [O, g}, acos’t+bsin?t >0
En déduire que lintégrale I(a,b) est bien définie.
2. Montrer que I(a,b) = I1(b,a).

On déduit de cette question que

3. Montrer que
gln(min(a,b)) < I(a,b) < gln(max(a,b))

4. Montrer que

™

2I(a,b) = /05 In [abcosQ(Qt) + (

a-+b

)2 sin? (zt)] at

5. Déduire des questions précédentes que

Va,3>0, 2I(a,f) = I(alg7(a+ﬁ)2>

2
Deux suites imbriquées
On définit deux suites u et v par :
Un+1 = UpUn
ug = a
et VneN
{:UO =b ’ Upg1 = (1Ln ;; Un/)g

Une récurrence immédiate montre que ces suites sont a termes strictement positifs.

6. Pour tout n € N, déterminer une relation entre I(a,b) et I(uy,vy).

Un + 4/ Up, — /U
7. En considérant w,, = M et w, = @

5 n , déterminer ./u.,, et /v, en fonction

de a, b et n.

Pour plus de lisibilité, on pourra poser o =

\/5+\/aet5_ Vb —a
2 2
nu, Inwv,
et o

1
8. Déterminer la limite des suites

La chute!
9. Déterminer la valeur de I(a,b).

.8 J9 & ob 19bis‘a ¥saststnios sTwOq 1O
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La formule de Plouffe DM

Le but de cet exercice est de démontrer cette formule :

n

1 4 2 1 1

BBP = i — - - -
(BBP) g nffookz_omk(skﬁ 8k+d 8k+5 8k+6>

Elle a été obtenue le 19 septembre 1995 par Simon Plouffe en collaboration avec David H. Bailey
et Peter Borwein. Elle permet le calcul isolé des chiffres binaires du nombre 7.
On considére l'intégrale I suivante :

145 4 3
£t 1263 4
IZ/L&
0

t8 — 16
1. Justifier que l'intégrale I est bien définie.

2. (a) Factoriser X® — 16 dans C[X], puis en déduire une factorisation comme un produit de
quatre polynémes de degré 2 a coefficients réels.
Est-ce la factorisation en irréductibles dans R[X]?
(b) Effectuer la division euclidienne de X° + X* +2X? — 4 par X2 + 2.
Factoriser le polynome X° + X* +2X? — 4 en un produit d’irréductibles de R[X].

3. Avec le minimum de calculs, justifier que

vVt e [0,1],

B+t 23 -4 1 0t t—2
8 — 16 4 \r-2 2-2+2)°

4. Déterminer les valeurs des intégrales

1 1 1
2 20 — 2 1
Y O g = Y (i R
0 12 —2 0 x2—2x+2 0 2 —2x+2

m
5. Montrer I = —.
ontrer 16

Pour la fin de ’exercice, on fixe p € N.
6. Soit a € ]0,1].

(a) Montrer que pour tout ¢ € [0,a[ et tout n € N, on a :

n
o S| < aSmH e
1-t8 & S 1-a
(b) En déduire que
n a8k+p+1 a 4p
lim —_— = / —dt
n—foo £ 8k +p+1 o 1—18

On rappelle que la notation lim signifie que la limite existe et vaut. ..
n— -+ 00

7. Montrer que

n

1 L 16 gP
TN D — / 167,
nHJrook:O 16 (Sk‘—l-p—l— 1) o 16—z

8. Démontrer la formule BBP.
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Wallis, Stirling, Gauss DM

Intégrales de Wallis

w/2
Pour tout n € N, on pose W,, = / cos” tdt.
0

1. Calculer Wy et W3.

2. Montrer que la suite (WWy,),, o est décroissante, et positive.

3. Pour tout n € N*, donner une relation entre W, 11 et W,,_5.
En déduire que la suite (nW,, W, _1),y- est constante.

4. Montrer Vn € N*, nLH% < an < %

5. Donner un équivalent simple de W,.

Formule de Stirling

nle”
On pose (Un),cn- = (—n+1> .
n 2 neN*

u
6. (a) Déterminer un équivalent de la suite <1Il ( n )) :
Un—-1// n>2

n
1
(b) En admettant que la suite Z = converge, montrer que (uy),, cy. COnverge vers

o k=1 neN*
une limite ¢ > 0.

On pourra par exemple minorer la suite (Inwy), 55 par une suite convergente.
(c) Donner un équivalent de n! en fonction de £.

7. Pour tout n € N, exprimer Wj,, en fonction de (2:) et donner un équivalent simple de Ws,,
en fonction de 4.

8. Montrer la formule de Stirling

Intégrale de Gauss

Onpose ®: R — R
r — /e*tht
0
t2 n 5 —n
VneN*, Vtel0,vnl, (1—-) <et <<1+—)
n n

10. Montrer Vn € N*, /nWa,11 < ®(v/n) < v/nWay_o.

On pourra faire deux changements de variables successifs : d’abord ¢ = y/nu, puis un second (qui ne sera pas

9. Montrer

le méme dans les deux intégrales) introduisant des fonctions trigonométriques...

+oo
11. Montrer ®(z) — T ce que vous noterez en Spé, e dt = Y2
z—4oo 2 0
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Posons g = f — f2. Autrement dit, g : t — f(t) — f(t)%
On a

* g est continue par opérations (car f est continue)

* g est positive, car f est a valeurs dans [0, 1]

1
* / g = 0 par hypothése
0

D’aprés le théoréme aux trois hypothéses, on en déduit que g est la fonction nulle.
Donc f = f2.
Attention ici, a ne pas dire ou bien f =0, ou bien f =1!!!!
D'ou V't € [0, 1], (f(t) =0ou f(t) = 1)
Ainsi 'image de f est incluse dans {0,1}.
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, 'image de Uintervalle [0, 1] par la fonction conti-

nue f est un intervalle, qui est donc soit le singleton {0}, soit le singleton {1}.
Autrement dit, on a

(we[o,l], f(t):0> ou (Vte[O,l], f(t):l)

Comme f n’est pas nulle dans I’énoncé, on en déduit que f est constante égale a 1.

[QSexo—Integration.pdf, 30 avril 2025, 12:54]




105

— Montrons que F est bien définie.

1
L’intégrale a bien un sens car la fonction intégrée ¢ — ¢ cos (E) est prolongeable par conti-

nuité en 0.

* 1
En toute rigueur, a la place de / t cos (;)dt, il faudrait écrire
0

t cos (%) sit#0

/ p(t)dt o p:t
0 0 sit=0

— Montrons que F est dérivable et F' = f.
% Par opérations, la fonction F' est dérivable sur R* et

VzeR*, F'(z) = 2xcos (:16) + sin (i) — 2z cos <:1c)
()
= sin| -
x
= f(x)

% Montrons & présent que F' est dérivable en 0 et que F/(0) = f(0) (en revenant a la
définition, car ici, le théoréme de la limite de la dérivée ne permettra pas de conclure (WHY
d’ailleurs ?1!)).

Examinons le taux d’accroissement de F' en 0.

On
) Va #0, M = xCoS (l) —%/thcos (%)dt
0

z—0 T
o 1 ) \
e On a x —— 0 et la quantité cos (7> est bornée d’ou
x—0 xX
1
T COoS (7) — 0
x z—0

e Pour le deuxiéme terme, on va utiliser I'inégalité triangulaire.
Pour cela, on va d’abord calculer la limite en 0.

On a

1 x
V>0, ’f/ 2tcos( dt‘ ’/
L Jo

< f/ 2t dt car |cos| est majorée par 1
T Jo

‘dt par inégalité triangulaire

=x
Comme — 0, le membre gauche tend vers 0.

z—0
On montre de méme que le membre gauche tend vers 0 quand x — 0~.

Par somme de limites, on en déduit

F(x) - F(0)
x—0 x—0

0

Ainsi, F est dérivable en 0 et F/(0) = 0, qui vaut f(0).
% BILAN. La fonction F' est dérivable sur R et I/ = f.
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1. Posons
b b b
o1z / fg - @) / . / (F(6) — F(2)) g(t)dt

On veut montrer qu'il existe ¢ tel que ¢(c) = 0.

Comme f est continue sur le segment [a, ], elle est bornée et atteint ses bornes : il existe z,,
et xyy tels que

f(@m) = r[gjg]lf et flxn) = r[gg;ff

D’ou
Vte[avb}’ f(t)*f(xm)>0
D’ou, en multipliant par g(t) > 0,

Par positivité de l'intégrale,

b
[ (0= s vt > o

c’est-a-dire p(z,,) = 0.

On montre de méme que p(zpr) < 0.

Ainsi, 0 est une valeur intermédiaire entre deux valeurs atteintes par .
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, 0 est atteint par .

v
Autrement dit, il existe ¢ € [z, za] tel que p(c) = 0.

Autre solution, mais moins élégante.
On distingue deux cas.

b
e Cas / g(t)dt = 0. Alors d’apres le « critére de nullité », g est la fonction nulle.

Donc tout ¢ convient.

b b
o Cas / g(t)dt # 0. Par stricte positivité de 'intégrale (savoir d’ou cela sort), on a / g(t)dt > 0.
a a

Montrons que

=4 est une valeur intermédiaire pour f.

/a ()t

Sur le segment [a, b], la fonction continue f est bornée et atteint ses bornes, disons m = f(x.,)
et M = f(zn).
On a

b
/ f(Hg(t)dt
b

Vte[a,b], m<fl)<M
puis, en multipliant par g(t) > 0,
Vtefa,b], mg(t) < f(t)g(t) < Mg(t)

Par croissance de l'intégrale,

b b b
m / g(B)dt < / Fgt)dt < M / g(0)dt

b
D’oul en divisant par / g(t)dt qui est >0

a
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b

f(t)g(t)dt

Ainsi =*— est une valeur intermédiaire entre deux valeurs atteintes par f, donc
g(t)dt
a
d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, c’est une valeur atteinte par f. Autrement
Y

dit, il existe ¢ € [z, xp] C [a,b] tel que

b
/ f(Hg(tyat
Jo T p

/a g()dt

2
1
. e Déterminons ’ensemble de définition de © : z — / ﬂdt.
. In

La fonction intégrée est continue sur ]0, 1] U ]1, +00].

vy
On cherche les z € R tel que [z,2%] C ]0,1[ U ]1, +o0].
Il n’est pas difficile de constater que ce sont les z € ]0,1[ U ]1, +00].
Ainsi, Dg =]0,1[ U |1, 4+o0].

e Déterminons lim O(x).
z—1+

Fixons = € |1, 4+00].
1

Posons f:t—tetg:t— ot qui sont continues sur |1, +oo[ donc sur [z, z?].
n

De plus, g est positive sur |1, +oo[ donc sur [z, 2?].

La question précédente s’applique et fournit 'existence de ¢, € [z, 2?] tel que

w2 1 112 1
(©) /w v f(c““’)/w it

Ce qui se réécrit avec les définitions

tint

@) O(r) = ¢ /E Ldt

Or

2

2
T 1/t a?
/ —dt = / Ldt = [ln|lnt\] = In2
» tint s Int z

Ve ell,+o0], O(x) = ¢;In2

Bilan :

Comme ¢, € [z,2?], le théoréme des Gendarmes fournit ¢, —— 1, d’oil
rz—1t

e Soit x € ]0,1[. On montre de la méme maniére que

O(z) —— In2
r—1—
Il faut juste intervertir z et 22 au début de la preuve dans 1’égalité (<>); puis on récupére
Pégalité () en multipliant par —1 de chaque coté.
e Bilan. On a
O(r) —— In2

r—1
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1. On considére l'intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment, donc c’est
licite.
xT
2. Comme f continue sur R, le théoréme fondamental de I’analyse affirme que F' : x — / f est
0
de classe C! sur R et F’' = f. En particulier, F’(0) = f(0) et la fonction ¢ a donc le visage
suivant :

p: R — R
F(z)

six#£0
T

F'(0) siz=0

— Par opération, ¢ est dérivable sur R* et

VzeR*, ¢(z) = M

T

_ [fl@)z— F(z)

= .

1 1
= 7F($)+; f(x)
-1 /7 1

= 2 I+ o f(x)

— Continuité en 0.
La fonction F' étant dérivable en 0, on a
F
€T x—0

ce qui se traduit pour ¢ par ¢(z) — ©(0).
Ainsi, ¢ est continue en 0.
Ainsi, ¢ est dérivable sur R* et continue sur R.
3. Etude en 0. Reprenons les notations précédentes. On a

F@)
vozo, P o ~FO F@ - O

x T 2

Comme f est dérivable sur R, la fonction F' est deux fois dérivable sur R, et la formule de
Taylor-Young peut s’appliquer :

z—0

F(z) = F(0) + F'(0)z + %F”(O)m2 + o (z%)

Comme F'(0) =0, on en déduit :

x? - EFN(O) + xgo(l)
Donc (2) — o(0) )
T b
Ainsi, ¢ est dérivable en 0 et ¢'(0) = %f’(()).

Résumons. La fonction ¢ est dérivable sur R et

: R — R

-1 [* 1 .
o ?/o fo f@) siaAo
%f’(O) siz=0
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1.

2.

On a
(%) vee (.1, flz) —/(ff

Comme f est continue, le théoréme fondamental de I’Analyse dit que = +— fox f est dérivable
de dérivée f.

La relation (¥ ) montre donc que f est dérivable et que f/ = f.

Par ailleurs, la relation () fournit f(0) = 0.

Résumons. La fonction f est solution de 1’équation différentielle 3/ — y = 0 et s’annule, donc
le cours dit que c’est la fonction nulle.

On peut évidemment retrouver trés facilement ici que f est nulle. En effet, il existe A € R tel que
f iz — Xe®. Et égalité f(0) = 0 fournit A = 0, donc f est nulle.

(a) Au brouillon, on conjecture une formule pour la dérivée néme,
Puis, on montre par récurrence :

Sk
Vn €N, «f estn-fois dérivable et f() : 2 — ai=1 fla"z) »

ou bien

VneN, «festdeclasse C" et f 2 akzzjlkf(a"x) »
J’opte pour la premiére version et je note H, 1’assertion.
On pose o, = Xn: k de sorte que o017 = 0 + (n+ 1).
Il est plus pratki(;le ici d’initialiser & n = 1 (car on aura besoin d’utiliser H; ensuite).
Ce n’est pas un probléme car Hg est trivialement vraie.

Initialisation. La fonction f est bien entendu O-fois dérivable, et comme f(© = f, la
formule est valable.

D’ott Hp.

Initialisation (bis). La fonction f est dérivable en vertu du théoréme fondamental de
lanalyse (car f est continue).
Plus précisément,

x +— ax est dérivable sur [0,1] & valeurs dans [0, 1]

y
Y= / f est dérivable sur [0, 1] (on utilise le fait que f est continue) de dérivée f
0

Par composition, f est dérivable sur [0,1] et on a
fx— af(ax)
D’ou 7‘[1.
Héreédité. Soit n € N tel que H,,. Montrons H,, 1.

D’aprés H,, la fonction f est n-fois dérivable et f() : x s a% f(a"x).
On a

x + a™x est dérivable sur [0, 1] et & valeurs dans [0, 1]
t — f(t) est dérivable sur [0,1] et f': ¢+ af(at) (méme justification que pour Hi).

Par composition, la fonction x — f(a™z) est dérivable sur [0, 1].
Ainsi, la fonction f(™) est dérivable sur [0,1] et on a

(f"Y :z—a’a"f (a"x)
Comme [’ :t— af(at), on a
flrtl) — (f"Y 1z~ a”"a”af(a(a"a:)) = a""ﬂ"“)f(a"“x)

On vient de montrer que f est (n+1)-fois dérivable et f(*+1) : g1 gt (4D f(gntlg),
d’ou Hn+1 .
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(b) Fixons x € [0, 1] et montrons que f(z) = 0.
L’inégalité de Taylor-Lagrange appliquée entre 0 et x fournit

n (k)
#)  VneN, \f<x>;)f O < Ko

|w|n+l

ou K, , = sup |f("+1)\
(n+1)! [0,2]

— Comme f(0) = 0, la formule de la dérivée k®™¢ obtenue a la question précédente
fournit :
VkeN, f®0)=0

— Comme f"+1) . g1 g%+ f(a"12) et que a € [0, 1], on en déduit que

vie[0,z], [FUTV@)] < |f(@ )| < suplf]
[0.1]

ce maximum ayant du sens car f est continue sur le segment [0, 1], donc |f| aussi,
et admet donc un maximum en vertu du théoréme des bornes atteintes.
La relation (&) fournit :
‘x|n+ﬂ, 1
(n+1)!

VneN, ‘f(m)‘ <M ou M =sup|f|

(TL+ 1)' [0,1]

X

Comme le membre droit tend vers 0 quand n — +oo, le théoréme des Gendarmes
implique que la suite constante égale a f(z) tend vers 0, donc f(z) = 0.
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1. Solution. Soit x € R*.
vy 2z ot
La fonction intégrée est continue (par morceaux) sur [z, 2z], donc / ?dt est bien définie.
x

Ainsi, U(x) existe.

Pour le fun. Faisons comme si ’ensemble de définition de ¥ n’était pas donné.
¢

e
La fonction intégrée t — n est définie et continue sur R*.

On cherche les z € R tels que
v
[x,2z] C |—00,0]

2%
[x,22] C]0, 4+00]

Ce qui équivaut & £ < 0 ou z > 0.

BILAN : l’ensemble de définition de ¥ est R* = ]—o0,0] U ]0, +o0].

2. Premiére rédaction (un peu laborieuse...).
Montrons que ¥ est de classe C' sur R* en montrant qu’elle est C' sur chaque intervalle
de R*.
> Sur ]0, +00[
D’aprés la relation de Chasles, on a

T et 2z et
Vz €]0,+o0], ¥(z) = —/ — + / —dt
1t 1t
D’aprés le théoréme fondamental de 1’Analyse :
Tt
— la fonction x — 7/ % est C!
1
T — 2x

2 ¢
e
— la fonction z — / N est C! car les deux fonctions / Yet lesont
1 y—— [ =
t
1

Par somme, on en déduit que ¥ est C! sur ]0, +oo[ et on a

T 2z T(_1 x
Veel boo, W) = -0 4 oS = TELE

> Sur |—o0, 0]
Rien ne change si ce n’est le 1 artificiel dans les deux intégrales qu’il faut changer en —1 ou
en —2026.

BILAN : ¥ est de classe C' sur R* et on a

e?(—=14e")

VreR*, W(z) =
x (x) -

Autre rédaction (moins laborieuse, peut-étre).

Montrons que ¥ est de classe C! sur R* (on travaille donc directement sur R*, qui n’est pas

un intervalle!).
t

. . € . . .
La fonction intégrée t — n est continue sur R* (qui n’est pas un intervalle, certes!).

Elle admet des primitives. Notons F I'une d’entre elle. Ainsi, F est de classe C! (en tant que
primitive d’une fonction continue).

On a alors
Ve eR", U(zx) = F(2z)— F(x)
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Par opérations, on en déduit que ¥ est de classe C! et

VeeR*, U(z) = 2F(2z)- F(z)

e?r e

2x T
e¥(—1+e%)
T

T

3. Déterminons la limite de ¥ en 0.
> On commence par déterminer la limite en 0.

Montrons que
V>0, e'ln2 < ¥(z) < e*®1n?2

On pourra en déduire, d’aprés le théoréme des Gendarmes que ¥(x) — In 2.
x—0

Fixons x > 0.
On a

X

Vit e [z, 2], % <

‘(‘D
~ |
8

ot
?S

Par croissance de l'intégrale dans le bon sens, on a

2 x 2z ¢t 2x 2z
e e e
/ —dt < / —dt < / —dt
2x 2 ¢t 2x
1 1
ex/ Zdt < / Cat < e“/ ~dt
—_—

S S —
In 2 W (z) In2

> On établit de la méme maniére que
V<0, e*In2 < ¥(z) < e“In2

D’aprés le théoréme des Gendarmes, on en déduit que ¥(z) —— In2.
r—0~

> Ces deux points montrent que la limite de ¥ en 0 existe et vaut In 2.
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Limite de I,,.
. . 1 g3 4 .
Soit n € N*. La fonction ¢ — e~ # 52 est décroissante sur [0, Z].

2
D’ou -
_lgn=x 1 g 1 g
Vte [077]7 e wm Sing < e - sint < e = sin0
2 ~—— ——
_1 =1
=e n

Par croissance de I'intégrale, on obtient

T % " T
76_% < / e—%smtdt < s
2 0 2
—_———
I",
On a donc montré que
71' 1 ™
Vne N*, §eiﬁ § I’n, < 5

Le théoréme des Gendarmes assure ’existence de la limite et donne sa valeur :
T

L,

n—-+oo 5

Limite de ¢ en 0

Commengons par rappeler une proposition de cours :
Soit p: I - Retac j (un point intéricur en lequel f est définie). SOIt £ € R.
On a I’équivalence

pla) == ¢
r<a

pa) —=t = plr) == ¢
pla) =1

Veérifions les trois points (ici, on est obligé de distinguer 07 et 07, & cause des encadrements).
— Limite en 0.
Soit & > 0. La fonction ¢ — e~**" est décroissante sur [0, 5] (on utilise la positivité de z).
D’ou - _ _ _
Vte [O, 5]’ e~ %sing < e—:vsmt < e—zsmO
El =1

Par croissance de l'intégrale, on obtient

3 .
e < / efa::amtdt <
0

(x)

On a donc montré que
™ ™
V>0, 56775 < o(z) € =

Le théoréme des Gendarmes assure 'existence de la limite et donne sa valeur :
T

pl@) 5
x>0

— Limite en 0. Ce cas se traite de la méme maniére.

On obtient
T

p(z) o b
<0

— En 0. On a ¢(0) = 7.
Les limites en 0T et en 0~ coincident et valent (0), d’ou I'existence de la limite en 0 et

™

o) 57 g
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n
k
Notons S, = Z f(ﬁ)
k=0
Appliquons 'inégalité de Taylor-Lagrange & f & 'ordre 1 en 0. On a

|z

Vo €[0,1], [f(z) - f(0)z] < K 2

ot K est un majorant de |f”| sur [0, z]. Prenons K = sup|f”|, qui ne dépend pas de z.
[0,1]
Soit n € N. On a alors

vkelonl, |r() - rok < D (LY

D’aprés l'inégalité triangulaire,

y
[+
=
~—
3 =
N—
|

i
2

par inégalité triangulaire

- k
Sn - Z fl(o)ﬁ
k=0

N
R
| =
/N
3 =
SN—

par somme de ce qui précéde

k=0
K1 &,
lezk
k=0
N——
I L, nn+1)2n+1)
~ =N car Zk =
3 P 6

1
n
D’aprés le théoréme des gendarmes,

Le membre de droite est un O(:) donc tend vers 0.

n

, k
Sn=FO)Y 5 0

n
k 1nn+1) 1 . |
Or g;% ;;5 = ;;E““E?“* ~ 5, d’ou

Comme

S0 = (S rOY L) 4 ro L

k=0 k=0
on en déduit par somme de limites que
4
0
. 7(0)
n—+oo 2

n n
k k
La somme g sin (—2> est du type E f(—2) avec f : x + sin(z) qui est de classe C? et vérifie
n n
k=0

k=0
f(0) =0,
On a donc

"Lk cos’(0) 1
St (k) e 1
P n n—+00 2 2

n
k
On transforme ce produit H (1 + —2) avec le principe bien connu suivant
n
k=0

exp(ln produit) = exp(sommeIn)

On pose f: x + In(1+ z) qui est de classe C? et vérifie f(0) = 0.
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On a donc
n

Zln(1+£) . ﬁ:%

n2 n—+oo 2
k=0
Par continuité de I'exponentielle en %, on obtient :
- k 1
[1(+) ez o0(3) -
Pl n n—-+oo 2
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Fixons a € R et appliquons l'inégalité de Taylor-Lagrange a 1'ordre 2 en a.

L

VheR, |f(a+h)—f(a)—hf'(a)] < K 5 ouK:[:th]|f”| (qui est un max)
AP
On a bien stiir K < M.
En utilisant que f est positive, on a alors
B2

VheR, 0 < f(a+h) < f(a)—I—hf'(a)—i—M?

d’ou

VheR, 0 < f(a)+ f'(a)h+ %hQ

On a donc un polynéme en h de degré 2 qui est toujours positif, donc son discriminant est négatif
ou nul :

7@ ~ 4% f(a) < 0

Dot f'(a)? < 2M f(a). Puis par croissance de la fonction racine carré, on a |f’(a)| < \/2M f(a).
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1. Comme f est dérivable en 0, on a

Y #0, pa) === =" — f(0)

Donc ¢ est prolongeable par continuité en 0 et ce prolongement est

p: R — R

2. Sur R*, la fonction ¢ se présente comme le produit de f par g ot g : x — % qui sont C*.
La formule de Leibniz dit que 'on a 1’égalité de fonctions :

m — N 0 o b
v > <k) M xg

k=0
Comme VjeN, ¢gv):z+—— (;}J)rjlj!, on a :

" /n —1)nk(p — k)
PUNMEN o (k> fuc)(x)%
k=0

g — Ly S DT w0k
Vo0 o) = (1Y SN 0

k=0

3. Soit x # 0.
D’une part, la question précédente fournit

(k) (g
P (@) = (1Y T
k=0

D’autre part, la formule de Taylor avec reste intégral appliquée a a = x et b = 0 donne :

_ . f(k)(x) 71_1»: . (71)’”‘ ¢ (n+1) n
(0 = 3 o-a) = reora

n

=0

D’ott en multipliant par (—1)"n!

n . f(k)(x) k ¢ (n+1) n
_ ! E — = d
(=1)"n 2 o (0—x) /0 f (t)t"dt

En rassemblant ces deux informations, on a

xn+1<p(n)(x) — / tnf(n—i-l)(t)dt
0

1
4. Onpose v :t— fOFD(t) et u:t s ——t"FL,

n+1
"M (z) = /zt"f(”“)(t)dt
0
" | [T e g
= |—— D@ — [ — DA
By <>]0 [ Lo
2" ) L [* 1 pns2)
= =g ——— | D e
nit! (z) n+1/0 F )
En divisant par "t :
pM(a) = ——f @) - —— / S o) ()
n+1 n+1ant J,
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5. Pour répondre a la question, il suffit de montrer que (WHY ?) :

1
.'17"+1

x
/ tn+1f(n+2) (t)dt 50
0 z—0
En posant M = [max] | (2|, je vous laisse montrer que :
1,1
|x|n+2

n—+ 2

xr
Vae|-1,1), ‘/ o) (e <
0
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1. Considérons la fonction f: ]-1,400] — R qui est de classe C*.
t — In(l1+1¢)
D’aprés 'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a la fonction f & l'ordre n, en 0, on a

n+1
V% N*, ‘ _ S ‘ < 1D 0.0 L
R e
x7v+l
Vn e N*, ‘f(x) — Sn(x)‘ < ||f("+1)||oo,[0,a:] CESI (on utilise que z > 0)
—1)"n!
Comme (1) ¢ (i—i—i)’zﬂ’ on a
|
t (n+1) (¢ < o
vte Dl 11VOI< G
d'ott || V| 0.0] < 0! (ici, il y a méme égalité).
D’ou a1
Vn e N, ‘f@)—sn(:c)‘ < 2+1
c’est-a-dire .
— (- gt
vneN,  |m(i+a) - 3ok <
2. Ici, z € [0,1]. Ainsi,
x7r+1
0
n+ 1 no4o
Comme 1
VneN, |f(z) = Sa(x)| < Z’H
le théoréme des Gendarmes affirme que
Sn(@) ————> f(2)
c’est-a-dire . .
—1)k-1
>t o W
k=1
3. A taper.
4. Cf. cours
5. On a . i
YneN', |7 - S, ‘g‘/ 1) |
e, |f@-s.@| < | [ o
Ici, il faut distinguer deux cas pour utiliser I'inégalité triangulaire.
e Traitons le cas x < 0, c’est-a~dire ici le cas x € ]—1,0].
On a
0 tn
Vn e N ) _S, ‘ g/ —1yr ‘dt
neN, f@-s.@| < [ oy
= dt
=
0
< e / 4" dt
N
|$|n+1
n+1

0
Remarque. Le calcul de / [t|"dt n’est pas du tout immédiat.
T

kr|n—kl

/wo t|"dt = /:(t)”dt = (-1" /0 t"dt = (—1)" {175"“}0 = (71)”(07Lx”+1) = L(fl)"“x”“ =

- n+1 - n+1 n+1
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BILAN. Pour z € |-1,0], on a :

Vn e N* ‘f(x)—S(x)‘< L Je!
’ " S l4zn+1

Ou a-t-on utilisé le fait que x est différent de —17
e Cas x € [0,1].

x t'I'L
Fﬂ*a ‘ — Pn ’ < -H" ‘dt
e, [ro-s@| < [ |-y
xT tn
_ / " 4
o 1+t
1 €T
< —— | jyrat
o, !
—_——
o]+
n+1
BILAN. Pour z € [0,1], on a :
1 |$|n+1
VneN', |f(@) - Su(@)| < —
e Dans les deux cas (c’est-a-dire z € ]—1,1]), on a
y |x|n+1
— <
Vn e N, ‘f(x) Sn(x)‘ < max(ler,l)nJrl

Comme z € |-1,1], on a

kr|n—%1

— 0
n+1 n—otoo
D’aprés le théoréme des Gendarmes, on a

Sn() ——— f(z)

n——+oo

[QSexo-Integration.pdf, 30 avril 2025, 12:54]




127

Considérons la fonction f: R — R qui est de classe C*°.
t —— cost
D’aprés l'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a la fonction f a l'ordre 2n, en 0, on a

VneN S (2n+1) x>+
ne ‘ T)— T ‘ < —_—
Comme | f2"+1| = [sin|, on a || f@" || (0, < 1 (attention, il n’y a pas forcément égalité).
Ar
D’ou
|:L,|2n+1
Vn €N, ‘f(x) - Sn(x)’ < m

Or

|z |2t par croissances comparées si |z| > 1

(2n+1)! n—otoo par opérations si |x| < 1 (borné x tend-vers-0)

D’aprés le théoréme des Gendarmes, on a

Sn(x) —— f(z)

n—-+oo

c’est-a-dire

n _1k )
Z( ;'(Ek COS T

P (2k n—+oo
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1. La fonction ¢ est de classe C* sur [0, 1] par opérations.
Montrons par récurrence :
2n+41

Ho < oM gy N1 )= 257

4nn!

(2x0)! (1— x)_w

1001 =(1- x)_Tl est exactement ¢

> Hg est vraie. En effet, la fonction x —

donc ().

> Soit n € N tel que H,, est vraie.

Montrons H, 1. Pour cela, on utilise que o™t = (p(™))’,

Ainsi

(n+1) . (2n)' _(2n + 1) . P2 S (271)' (2n + 1)(2n + 2) RN ICE SRS
T R e e T IR To =) el S A

(2(n + 1))!

¥

Ce qui est exactement H,,11.
2. (2a) e On peut procéder par récurrence.
e Ou bien fixer n € N.

Puis remarquer que 4"7! = (1 4 1)*"2 = kzo K

somme d’entiers positifs est supérieure 4 'un d’entre eux, a savoir (
(2b) Soit (t,z) e R tel que 0 <t <z < 1.

Procédons par equlvalences successives

2n+2 2n+2
et enfin constater que cette

)

r—t
1—1¢

0< <z

L’assertion finale est vraie, donc ’assertion initiale aussi.
3. Soit z € [0,1].
Premiére idée.
On peut penser & utiliser I'inégalité de Taylor-Lagrange.
R)(0) 1 (2k)! —eery (5

k
La fonction ¢ est C* sur [0, 1], et on a VEkeN, d R TIN (1-0)— =z :L).

—~

Pour tout n € N, on a donc

n k 2|t
o) - > L] < e 2

k=0

ot K,, ., est un majorant de | V)| sur [0, z].
On a
(n+2)! 1
4t l(n 4+ 1) 7 (1 — gnts
(2n+2)

n+1
4n+1

viez, ")) = ") =

(n+1)!x

)
4n+1

D’aprés la question précédente, on a < 1.

. . 1
Par croissance de la fonction t — ——  , on a donc

(1—t)nt+s’

1
vie0al,  [p™ W] < (n+1)!x

(1—a)*3
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On peut prendre K,, , = (n+ 1)!

(1— )i
D’ou
- (2kk) k z"
xr) — g —T L —
‘@( ) prd 4k ’ (1—xz)"+s

. xr n
Hélas, aucune raison pour que (17) tend vers 0.
échec

Deuxiéme idée!
Du coup, on prend la formule de Taylor avec reste intégral.
On a o
i T —=t)"
o(z) = Z (k)mk +/ ( ~ ) (p("+1)(t)dt
0 .

4k
k=0

Occupons-nous du reste intégral.

(@ =O)" iy - L @nE2)! oz —tyn !
vte0,2], (Y = ax4n+1(n+1)!x(1—t) 8 (1—1)2
(2n+12)
(nt+1)x 47:;1

Comme t — (1 — 15)773 est croissante, et en utilisant les deux questions précédentes, on a

— ) 1
Vtel0,z], 0 < M<p<”“>(1t) < (+1)x1xa"x ——
n! (1—;(;)5

Par croissance de l'intégrale entre 0 et « (bornes dans le bon sens), on en déduit que le reste
intégral vérifie :

1

0 < / Mwﬂkt)dt < (n+1)xa™tx ———
0 (1-x)2

n!

Le membre droit tend vers 0 (par croissance comparée et le fait que = € [0,1]), donc par le
théoréme des Gendarmes, lirf RI,(z) = 0. D’ou
n—-+0oo

i@mk s o(z)
4k n—-+o0o 90
k=0

G n

Cela signifie exactement que la série ) ~j5>x" converge et que sa somme vérifie

+oo 2k

P 1—2x
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1. Montrons que (I,)nen tend vers 1.

Remarque. En ayant regardé plus loin que le bout de son nez, on comprend qu’il suffit de
répondre & la deuxiéme question pour conclure. Mais faisons comme si c’était un exercice d’oral
avec des questions données au fur et & mesure. Répondons donc sagement & la premiére question.

1
1
[ b
1 1
1
= /ﬁdt— / 1t
1
1
- /( n—l)dt‘
o \1+t
1
¢
[
o 1+t
1
_tn
/ ar
o 1T

WHY 1 1
< / t"dt
1+0m J,

Soit n € N.
On a

(1 — 1

inég. triangulaire

Résumons. On a montré

1
vneN, |[I[,—-1] <
" [ | < n+1
D’aprés le théoréme des Gendarmes, on en déduit que I, —+> 1.
n——+0o0
! -1

Remarque. Au cours du calcul, on obtient I’égalité I,, — 1 = t"pp (t)dt avec @y, : t > T
0
On serait tenter d’appliquer ’exercice 130, mais ce n’est pas possible car ¢, dépend de n.

2. Il s’agit de montrer que

In2 1
I,—1 = ———l—o(—)
n n
c’est-a-dire
In2
I,—1 ~ ——%
n

Etape 1. Un calcul exact a n fixé.
Soit n € N* (le fait que n soit non nul sera utile apres).
Reprenons les calculs de la question précédente :

1
I, -1 :/ dt
o L+in

En louchant sur I’énoncé, on comprend qu’il faut faire apparaitre du logarithme.

On propose donc ’écriture suivante :

—1 [t !
L—1=— [ X2 ;&
n Jo 1+1t"

Posons u, : t + In(1+t") et v, : t — t qui sont de classe C!.
Une intégration par parties fournit alors

I —r ]l 11 ")d
n—lfg[n(lﬂ—t)t}o—kﬁ/o n(1 +t")dt

1
() I, -1 = _In2 + l/ In(1 + ¢")dt
0

n n

Etape 2. Un calcul asymptotique.
1

Montrons que / In(1 + t™)dt = o(1).
0
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Une facon simple de le montrer est d’utiliser ’'inégalité de convexité
Vze[0,1], In(l4+z)<=x
avec x = t™ qui est bien dans [0, 1] lorsque ¢ décrit [0, 1].
Bref, on a
vte[0,1], 0 < In(1+t") < t"
1

1
Par croissance de l'intégrale, on a alors 0 < In(1+¢")dt < / t"de.
0 0

n+1

1
Le théoréme des Gendarmes fournit / In(1 4 ¢™)dt = o(1).
0

1 ! 1
En multipliant par —, on a alors / In(1+¢t")dt = 0<7).
n 0 n

Gréce a (&), on en déduit
In2 1
Lot 2
n n
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1. Notons K = sup |f(z)], ce qui est licite, car f est continue sur le segment [0, 1], donc bornée
z€[0,1]
(d’ailleurs cette borne supérieure est méme un maximum).

On a
1 1
VneN, ‘/t”f(t)dt’ < /
0 0

1
</t"
0

1
/ t" dt définition de K, et croissance de l'intégrale
0
1

t"f (t)‘ dt inég. triangulaire

f(t)‘ dt & vous

K
K

n+1
Le membre droit tend vers 0 quand n — +o0.
D’aprés le théoréme des Gendarmes, on en déduit que

1
/0 () At ——— 0

2. Les calculs de la question précédente montrent que

1
1
t”ftdt‘gK— ot K = sup|f
\/O (t) — sup /]

1
1
ce qui est exactement la définition de / thf(t)dt = O( )
0 n+1
1 1

Et comme ~ —, on a aussi
+1 n

/1 tmF(t) dt = O(%)

Remarque. Le « en fait » dans la question s’explique par le fait que ’on peut retrouver le
résultat de la premiére question.

1 1 !
En effet, comme — = o(1), un grand O de — est un o(1), d’ou / t" f(t)dt = o(1).
n n 0

1-6 1-6
1
3. Montrons que / t"f(t)dt = 0(7) c’est-a-dire / nt" f(t)dt —— 0.
0 n 0

n—-+oo
On a
1-6 1-6
‘ / nt" f(t) dt’ < / nt"|f(t)|dt par inég. triangulaire
0 0
1-5
< K/ nt™ dt ot K =sup |f]
0 [0,1]
Or
1-4 n 1-6 n
/ nt"dt = [715”“} = 1—=6)"" ———= 0 car1—-d¢€]0,1]
0 n+1 0 n+1 n—+00

n—-+oo

1-6
D’aprés le théoréme des Gendarmes, on obtient / nt" f(t)dt —— 0.
0

Autre fagon de présenter la preuve. On a

1-6 1-6
‘ / t"f(t) dt’ < / t"|f(t)| dt par inég. triangulaire
0 0
1-5
< sup ‘ f| / t" dt car [ est continue
[0,1] 0

1

= 1(1 — )" calcul
1 n+1

:0(7> car (1 —-4)""" —— 0
n n— 4o
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Ainsi,

1-6
1
) / t"f(t) dt‘ < qqg-chose qui est un O(E)
0

/01_5 rE(t) At = 0(%)

Donc (WHY) :
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1. On suppose f classe C'.

2.

Etape 1. Un calcul exact a n fixé.

1
On pose u : t ﬁt"“ et v = f qui sont de classe C!.
n

Une intégration par parties donne

/0 mE() At = [mt +1f(t)}0 - n+1/0 L (1) dt
d’ou
Lo _ [
(%) /0 e dt = = - m/o L () dt

Etape 2. Un calcul asymptotique.

1
Montrons que / "t () dt = o (1), c’est-a-dire montrons que la suite tend vers 0.
0 n—-+0o0

Justification. Comme f’ est continue (car f est de classe C'), cela reléve de 1’exercice 130, qu’il
faut étre capable de refaire rapidement.

Cela se résume a :

0,

1 1
‘o/n tnfkljd(t)dt‘ < 1Frla}](|j=/|~/" tn-Fldt

0 1 0
| ——

1
n+2

Et on termine avec le théoréme des Gendarmes.

1 e 1
En multipliant par S ena alors —— /0 L ()t = O(n n 1).
1

~ —, on a aussi
n

Comme

w1 e ei=o(])

Grace a (&), on en déduit

/lt”f(t)dt _ S o(l)

n+1 n

(1)

On termine en faisant apparaitre S :
n

e = 0 (0 g0y 0
/Otf(t)dt = + ( )+ (n)

n n+1 n

n(n—+1)

[rrama = 204 o(2) 4 o(d)

et en constatant que

1 1
— —, qui vaut , est négligeable devant —.
n n

n+1
Ainsi,

D’out le résultat.
(a) On fixe € > 0.
e Premiére étape : existence de 6.
Comme | est continue en 1, il existe 6’ > 0, tel que

Viel-& 148001, [F0) - fW)] < 3
—~~ 2
=0
En posant § = min(¢’,1), on a
veel-o1, |f1)] <
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Ainsi :

1 1
VneN, ’ / nt™ f(t) dt’ < / nt"|f(t)|dt inég. triangulaire (avec des bornes ordonnées)
1-6 1-6
! €
< / nt™ =dt inég. précédente et croissance de 'intégrale
1-6
1
< < / nt"dt
2 )i-s
Or
! n 1 n
/ nt"dt = {7t"+1} = (1 —(1- 5)"+1> < 1
125 n+1 1-6 n+1
——
<1 <1

Bilan. On a montré qu’il existe § > 0 tel que
! €
VneN, ‘/ nt”f(t)dt‘ < &
1-5 2

e Deuxiéme étape : existence de ng.
Soit n € N. D’aprés la relation de Chasles, on a

1 1-6 1
/Ont"f(t)dt :/0 nt" (1) dt +/1 nt™ f (1) dt

=

D’aprés I'inégalité triangulaire chez R, on a

‘/Olnt”f(t)dt’ < ’/Olént”f(t)dt’ + ‘Alént”f(t)dt‘

Grace a la premiére étape, on a donc :

) VneN, ‘/Olnt"f(t)dt) < ‘/01_6nt"f(t)dt’ + %

1-5
Or d’apres 'exercice 130 (qu'il faut savoir refaire), on sait que ’ / nt" f(t) dt P 0.
0 n—-+00

Par définition epsilonesque de la limite, il existe ng € N tel que

1-§
Vn > ng, ‘/ nt"f(t)dt} < %
0

En reprenant (<»), on obtient ce qu'il fallait prouver :

1
VYn = ng, ‘/ nt”f(t)dt‘ < ¢
0
(b) A la question précédente, on a montré
1
Ve>0, dngeN, Vn >nyg, ’/ nt"f(t)dt‘ < ¢
0

Autrement dit, comme f(1) =0, on a montré

/01 " f(t) dt ——— £(1)

n—-+oo

3. On se rameéne a une fonction g continue telle que g(1) = 0 en posant g : z — f(z) — f(1).
La question précédente montre alors que

n—-+o0o

1
/ nt"g(t)dt —— 0
0
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1 1 1
/ Wt () dt = / nt"g(t) dt + / " F(1) dt  car £() = o(t) + (1)
0 0 0

1 1 L

n n noa. no a7t
/0 nt"g(t)dt + f(l)/o nt" dt car/o nt"dt = [7n+1t ]0 — 1
—— ~———confer 'exercice 118 (viii)

— 0 —1
Par somme de limites, on a

/01 nt" f(t) dt —— f(1)

n—-+oo
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1
b n
Posons u,, = (/ |f(t)"dt> et M = max]|f|.

[ab]

Montrons que u, —+> M en revenant & la définition epsilonesque.
n—-+0oo

e Par définition de M et par croissance de x — z™ sur [0, 4o00[, on a
vtelad], [fO" < M"

On a alors (WHY ?7)

|

u, < (b—a)"M

3

e Soit £ > 0 fixé une fois pour toute.
11 existe xq vérifiant |f(xo)| = M (WHY 7). Par continuité de |f| en g

3n>0a Vte[%—??yl"o-i")]c[a:b]a |f(t)|>M_

[NCRNO)

Pour alléger les notations, posons o« = xg — n et 8 = o + 1. On a alors (WHY ?)

(M=) (B-a)" = (/j(M—Z)"dt)i < (/Ofa|f<t>|”cu>’i < u,

e On a alors

(©) (M=2)(B-0)" < un < (b—a)7M
Or . € L € . 1
nll)rfoo(M—§)(ﬁ—a)":M—§ et ngrfw(b—a)nM:M
Ainsi, il existe nq et ng tels que :
Vn>ny, M-—¢e < (M—%)(ﬁ—a)% et Vn > ns, (b—a)%M < M+«

e En posant ng = max(ny,ng), on a grace a (9O) :

VYn>ng, M- < u, < M+e¢

BILAN. On a prouvé
Ve>0, dngeN, Vn>ny, M-¢ < u, < M+e¢

c’est-a-dire u,, —— M.
n—-+4oo
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n
1
e a, = E —_
2 2
n k
Pl
Ce n’est pas une somme de Riemann (mais b, en est une).

Par une majoration naive (confer ’exo 135), on obtient facilement que a,, *—Jr—% 0.
n—-+0oo

n

C =Y e

k=1
C’est une somme de Riemann. Confer ’exo 135.
1 s
On trouve b, p— /0 22 dx = 1
L] Cp = Z 7,”2 + k/,2
k=1

Ce n’est pas une somme de Riemann. Mais on peut la relier directement & la somme b,,.

On trouve ¢, = nb,. Donc b,, ——— +o00.
n—-+oo

Autre justification. Sans somme de Riemann, de maniére élémentaire (niveau Terminale).

On a

n? n?

n2+n2  n24 k2

VEk e [l,n],

Par somme, on a

1

Par minoration, on obtient directement b,, —+> ~+00.
n—-+0oo

n
(2k)?
o d, = _
" ; n3 + (2k)3
. 1gn 4(E)?
C’est une somme de Riemann. On a d,, = — Z —
niS1+8(5)
D’aprés le théoréme des sommes de Riemann (la fonction qui intervient est continue sur
1 2
4t
0,1)), d dt.
[0,1]), on a dj, ot /0 T80
On trouve facilement une primitive de la fonction intégrée (penser a t — & In(1 + 8t)).
On obtient que d,, —— %ln 3.
n—-+oo

1

1 « km
_ 2 na 2 .
¢ = 5 kg 1k sm( - ) — ; 2 sin(mzx)dx

2
—4
Par une double IPP, on obtient ¢, —— T

n—-+oo 71'3
1 n
= — k
o fu wﬁ;f

On a
1 < I [k
= — N'Vk = = \/>
I = w2 w2 \n
k=1 k=1~
£
On reconnait donc une somme de Riemann associée & la fonction x — y/x qui est continue
sur [0,1].

1
Ainsi, f, ——— / Vit dt.
n—+o00o 0

Calculons cette intégrale (ne pas hésiter a écrire v/f sous la forme 2 ) :

1 1
/ Vidt = %t%“ _ 2
0 5+1 0 3

D’on
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gn =

in

1 n
—= > [ Vk]
gﬁ;
Vke[l,n], Vk—-1 < |[Vk|] < Vk

Par somme, et multiplication par on en déduit (en notant toujours f, la suite du

1
ny/n’

point précédent) :

N

j%z - ;7;;

2

D’aprés le point précédent, on a f, —.
n——+oo 3

Le théoréme des Gendarmes montre que g, ——— —.
n—-+oo 3
1< k3
;;1 EE: k2

L L 1 — k3 ¢ dut 1 — (k) 3 .
a somme n———g ————————— es uye—g fl—) avec f:2+— ——— qui
4 3 P ne=tAn d

e /(Hké) 1+ 22)

est continue sur [0, 1].

1
D’aprés le théoréme des sommes de Riemann, la limite cherchée vaut / I
0

Pour calculer I'intégrale proposée, il est bon de remarquer que :

x (42 -1 1 B 1
I+zP (1423  (14+2)> (1+z)3
D’ou
A 1 1 B 1 —1 1 =i 1
/o ot ‘/0 <(1+x>é‘(1+x>z>dx - Lwl(”m)z EEESR
C’est-a-dire

/01\/(1::—733)3(133 =

1
1 1
2V1+z + QWL = (2\/§+2ﬁ)—(2+2) = 3v2 -4

D’ou
hy — 3V2 -4
n——+00
1
(2n)\
(n! nn
On a

i = oo [ (G)] 2 e[ 130w (1) - e[ 13m0 )

La fonction f : ¢t — In(l + ¢) est continue sur [0,1]. D’aprés le théoréme des sommes de
Riemann, on en déduit que

R k !
= (1 + —) — In(1 + t)dt
n n n—+00 0
k=1
Une primitive de ¢ — In(1 4+ ¢) est ¢ — (1 +t)In(1 + ¢) — ¢ (dériver pour s’en convaincre;
une autre stratégie consiste a effectuer une IPP pour calculer U'intégrale).
Ainsi
1< k 4
S m(1+2) —— 2m2-1 = Id-1=In(3)
n &= n e

n—-+oo

Par composition de limites avec la fonction exponentielle, on obtient que
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134

On constate que

n+k 1 1+ &

- n

- = X —n
n?+k n 14—71—’“2

) 1
ne s’écrit PAS sous la forme — f (7>
n" \n

Encadrons le dénominateur de chaque terme :

n+k n+k n+k

Vk e [1,n],
[1n] n24+n - n2+k o n24+1
n
Par somme et en utilisant que S, = > (n+ k) est la somme des termes d’une suite arithmétique,
k=1

on obtient :

1 " 1 1
Xsn<2n+k < S, Oﬁsn:m

- X
n2+n k_1n2—|—k S on241 2

3 o
Les deux termes extrémes tendent vers 2 donc le théoréme des Gendarmes assure que la limite

3
cherchée existe et vaut 5
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Soit n € N*. On a
Vke[l,n], 0 <

Par somme, on a

On a donc montré que
YneN" 0< S5, < —

D’aprés le théoréme des Gendarmes, on en déduit que S, —+> 0.
n—-+0oo

La somme ressemble & une somme de Riemann, mais n’en est pas une!

Considérons la suite de terme général n.S,,. Cette fois, c’est une somme de Riemann car :

1 — 1
nS, = -y ——
ngl—i—%

C’est une somme de Riemann associée & la fonction f : x +—

1+ 22
théoréme des sommes de Riemann fournit alors :
1
5 —— ['poT
on n—-+oo 0 4
On en déduit alors ’équivalent
g 1
" 4n

qui est continue sur [0, 1]. Le

Justification On rappelle qu'une suite convergente de limite non nulle est équivalente a sa limite.

™
On a donc nSy, ~ g Puis une division par n (ou une multiplication par %) fournit Sy, ~ ——

w1
4n’
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Par le théoréeme des sommes de Riemann appliqué a la fonction

Fires x® s?xE]O,l]
0 siz=0

qui est continue sur [0,1], on a

1 1
— kY ——
natl ; n—+oo a4+ 1

On en déduit que (on utilise ici que la limite précédente est non nulle) :

n

Z kY~ 1 na+1
— a+1
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1
Posons f : t — T qui est croissante sur [0, 1].
En reprenant les mémes idées de la preuve de 102, on a

50) + /01—;f < ”igf(g) /Ol_if +of(1- )

Deux petits calculs montrent que

= Avesing] ™ 1 1 1
/0 f - [ rCSIHt]O n—-+400 5 et ﬁf(l_ﬁ):\/Qn—]_ n—+4o00

N

Le théoréme des Gendarmes montre que S, —+>
n——+0oo

ol 3
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1. Par somme de nombres réels positifs, on a
™ 2 -2
Vte[O,i}, acos“t+bsin“t >0

Reste a montrer que pour ¢ € [0, 7], la quantité acos®t + bsin? t n’est pas nulle.

Une somme de nombres positifs est nulle si et seulement si ces nombres sont nuls, d’ou les
équivalences :

9 . 9 acos?t =0 cost =10
acos’t+bsin“t =0 <= 9 <— )
bsin“t =0 sint =0

La derniére assertion étant fausse, la premiére ’est aussi.

On a donc montré que
Vi e [O,g}, acos®t + bsin®t > 0 et acos?t + bsin®t # 0

Ainsi, le logarithme est bien défini.
De plus, la fonction intégrée est continue sur [0, 5.
Donc le réel I(a,b) est bien défini.

2. Ona .
I(a,b) = /2 In(acos?t + bsin® t)dt
0

Effectuons le changement de variable ¢ = 5 —x (la fonction 2 — § —x est bien de classe C') :

I(a,b) = /O In (acosz(g —x)+ bsinz(g - x))(—l)dx

g
2

D’aprés les formules de trigonométrie, on obtient
%
I(a,b) = / In(asin? z + bcos® x)dz
0

ce qui montre que I(a,b) = I(b,a).
3. Procédons par disjonction de cas.

Cas1l:a<bd

On a alors

s
Vt e {0,5}, acos’t+asin?t < acos®t+bsin?t < beos?t + bsin®t
—_——— —_————
a b

Appliquons la fonction logarithme qui est croissante :
T 2 .2
Vit e [0, 5], Ina < In(acos“t+bsin“t) < Inb
Par croissance de l'intégrale, on obtient
glna < I(a,b) < glnb

Dans ce cas, on a min(a,b) = a et max(a,b) = b, d’ou

s ) T

5 In (min(a,b)) < I(a,b) < 5 In ( max(a, b))

Cas2:b<a
D’aprés le cas 1, on en déduit que

gln(min(b,a)) < I(bya) < gln(max(b,a))

On termine en utilisant le fait que I(b,a) = I(a,b) d’aprés la question 2, et le fait que
min(b, a) = min(a, b) et idem pour max.
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4. On utilise la question 2, la linéarité de 'intégrale et le fait que la somme de logarithme est
le logarithme du produit et on obtient :

™

2l(e, B) = I, B)+ I(B,a) = /Ofln [(acoszt—i—Bsin2t)(ﬁc082t+asin2t)}dt

Pour conclure, il suffit de montrer que, pour tout ¢, on a

2
(acos?t + Bsin? t)(Bcos® t + asin®t) = aff cos?(2t) + (a ; B) sin?(2t)

Cette derniére égalité reléve d’un petit exercice de trigonométrie.
Allons-y.
En développant le membre gauche, on tombe sur

af(costt +sin*t) + (a® + %) cos?tsin’t
En ajoutant et soustrayant 2c/3 cos? t sin? ¢, on obtient :
aB(costt —2cos’tsin?t +sin*t) + (o + 208 + ?) cos® tsin? t

c’est-a-dire : )

ab(cos?t —sin?t)? + (a + B)2 (% sin(2t))

D’out a3 cos?(2t) + ( sin?(2t), ce qui est le membre droit !

a+pj ) 2
2
5. D’aprés la question 4, on a :

™

2I(a,b) = /05 In [abcosQ(Qt) + (

a+b

)2 sin? (2t)] dt

Effectuons le changement de variable x = 2t :

2I(a,b) = /Oﬂln [abcos2x+<aT+b)2sin2 }%da:

Multiplions par 2 et utilisons la relation de Chasles, on obtient :

z i

4I(a,b) = /05 In [abcos%c + (ClT—’—bfsin2 33} dr + [f In [abcost + ((LT—i—b)Qsin2 .Z'} dz
E

=1(ab,(442)?)

Prenons l'intégrale de droite et effectuons le changement de variable z =y — & (la fonction
y+—y — 5 est de classe ch.

On obtient
/; In [abcos2z + (CLTer)zsin2 x]dz = /072‘ In {abcos2 (y+ g) + (a;rb>281112 (yJF g)}dy
= /0’2' In {ab(—siny)2 + (a ;_ b)2 cos? y} dy trigo
= I((a;b)2,ab)
= I(ab, (a ;— b)2> i’a:pzébs 2 avec
et b2
5= ("3

6. Soit n € N. D’aprés la question 5 avec o = u,, et = v,, on a
21 (tup, vp) = I(Un+1, Unt1)
Par récurrence, on obtient

VneN, I(up,v,)=2"I(a,b)
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7. On constate que w,+1 = w? (idem pour w),). Par récurrence, on en déduit

;2"

(%) VneN, w, =w? et VneN, w, =w,

Rédigeons la récurrence pour la suite (wp).

PSR T . 0
Initialisation. Comme 2° =1, on a wg = w(Q) .

Heérédité. Soit n € N tel que wy, = won.

nt1
Montrons que wyp41 = w% .

On a wp41 = w%. D’aprés 'hypothése de récurrence, on a donc

2742 2" %2 gntl
wnt1 = (wy )7 = wy = Wy

Soit n € N. Reprenons ().
Vb +a
2

En posant 0 = qui est wp et § =

Vb a
2

qui est wy, on a donc :

/Un + /Up _ 0_2n ot V/Un — v/Un _ 52n
2 2

Par somme et différence, on en déduit

Vo, = o 48 et Vi, = o

n

—-52”

d’ou

iy (s

Vbh+ a2 Vb —an?
M:( 2 2 b+f> +(b \[)

et V“”:( 2 2
Mew:@’wa:

. En posant ¢ =

vneN, Vo, = o2 +6% et VneN, Vu, = o2 -6

En forgant la factorisation par o, on a

Von = o2 (1 + (i)2”> et Vim = a2 (1 - (3)2’1)

En appliquant le log :

1 a\2"
—Inv, = 2"lnc + In|1+ (—)
2 o
- 1
En multipliant par o1

-1 :

on
In v, = 2lno + 2iln <1+ (é> )
2n 2n o

5 52"
Comme — € ]—1,1[ (cf. ci-dessous), on a (7> — 0.
g g n—-+oo

0
Justification. Montrons que — € |—1,1].
o

Cela équivaut a

§ _Vbtva _ vb—va _ vVb+ya

-1<—-<1 c’est-a-dire —0c<d<o c’est-a-dire
o 2 2 2

C’est-a-dire encore
—(Vb++va) < Vb—+/a et Vb—+va < Vo+a
Vb < Vb et —Va < Va

Ce qui est vrai!

1
De plus, — —— 0
¢ pius; 2" n—+oco

Par somme de limites, on a donc
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2lno.

Inu
De la méme fagon, on a
2" n—+oo

D’aprés 3, on a

gln(min(un,vn)) < I(up,v,) < gln(max(un,vn))
=2"1(a,b)

Comme la fonction In est croissante, on a In (min(umvn)) = min (ln Unp, In ’Un). Idem pour
le max.

En divisant par 2™, on a

T Inu, Inwv, T Inwu, Inwv, )

(®) Zmin (S5, S0 ) < I(a,b) < g max (St

Inu
( an) convergent vers 2lno, on en déduit que le min et le
max de ces deux suites convergent également vers 2Ino.

In
Comme les suites ( 2:") et

Remarque. Tiens, il faut savoir démontrer que

= max(an,al,) — max((, )
n—-+oo
n——+oo

T+y+lz—yl

Cela peut se faire en utilisant la formule max(z,y) = 2

Idem pour le min.

Ainsi, dans (#), les membres gauche et droit tendent vers 7lno.

D’aprés le théoréme des Gendarmes, on obtient que la suite constante (I (a, b))n cny converge
vers wlno.

Par unicité de la limite, on obtient I(a,b) = wlno.

Bilan :

I(a,b) = ©ln (M)
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1. La fonction intégrée est continue sur [0, 1], donc P'intégrale est bien définie.
2. (a) Une racine 8-éme de 16 est v/2.
Donc (WHY ?)
x8-16 = JJ(x-v29

CeUs

Or ’ensemble des racines 8%™¢ de 'unité est

V2 V2 V2 V2

US = {1,&},1,&]/,71,577175} Oﬁw:7+l7 etw/:7717
D’ou

X816 = (X — V2)(X + V2) (X — V21)(X + V2i) (X — V2w)(X — V2m) (X — V2u')(X — V2u)

X2-2 X242 X2-2X+2 X242X+42

Remarque. On a utilisé I’égalité trés pratique suivante, ot z € C

(X —=2) (X —2) = X2 —(24+2)X 422 = X2 -2Re(2)X + |22
On en déduit
X816 = (X2 —2)(X?+2)(X? —2X +2)(X? +2X +2)

Cette égalité n’est pas la factorisation en irréductibles de R[X], puisque le polyndme
X? — 2 est réductible (produit de deux polynémes de degré 1 dans R[X]).

(b) En posant la division euclidienne, on trouve
X544 X442X3 -4 = (X242)(X3+X2-2)

Le polynome de degré 3 admet nécessairement une racine réelle. Trouvons-en une ! A Pceil
nu, on voit que 1 est racine, donc on a une égalité du type X3+ X2 -2 = (X —1)(X2+
~X + 2), et on trouve vy = 2.

La factorisation en un produit d’irréductibles de R[X] est

XP4+ X 42X3 —4 = (X2 4+2)(X - 1)(X?+2X +2)
3. Fixons t € [0,1]. D’apreés ce qui précéde, on a

5+t + 213 — 4 (2 +2)(t — 1)(t? + 2t + 2)

8 — 16 (2 =2) (2 2) (12 -2t + 2)(#2 + 2t + 2)

t—1
(2 —2)(#2 -2t +2)°
Pour conclure, il reste & voir pourquoi

qui apreés simplification vaut

t—1 1 t t—2
(t2—2)(t2—2t+2) 4\#2-2 2-2t+2)°

En considérant la parenthése du membre droit et en réduisant au méme dénominateur, on
trouve un numérateur égal a

tt? =2t +2) — (t—2)(t* —2) qui vaut 4t —4

D’ou I’égalité.

4. On trouve facilement une primitive de chaque fonction intégrée. On a donc :

1

2 1

112/ %dx = [ln\x2—2|} = —In2
0 X% —2 0

1
2z — 2 9 1
[2:/0 mdx = [ln\x —233—!—2@0 = —In2

I 1 L d A 1 ' T
8 /0 22212 [ retan(z — 1) 0 4
—_————

1
(z—1)2+1
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5. On a

ot 42t3 — 4 1/ t t—2
vief), SHEAESL Lo )
t8 — 16 4\t2 -2 2 -2t+2
_ 1(1 2t 1 2t—-2 n 1 )
C4\242 -2 2#2—2t+2 2 —2t+2
D’ou L1 )
1= 3(Gh-3k+h)
1 .
Comme I; = Ir,onal = ZIg, d’ou
™
I = —
16
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