Programme de colle n° 24

semaine du 12 mai 2025
Le théme de la colle est « intégration et un peu de probas finis » Pour les colleurs. SANS variables aléatoires. Merci de
lire le programme officiel ci-apres.

Un peu d’espace euclidien

¢ Inégalité de Cauchy-Schwarz et cas d’égalité avec démonstration

 Inégalité triangulaire et cas d’égalité avec démonstration

¢ Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre. En particulier, une famille orthonormée de E est libre.
¢ Savoir prouver

Soit E un espace préhilbertien. Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie.
AlorsE = Fe F+

Pour étre stire que tout le monde s’y retrouve, je redonne la preuve a la fin de ce pdf.
¢ Savoir prouver
Soit E un espace euclidien muni d’'une base orthonormée % = (ey, ..., ep).
Soit f une forme linéaire sur E.
Montrer qu'il existe un unique vecteur a€ E telque Vx€E, f(x)={(alx).
Et l'expliciter dans la base 2.

¢ Savoir prouver

Soit E un espace euclidien (donc de dimension finie).
Soit F unsevdeE. AlorsdimF + dimF* = dimE et (FH)'=F

¢ Savoir prouver

Soit x € E. Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie.
Notons pr la projection orthogonale sur F.
La distance du vecteur x a F est atteinte en un unique point de F, a savoir pg(x).

Autrement dit :
d(x,F) =|lx—prx)|
VyeF, |[dxF)=|x-yl = y=pF(X))

» Expliquer toute la démarche pour déterminer (je ne demande pas de faire les calculs) :

2n

2
inf (t—(acost+ bsint)) dt.
(a,b)eR? Jo

e Savoir ENONCER proprement Gram-Schmidt. Et savoir 'appliquer dans un cas concret (je ne demande pas de
connaitre la preuve formalisée).
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Intégration

Cette section a pour objectif d’établir les principales propriétés de l'intégrale d'une fonction continue sur un segment
de maniere a achever la justification des propriétés présentées dans la section « Techniques fondamentales de calcul en
analyse ». Elle offre l'occasion de revenir sur les techniques de calcul intégral, mais aussi de traiter des exercices d’'esprit
plus théorique.

Les méthodes de calcul approché d’intégrales donnent l'occasion de revenir sur la problématique de 'approximation. On
pourra ainsi comparer les performances de la méthode des rectangles et de celle des trapézes.

La construction de l'intégrale n'est pas un attendu du programme, mais les étudiants doivent avoir été sensibilisés a cette

problématique.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Fonctions en escalier

Subdivision d'un segment, pas d'une subdivision.
Fonction en escalier.
Intégrale d'une fonction en escalier.

Les fonctions sont définies sur un segment et a valeurs
dans R.

b) Intégrale d’'une fonction continue sur un segment

Intégrale d'une fonction continue sur un segment a va-
leurs dans R.

Linéarité, positivité et croissance de 'intégrale.

[ osl<[ i
la,b] la,b]

Inégalité triangulaire intégrale :

Relation de Chasles.

Si f est continue, a valeurs dans R* et si

alors f =0. [a,b]
Intégrale d’'une fonction paire ou impaire sur un segment
centré en 0. Intégrale d'une fonction périodique sur un
intervalle de période.

f=0,

Interprétation géométrique de I'intégrale.

b b
Notationsf f,f f,f fHde.
[a,b) a a

b

Extension de la notation f f(t)dtaucasou b < a.
a
Propriétés correspondantes.

Valeur moyenne d’'une fonction continue sur un segment.

c) Sommes de Riemann

Pour f continue sur le segment [a, b],

b—
n

b-a b
p )m[a f(dr.

anilf(ch
k=0

Interprétation géométrique.
La démonstration pourra étre proposée dans le cas ou f
est lipschitzienne.

d) Lien entre intégrale et primitive

P
Dérivation de x — f f(t)dt pour f continue.
a

Toute fonction continue sur un intervalle possede des
primitives.

e) Inégalité de Taylor-Lagrange

Inégalité de Taylor-Lagrange.

La formule de Taylor avec reste intégral n’est pas exigible.
L'égalité de Taylor-Lagrange est hors programme.

On souligne la différence de nature entre la formule de
Taylor-Young (locale) et I'inégalité de Taylor-Lagrange
(globale).

f) Breve extension au cas des fonctions a valeurs complexes

Intégrale d'une fonction continue sur un segment a va-
leurs dans C.
Linéarité, majoration du module de I'intégrale.

Définition au moyen des parties réelle et imaginaire.
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CONTENUS

Inégalité de Taylor-Lagrange.

CAPACITES & COMMENTAIRES

A - Probabilités sur un univers fini, variables aléatoires et lois

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Univers, événements, variables aléatoires

Lien entre vocabulaire ensembliste et vocabulaire des
probabilités.

Une variable aléatoire X est une application définie sur
I'univers Q a valeurs dans un ensemble E.

On se limite au cas d’'un univers fini.

Evénement élémentaire (singleton), systéme complet
d’événements, événements disjoints (ou incompatibles).
Notations {X € A} et (X € A).

b) Espaces probabilisés finis

Probabilité sur un univers fini.

Une distribution de probabilités sur un ensemble E
est une famille d’éléments de R* indexée par E et de
somme 1.

Probabilité uniforme.

Probabilité de la réunion ou de la différence de deux évé-
nements, de I’événement contraire. Croissance.

Espace probabilisé fini (Q, P).

Notations P(X € A), P(X = x) et P(X < x).

Une probabilité P sur Q est déterminée par la distribution
de probabilités (P({w}))weq-

La formule du crible est hors programme.

c) Probabilités conditionnelles

Si P(B) >0, la probabilité conditionnelle de A sachant B
P . P(AnB)
est définie par la relation P(A|B) = Pg(A) = ————.

P(B)
Lapplication Pg est une probabilité.
Formules des probabilités composées, des probabilités
totales, de Bayes.

Par convention, P(A|B)P(B) = 0lorsque P(B) =0.

e) Evénements indépendants

Les événements A et B sont
P(AnB)=P(AP(B).
Famille finie d’événements indépendants.

indépendants si

Si A et B sont indépendants, A et B le sont aussi.

Si P(B) > 0, l'indépendance de A et B s’écrit
P(A|B) =P(A).

Lindépendance deux a deux n'implique pas I'indépen-
dance.

Extension au cas de n événements.
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Montrons que E = F & F*.
Soit x € E. Montrons qu'il existe un unique couple (y,z) € F x F* tel que x = y + z.
Analyse. Supposons qu'il existe (y,z) € F x F+ tel que x = y + z.

BUT. On cherche a exprimer y en fonction de x et 2.

- Comme F est de dimension finie, il possede une base orthonormée 28 = (e, ..., ep).

Ona

p
y =) (ylew ek
k=1

— Montrons que (y | ex) = (x| ex).
En appliquant (e | ex) al’égalité x=y+z,ona:

Vkell,pl, {(xlex) = (yler) +(zlek

Comme z € F+ etere F,ona(z|eg)=0.
Dou, (y|er) = (x| ex).

p
Ainsi, y = X (x|ex)ek.
k=1

p
Syntheése. Posons y = ) (x| eg)eretz=x—y.
k=1
Alors
- X=y+z
— Y€ Fcar F=Vect(ey,...,ep).
- ze€ Ftcar

Viell,pl, (zle) = (x—yle)) = (xle)—(yle) = 0

Justifions la derniére égalité sans calcul, cad montrons sans effort que (x| ex) = (y | ex).

p
D’une part, on a par définition y = Y (x| ex) e.
k=1

p
D’autre part, comme (ey, ..., €p) est une BON, y s’écrit kgl(y | ex)er.

Par unicité de I’écriture d'un vecteur dans une base, on a alors (x| ex) = (¥ | ex).
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