Programme de colle n° 5

semaine du 3 novembre 2025

Remarque pour les colleurs.

Le theme de la colle est « généralités sur les fonctions réelles » et « fonctions usuelles ».
Nous n’avons traité qu'un seul exercice sur les fonctions usuelles, donc soyez bienveillants.
I1'y a bien stir les exemples du cours.

Pour étre plus précis, voir le programme dans les pages suivantes.

Preuves et petits exercices a connaitre
Un peu du chapitre « Fonctions réelles »

¢ Soit D une partie quelconque deRet f: D — R.
Si f est strictement monotone, alors elle est injective.

e Soit f: X — Y une bijection o1 X, Y sont des parties de R.
Si f est strictement monotone, alors f~! est strictement monotone de méme monotonie que f.
e Soit f: X —R. Alors:
festbornée < 3IKeR, VxeX, [f(x)|<K

e Soit f: X —R.
Si f est strictement monotone, alors f induit une bijection de X dans f(X), notée f

De plus, la bijection réciproque f’l : f(X) — X est strictement monotone, de méme sens de variation que f.

Précision pour vous aider a comprendre. Le verbe « induire » signifie « provoque la naissance »
« Si f est strictement monotone, alors f fait naitre une bijection de X dans f(X), notée f
C’estI'application f: X — fX

x — fx)

o Autrement dit, encore.

Posons f: X — f(X) .Sif eststrictement monotone, alors fest bijective.
X — f(x)

Un peu du chapitre « Fonctions usuelles »

Inx

e Preuve de T T Oetxlnx——0
X—+00

x—0

¢ Deux preuves de (en utilisant la dérivation, puis sans dériver avec la définition de Arctan)

. 1 six>0
VxeR™, Arctanx+Arctan— =
X six<0

A
2
A
2

o FEtude de la fonction x — Arcsin(sin x).

¢ Présentation d'une ou deux fonctions (définition, ensemble de définition, ensemble de dérivabilité, dérivée, tableau
de variations, graphe et principales propriétés) parmi Arctan, Arcsin, Arccos, ch, sh et x — x% pour a € R.
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A - Fonctions d’une variable réelle a valeurs réelles ou complexes

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Généralités sur les fonctions

Ensemble de définition.
Représentation graphique d’'une fonction f a valeurs
réelles.

Parité, imparité, périodicité.
Somme, produit, composée.

Monotonie (large et stricte).
Fonctions majorées, minorées, bornées.

Les étudiants doivent savoir déduire de la représentation
graphique de f celles de fonctions obtenues par des trans-
formations simples, comme x — f(x+ a) ou x — f(ax).
Interprétation géométrique de ces propriétés. Utilisation
pour la réduction du domaine d’étude.

Traduction géométrique de ces propriétés.
Lafonction f estbornée siet seulementsi | f| est majorée.

b) Dérivation

Dérivée d’'une fonction.

érivé inai inéaire, d'un produit, d'u
Dérivée d'une combinaison linéaire, d'un produit, d'un
quotient, d’'une composée.

Caractérisation des fonctions constantes, (dé)croissantes,
strictement (dé)croissantes, parmi les fonctions déri-
vables sur un intervalle.

Tableau de variations. Etude pratique d’'une fonction.
Tracé du graphe.

Représentation graphique et dérivée d'une fonction réci-
proque.

Fonction de classe €.

Dérivées d’ordre supérieur.

d
. !
Notations f'(x), P (f0).

Ces résultats sont rappelés, avec la définition de la dérivée
et]’équation de la tangente; ils ne sont pas démontrés a
ce stade.

Exemples simples de calculs de dérivées partielles.
Résultats admis a ce stade.

Application : recherche d’extremums, démonstration
d’'inégalités.

La formule donnant la dérivée est admise, mais on en
donne l'interprétation géométrique.

c) Fonctions usuelles

Fonctions exponentielle, logarithme népérien, puis-
sances.

Relations (x)% = xy%, x%+F = x@xP, (x)P = xP.
Croissances comparées des fonctions logarithme, puis-
sances et exponentielle.

Inégalités exp(x) = 1+ x, In(1 + x) < x.

Fonctions circulaires réciproques Arcsin, Arccos, Arctan.
Fonctions hyperboliques sh, ch.

Dérivée, variations, représentation graphique.

Les fonctions puissances sont définies sur R} et prolon-
gées en 0 le cas échéant. Seules les fonctions puissances
entiéeres sont en outre définies sur R*.

Logarithme décimal, logarithme en base 2.

Dérivée, variations, représentation graphique.

Dérivée, variations, représentation graphique.

La fonction tangente hyperbolique et les fonctions hy-
perboliques réciproques sont hors programme. La seule
formule exigible est ch?(x) —sh?(x) = 1.

d) Dérivation d’'une fonction complexe d'une variable réelle

Dérivée d'une fonction a valeurs complexes.

Dérivée d'une combinaison linéaire, d’'un produit, d'un
quotient.

Dérivée de exp(¢) ou ¢ est une fonction dérivable a va-
leurs complexes.

La dérivée est définie par les parties réelle et imaginaire.
Breve extension des résultats sur les fonctions a valeurs
réelles.
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