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I. L'ensemble des nombres complexes

Définition de C

La construction de 'ensemble des nombres complexes est hors-programme.
On admet donc qu'il existe un ensemble C contenant R,

Ainsi :

muni d'une addition notée + et d'une multiplication notée x, ou le plus souvent implicitement (c’est-a-dire sans
symbole, comme dans R), avec lesquelles on calcule comme dans R,

possédant un élément noté i dont le carré vaut —1,

dont tout élément, appelé nombre complexe ou complexe, s’écrit de maniére unique sous la forme x +1i- y ou encore
X +1y, avec x et y réels.

pour tout élément z de C, il existe un unique couple (x, y) € R? tel que z = x +iy; les réels x et y sont alors respective-
ment appelés partie réelle et partie imaginaire du complexe z, et 'on note alors :

x=Rez et y=Imz;

sizeC,z' eCetsil'onpose x=Rez, y=Imz, x' =Rez/, y) =ImZ2/, alors (en utilisant les mémes régles de calcul que
dansR) ona:

z+7Z =(x+xN+i(y+y)
zZ =(xx' —yy)+ixy +yx);

un complexe z est réel si et seulement si Im z = 0 (autrement dit le réel x s’identifie au nombre complexe x + 0i);

en particulier, le complexe 0 + 0i se note simplement 0. Il coincide avec le 0 de R. Un nombre complexe z est nul s'il
est égal a 0, ce qui est encore équivalenta Rez=Imz =0;

les complexes dont la partie réelle est nulle sont appelés imaginaires purs; z est donc imaginaire pur si, et seulement
si, il existe y € R tel que z =iy.
Lensemble des imaginaires purs est noté iR.

Conséquences de 'unicité de I'écriture

Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si, ils ont méme partie réelle et méme partie imaginaire.
On a, pour tout (z,z') € C? :

Re(z+z')=Rez+Rez et Im(z+z)=Imz+Imz,
Re(zz')=RezRez —ImzImz et Im(zz)=RezImz' +Rez Imz.

Pour tout complexe z, le complexe —z = —Rez — ilm z est appelé opposé de z. C’est 'unique nombre complexe z’ tel
que z+z' =0.

Tout complexe z # 0 possede un inverse unique (pour la multiplication) car, si x =Rez et y =Im z, alors :

' X Y

. 2. / !
Z=———-—-———i vérifie zz =zz=1
X2+y2 X2+ 2

Cet inverse z' est noté z~! ou %
On en déduit, comme dans R, que si les complexes z et z’ vérifient zz' =0, alorsona z=0ou z' =0.
En effet, si z # 0, alors en multipliant I'égalité z z' = 0 par z™!, on obtient z’ = 0.

Attention.

Contrairement a R, 'ensemble C ne peut pas étre muni d'une relation d’ordre compatible avec les opérations, c’est-a-dire

pour laquelle le produit de deux nombres positifs est positif et 'opposé d’'un nombre positif est négatif.



Représentation géométrique
Munissons le plan usuel d'un repere orthonormé direct (O, 7, J).
« Tout point M est caractérisé par un unique couple de coordonnées (x, y) vérifiant OM = x7+ y ] :

— le complexe z = x+iy est alors appelé
affixe de M;

— le point M est appelé l'image de z et
est souvent noté M.

 Pour un vecteur # s’écrivant #i = x7+ y J, le complexe z = x + iy est appelé affixe du vecteur ii.

Conjugué

Définition. Soit z € C. On appelle conjugué de z le complexe z définipar z = Rez—ilmz.

Proposition (Parties réelle et imaginaire en fonction du conjugué).
Pour toutze C,on a

zZ+z zZ—z
et Imz = -
21

Rez =

Proposition. Soit z € C.
On a les équivalences
ZeER = z=1z et Z€IR <— z=-2z

Un nombre complexe est réel si et seulement si son conjugué lui est égal.
Un nombre complexe est imaginair pur si et seulement si son conjugué est égal a son opposé.

Proposition (Réegles ge calcul).
PourtoutzeC,ona z = z.

Pour tous z; et zp dansC,on a:

- 21 21
21+ 20 = 21+ 2, Z21%2) = 2122 et (—) = :lorsque Zo #0.
Z2

« Remarque. On en déduit, par récurrence, que

vneN*, Vzy,...,zn€C, Z1+-+2, = 21+ +2, et 21 "Z%p = Z1°**Zp.

En particulier :
vneN, VYzeC, z"=7Z"
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preuve

sol — 22

preuve

Module d’'un nombre complexe

SoitzeC.OnazzeR" car:

zZ = (Rez+ilmz)(Rez—ilmz) = (Rez)? + (Im z)?

Cela légitime la définition suivante.

Définition. Soit z € C. Le module de z est le réel positif noté | z| défini par :

Izl = VzZ = V(Rez)? + (Im2z)2.

L

Remarque importante. Pour calculer |z| ou l'utiliser, ne pas vouloir systématiquement appliquer la
formule |z| = /(Re 2)2 + (Im z)2; penser aussi a |z| = V'zZ, ou encore 2 |z|* = zZ.

Remarque pratique. Il n’est pas vrai que x =J=&=5%x = 1 . Mais pour x > 0, c’est bien vrai!
D’ou I'équivalence tres pratique |z| =1 < |z|2 =1.

Remarque facile. Lorsque le complexe z est réel, le module de z est égal a sa valeur absolue et ils se
notent 'un et 'autre | z|.

Interprétation géométrique du module. Soit z;, 2, € C. Alors |z; — z»| est la distance entre les points
M, et M,.

Proposition. Soit w € C et r € R}.
L'ensemble des points M, tels que |w — z| = r (resp. |w — z| < r) est le cercle (resp. le disque) de
centre M, et derayon r.

Proposition (Module d’'un produit et d’'un quotient). Pour tous z;,z; € C,on a:

z lz1l .
|21 22| = |z1]122| et —| = — siz#0
k%) | z2]
« Remarque. On en déduit, par récurrence, que
VneN*, Vzy,..,zp,€C, |z1--2,| = 21|+ |25
En particulier :
VneN, VzeC, |[z"|=lz"

: . z-1i i
Question. Soit z € C\ {—i}. On pose z’ = Pl Montrer I'équivalence |Z'| =1 < z€R.
zZ+1i

Démontrer géométriquement cette équivalence.

®

»

L2

Proposition. Soit ze C. On a:
|z] = |- z| =z
z=0 < |z]=0
|Rez| <zl et |Imz| < z|
|Rez| =12zl = zeR et [Imz|=|z] = z€iR

Rez=|z| & zeR" et Imz=|z| < z€iR"




Proposition (inverse et conjugué). Soit z € C* un complexe non nul.
preuve On a

z

1
z |z|?

1 _
En particulier, [z|=1 < —=Z.
z

« Explication. La premiere formule traduit le fait que «'inverse et le conjugué, c’est presque pareil »; ils
sont égaux a un facteur multiplicatif pres qui s’exprime en fonction du carré du module.

« Sur le cercle trigo. L'équivalence traduit le fait que, sur le cercle trigonométrique, le conjugué et I'in-
verse sont égaux; et réciproquement.

« Expression de I'inverse. Lorsque z est écrit sous forme algébrique, disons z = x +iy avec x et y réels,

alors I'inverse vaut : _ .
1 z x—1iy

z  |z2 X%+ y?

Question. Soit a, b, c trois complexes de module 1. Montrer que |ab + bc + cal = |a+ b+ c|.

sol — 23
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Inégalité(s) triangulaire(s)

Proposition (Inégalité triangulaire). Soit z,, z, € C.
Ona:
|21 + 22| < |z1] +|22] inégalité de R*

Le cas d’égalité :

lz1+ 20| = |z1|+22] <= (3u€R+,z1:u22 ou 3JNeRY, zn=1z7

Généralisation. Il résulte de I'inégalité triangulaire, par une récurrence immédiate que,

VvneN*, VY(z,...,z,)€C",

n
> %k
k=1

n
< Dzl
k=1

Interprétation géométrique.
Soit z;, 2z € C. On appelle M; . -, le point d’affixe z; + z,.
Linégalité |z + z2| < |z1] + | 22| correspond a :

OM21+22 < OMZ] + MZ1M21+Zg

Remarque. La condition «il existe A € R* tel que z, = A z; » signifie géométriquement que les vec-

teurs M, M, .-, et OM_, sont colinéaires et de méme sens, c’est-a-dire que M, appartient au segment

[OMz, +2,].

Proposition (Seconde inégalité triangulaire). Pour tous z,z' € C,on a:

Izl - 12| < 1z-2.

Proposition (La totale!). Pour tous ¢,¢' € C,on a:

161 =1¢"1] < 1E+& < 181+1E




II. Lensemble U

Notation. L'ensemble des nombres complexes de module 1 est noté U.

U ={zeC|lzl=1}

Les regles de calcul sur les modules des produits et quotients de nombres complexes nous donnent
immédiatement :

« Le produit de deux éléments de U est élément de U.

« Linverse de tout élément de U est élément de U.

« Pourtout z€ C* nonnul, ona é el.

Définition. Pour tout réel 6, on note e le nombre complexe défini par

0

e =cos0 +isind.

« Image de 0. Lorsque 8 =0, alors on a el =1,
Plus généralement, pour tout k € Z, on a eizkm

et sinus).

=1 (ceciest dli ala 2z-périodicité des fonctions cosinus

« Mieux.Ona: .
ef=1 < 6=0]27]

Cf. ci-dessus.

) cosf =1
— |Légalité ' = 1 fournit en identifiant parties réelle et imaginaire les égalités
8 p & 8 sind =0
D’ou 6 =0 [27].
Proposition (paramétrisation de U). Soit z€ C. On a
zelU — (EIHEIR, z:eie)
Proposition. Soit 0 et 6’ deux réels.
Ona ' '
el = — 0=0121]
Proposition. Pour tous a, e R, on a:
preuve
el®  olf — oila+p) L — e iB L — e _ eil@a—p)
elf elf elf

« Remarque. Le deuxieme point est délicat a comprendre.
11y a un léger abus de notation dans e . En effet, on ne s’autorise officiellement que du e' ¢,

11 faut donc comprendre que e~/ désigne e!=P.

La deuxieéme égalité dit donc que I'inverse de e’ est le complexe el avec B =-p.
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III. Formules d’Euler et de Moivre

p

Proposition (Euler). Pour tout 0 € R, on a

eiG + e—i@ ) eiH _ e—i9
cos@=——— et sinf= -
2 21

Question. Soit § € R. A 'aide de la formule d’Euler, linéariser cos® 8, puis linéariser sin®6.

sol — 24

Pl‘OpOSition (Angle mOitié). a ne pas apprendre, a savoir retrouver
Pour tous p,g e R, on a

. ) .P+q _ ) . ptq _
e? +ell = ¢ 2 2cos(qu) et e’ —e!d = ¢ 2 2isin(p q)

En particulier, pour tout 0 € R, on a

. . 0 . . 0
1+elf = e‘g 2COS(§) et 1-e? = e‘g[—Zisin(E)]

J

R . jpra . .
Concretement, pour retrouver ces formules, on force la factorisation par e' 2 . Le deuxiéme facteur est alors un réel ou un
imaginaire pur.

En considérant des expressions de la forme cos p+cos g et sin p+sin g comme les parties réelles ou imaginaires de e'” +¢'9,
on retrouve les formules trigonométriques qui en donnent une factorisation.

Question. Soit 6 € [0,27[. Donner le module de 1 + e et faire un dessin pour illustrer le résultat.

sol — 25

preuve

Proposition (Formule de Moivre).
Pourtoutf e Rettoutne Z,ona:

(eie)” _ oind

ou encore
(cos@ +isinB)" = cos(n) +isin(nh)

ou encore
cos(nf) = Re((cos@+isin9)”) et sin(nf) = Im((cos@+isin0)”)

La premiére formulation parait vide de sens, mais n’oublions pas que e'? est, a priori, une notation, et que 'on montre a
présent que c’est une bonne notation, puisque se comportant comme l'exponentielle réelle!

La deuxieme formulation montre que I'on peut facilement élever a la puissance # un nombre complexe de module 1 (et
donc, comme nous le verrons, tout nombre complexe!).

La derniere formulation montre que I’on peut exprimer cos(n6) et sin(n) en fonction de cosé et sin6.

Question. Montrer que (4 +i%2)'% = -1 _ {22,

sol — 26

Question. Exprimer sin(40) en fonction de cos0 et sinf.

sol — 26



sol — 26

IV. Forme trigonométrique, argument

Proposition.

— Soit z € C* un complexe non nul. Alors il existe r € R* et § € R tels que z = r e,

— Soit (r,0) e R xRet (r',0") e RY xR.

Ona:
relf = el = '~ r
0=0"[2n]

Définition. Soit z€ C*.
On appelle forme trigonométrique de z toute écriture de la forme :

z r (cosO +1isinf) {rEIRf‘;
avec

= re? 0eR

Un tel réel 0 est appelé un argument de z.
Un tel réel r est appelé le module de z.

r=0M,

« Lorsqu'un nombre complexe z est mis sous forme trigonométrique z = rel?, alors , L —
6 est une mesure de 'angle (7, 0M;)

donc les réels r et 8 forment un couple de coordonnées polaires de M.
« Le module d'un nombre complexe est défini de maniére unique : tout complexe, méme 0, possede un module.
« Enrevanche, on ne parle d’argument que pour un complexe non nul, et un tel réel n'est défini que modulo 2.

« Enimposant 8 a appartenir a un [0, 27[, on récupere de I'unicité et on pourrait alors parler de 'argument de z.
Mais on pourrait aussi prendre |-, 7] ou ....
Donc, officiellement, en toute rigueur, on dit un argument.
Mais il faut savoir étre 1éger, et il nous arrivera tous, un jour, de parler de argument de z : dans ce cas, il faudra avoir en
téte que c’est un abus de langage.
Les mathématiciens ont quand méme fait un choix pour pouvoir parler de Pargument d'un complexe non nul. Celui qui
appartient a |-, ] s’appelle ’argument principal.

« Bien que 0 n'ait pas d’argument, on peut quand méme écrire 0 = re'?, en prenant r = 0 (et 6 € R quelconque).

« Pour z€ C*, en notant 6 un argument de z, on a:

b3
ZER* < 6=0[x] et zeRY < 0=0/[2n] et inR*mHEE[n]

« Reformulation. La proposition précédente dit que :

Deux nombres complexes non nuls sont égaux si, et seulement si, ils ont méme module et
meéme argument d 27 -pres.

« Attention. Si un complexe z s'écrit z = p el? avec p € R et 6 € R, il ne s'agit pas nécessairement de la
forme trigonométrique de z.

En effet, on a |z| = |p| et donc:
— sip >0, alors |z| = p, et un argument de z est 0,
— sip <0, alors |z] = —p, et un argument de z est 6 + 7,

— sip=0alors z=0, et z n'a pas d’argument.

Question. Soit 8 € [0,27[ \{n}.
Donner la forme trigonométrique de z = 1+ e'¥ en fonction de 6.
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Il est aisé de calculer des produits, des quotients et des puissances de nombres complexes non nuls
écrits sous forme trigonométrique. C’est ce que nous dit la proposition suivante.

Proposition (Calculs). Soit 11,72 € R} et 01,62 € R.

Notons z; = nr; elf1 et Z2=T> elez, alorsona:
— _i 1 1 _: : 21 n o,
Zi=re i01 ——_e i0, 2120 = I e1(91+02) “ _61(91 62)
21 n 2 I

On en déduit que

Proposition. Soit z;,z, € C*.On a:
o arg(z) = —arg(z;) [2m]
1
o arg(—) = —arg(zy) [27]
<1
o arg(zyzp) = arg(zy) +arg(zp) [27]

. arg(i—;) = arg(zy) —arg(z) [27]

Question. Soit 7 € N. On pose z, = (1 +iv3)".
“=*" A quelle condition nécessaire et suffisante sur 7, le complexe z,, appartient-il 3 R~ ?

P ition.
roposition .

vewe | Soit z € C*. On écrit z sous forme algébrique et sous forme trigonométrique z = a+ib et z =re".
Alors, on a l’égalité :

VxeR, acosx+bsinx = rcos(x—0).

« Aretenir. En présence d'une quantité du type acos x+ bsin x, on peut considérer le nombre complexe
z défini par z = a +ib, puis trouver sa forme trigonométrique. Ensuite, il suffit de « donner un coup de
partie réelle et de partie imaginaire ».

10



V. Exponentielle complexe

A ce stade du cours,
— on connait e? pour z = x € R un réel (confer classe de 1°),
— on a défini e* pour z =i6 € iR un imaginaire pur.

Voyons comment définir e* pour z € C un complexe quelconque.

Définition. Pour tout z € C, on définit le nombre complexe e* par :

ez — eRezellmz.

« Lafonction exponentielle C — C ,notée encore exp
z — €*

— prolonge la fonction exponentielle définie sur R, puisque si z € R, alors on aImz = 0 et donc e™? = 1;

— est compatible avec la notation el puisque si z = if avec 6 € R alors, on a Rez = 0 et donc ef¢? = 1.

I N

Proposition. Soit z € C.
— Le module de e* est e?®% e R*.
— Un argument de e® estImz € R.

— Le complexe e* est non nul.

\ J

Question. Soit z € C. Montrer que e? = e,

sol — 27

Proposition.
. / /
— Soitz,Z/ € C.Ona e**t* =e”e”.

1
— PourtoutzeC,onan;éOet—Z:e_z
e

Rappel. On a:
— Vye..., JxeR, e*=y. — Vx X eR, e‘=e' < ......
— Vze..., 30eR, €=z — V0,0/eR, ef=¢ — ......
— Vae??, JzeC, e*=a. —Vz,Z7€C, e°=¢” — 0

I N

Proposition.

preuve
— Pour tout a € C*, il existe z € C tel que e* = a.
— Soit z,Z' € C.

Ona

ef=ef = dkeZ, z=z7 +i2knm.

Question. Résoudre I'équation e* = 1 +i d’inconnue z € C.

sol — 28
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VI. Résolution d’équations

Vx,xeR, x*=x? << ...... VZ,7'eC, 7°=7" — ......

Equation du type Z? = z,

[ Définition. Soit z € C. On appelle racine carrée de z, tout complexe Z tel que Z2 = z,. ]

Proposition (rappel). Tout réel non nul admet exactement deux racines carrées opposées. ]

« Leréel 0 n”"admet qu'une seule racine carrée qui est 0.

» Soit a € R}. Alors a admet exactement deux racines carrées qui sont v/a et —y/a (rappelons que /a désigne la racine
positive de a).

« Soit a € R*. Alors a admet exactement deux racines carrées qui sont iy/|a| et —iv/]al.

Ce rappel est un cas particulier du résultat plus général suivant :

Proposition. Tout complexe non nul admet exactement deux racines carrées opposées.

preuve

« Onne sait pas, dans C, privilégier 'une des deux racines d'un complexe zj, contrairement a ce qui se passe lorsque zp € R,
ol 'on choisit, parmi les deux racines carrées de zo, celle qui est positive que I’on note alors /z.
Par suite :
— il estimpossible d'utiliser la notation /zp pour un complexe zy quelconque;
— il faut donc parler d’'une (article indéfini) racine carrée de z; et non pas de la (article défini) racine carrée de z;.

Question. Déterminer les racines carrées de 1 —iv/3.

sol — 29

Proposition. Soit zy € C*.
Si on connait la forme algébrique de z(, alors on peut déterminer les formes algébriques des deux

racines carrées de z;.

Preuve. On traite icile cas zy € R (le cas zp € R est traité en 41).
Ecrivons zy sous forme algébrique zg = x +iy avec x e Ret y € R*.

Analyse. Soit Z € C tel que Z? = z.
Ecrivons Z = X +iY avec (X,Y) € R2.
En particulier, on en déduit

— Tl’égalité des modules : X + Y2 = /x2 + y2 (M
— I'égalité des parties réelles : X* — Y2 = x (i)
— l’égalité des parties imaginaires : 2XY =y (iii)

(comme y # 0, cela entraine X #Z0 et Y #0).
Par somme et différence de (i) et (i), on obtient X? et Y2, et donc X et Y au signe pres.
D’ol quatre possibilités puisque X #0 et Y #0, a savoir (X,Y), (X,-Y), (-X,Y), (-X,-Y).
D’apres (iii), le produit XY est du signe de y.
Parmi les quatre couples précédents, il n'y en a donc plus que deux.
D’otu1 deux valeurs possibles pour Z.

Synthese. Les deux racines carrées de zp trouvées dans I’analyse sont nécessairement solutions. En effet, on
sait (d’apres 42) qu’il y en a exactement deux. Comme on en a trouvé au plus deux, c’est qu’on les a toutes
trouvées.

Question. Déterminer sous forme algébrique les racines carrées de 21 — 20i.

sol —29

Question.

501 —29 . P . . P .
1. Déterminer sous forme algébrique les racines carrées de z = 1 +1i.

T T
2. En déduire cos 3 et sing-
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Equation du second degré dans C

Proposition. Soit (a, b, c) € C* x C x C. Considérons I'équation d'inconnue z€ C :

preuve

az’+bz+c=0. (E)

On note A = b? — 4ac son discriminant.

— Si A # 0, alors en appelant 6 une racine carrée de A, 'équation (E) admet deux solutions

distinctes :
-b+6 -b-96
et .

2a 2a

-b
— Si A =0, alors I’équation (E) admet une solution double Pl
a

-b+6

« Dans les deux cas, les solutions sont données par en notant § un complexe tel que 62 = A.
Un tel complexe § existe, c’est 1a toute la différence avec le monde des réels!

« Sil'onremplace tous les C par des R, le résultat est treés similaire!
Voici votre résultat de 1°%:

Soitae R*, beR et c € R. Considérons l'équation d’inconnue x e R :
ax?+bx+c=0. (E)

On note A = b? — 4ac son discriminant.
— SiA >0, alors en appelant 6 une racine carrée de A, I'équation (E) admet deux solutions distinctes :

-b+6 -b-6
et .
2a 2a

Note : il est d’usage de prendre 5 = \/A, mais on pourrait prendre§ = —V/A ...
-b
— SiA =0, alors l'équation (E) admet une solution double 50
a
— SiA <0, alors l'équation (E) n'a pas de solution.
« Sion garde les coefficients dans R, mais que I'on cherche les solutions dans C, on retrouve le théoréme de Terminale :
Soitae R*, b eR et c € R. Considérons l'équation d’inconnuez€ C :
az’®+bz+c=0.
On note A = b? — 4ac son discriminant.
— Si A #0, alors en appelant 6 une racine carrée de A, l'équation admet deux solutions distinctes :
-b+6 -b-6
et .
2a 2a
Note : il est d'usage de prendre § = VA lorsque A > 0 et de prendre 5 = iv—A lorsque A < 0.

-b
— SiA =0, alors l'équation admet une solution double 50
a

« Exemple. Résolvons I’équation Z2—(3+4i)z—1+5i=0.
Le discriminant de ’équation est :

A = (3+4i)>—4(=1+5i) = —3+4i.

Déterminons une racine carrée de A, que 'on note 6 = u+iv.
En considérant le module, les parties réelle et imaginaire de 8% = A, on obtient :

u2+v2:5, w-1v>’=-3 et 2uv=A4.

Par somme et différence, on en déduit u? =1et v>=4,etdonc: u=+1 et v = +2.
Le signe de uv entraine que les deux racines carrées de A sont § = + (1 + 2i).

Ainsi, une racine carrée de A est 1 + 2i.

. B+4)+(1+21) | < g . )
Les solutions sont > , C'est-a-dire 2+3i et 1+i.

5i
Question. Résoudre dans C I'équation 6z> — (5—i)z+2 — 5" 0.

sol — 30
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Relations entre coefficients et racines

Proposition. Soit a, b et ¢ trois complexes, avec a # 0.
v | Notons z; et zp les solutions (éventuellement confondues) de 1'équation az? + bz + ¢ = 0.

Alorsona:

Cc
Z1+2 = —— et 212 = —-
a a

\ J

On utilise ce résultat sous plusieurs formes.

« Siz; et zp sont les racines de I'équation a z2+bz+c¢ =0, et si’on connait une de ces racines, alors on peut facilement en
déduire I'autre.

« Sil’on sait que z; et z, sont les racines de 'équation az? + bz + ¢ = 0, alors on peut exprimer toute expression symétrique
en z; et zp (c'est-a-dire invariante quand on échange z; et z), en fonction de z; + z, et z; 22, et donc de a, b et c, sans avoir
a expliciter z; et zp.

Défi. On considere I'équation z* — v/78z + 13 = 0 de discriminant > 0. On note z;, 2, ses deux racines.
“" Sans expliciter z; et 2, calculer z2 + z5 — 21 2.

I N

Proposition. Soit s, p € C.
pewe | On al’équivalence :

Z1+ 2

< 2z et z, sont solutions de z% — sz + p=0
Q1% =p

Vz1,20€C, {

\ J

« Sil’on change tous les C en R dans la proposition précédente, I'équivalence reste vraie.
Le seul changement est que 1'équation x? — sx + p = 0 n’a pas nécessairement de solution; elle en a si et seulement si

s> —4p> 0.
. . X1+xo=-1
« Exemple. Existe-t-il x;, x» € R tel que ?
X1x2=1
Méme question avec x, xp € C.

14



Racines 7-emes d’'un nombre complexe

Dans toute cette partie, n € N*.

Définition.
— Soit zg € C. On appelle racine n®me de z, tout complexe Z tel que Z" = z.

— Les racines n®™¢ de 1 sont encore appelées racines n®"e de l'unité.
Lensemble des racines ne™e de I'unité est noté U,,

U, = {zeq: | z”:1}

Proposition (a propos de Us).

— Les racines cubiques de I'unité sont

— Les racines du polynome X2 + X + 1 sontj et j.
En particulier, 1 +j+ij? = 0.
— La somme des racines cubiques de I'unité vaut 0.

— Soitz,z/€C.Ona

z3:z’3(=»(z:z’ ou z=jz ou z:jzz’)

Proposition (Description de U,,).
Il existe exactement 7 racines n®™¢ de I'unité, qui sont les complexes :

s2m

eln = (elW)k, avec ke [0,n—1]

« Autrement dit :
et U, possede n éléments

« On aaussi

Proposition (Somme des racines de 'unité).
e | Soit n>2.

— Soit ¢ une racine n®™e de I'unité différente de 1. Alorson a:
1+E+E 4. 481 =0,

— La somme des racines n®™¢ de I'unité est égale a 0 :

Zw:O

welU,

[OSC—Complexes.pdf, 18 septembre 2024, 15:12]
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Question. Soit n € N*. Calculer le produit des racines n®™e de 1.

sol — 31

Proposition. Soit 7 € N*. Soit z,z' € C.

Ona
j2kz

Z"=7" — 3TkeZ, z=¢€"nz

On a aussi "
3 /4
Z"=72" < 3Jkeo,n-1], z=¢€"n 2

Proposition. Soit n € N*. Soit zj € C.

preuve

— Le complexe zp admet au moins une racine n®e.

— Notons w une racine n®™¢ de z, (cela existe !). Alors pour tout z € C, on a I’équivalence :

Z"=zy < 3Iée€U,, z=woé

« Pour trouver toutes les racines n®"¢ de zy, il suffit donc d’en exhiber une et de la multiplier par toutes les racines n®e de

l'unite.

Question. Déterminer les racines cinquiemes de 1 +i. Illustrer votre réponse.

sol — 31

Question. Soit 7 € N. Résoudre I'équation z2**! +1 = 0.

sol — 31

VII. Un peu de géométrie

Alignement et orthogonalité

Proposition. Soit ii; et ii, deux vecteurs non nuls d’affixes respectives z; et z;.
pewe | Alors le complexe z—f a pour argument toute mesure de I'angle (i, ii2), ce que I'on peut résumer :

(th, 1) = arg(i—j) [27]

En particulier :

— les vecteurs ii; et > sont colinéaires si et seulement si ﬁ—? €R;

— les vecteurs i et il sont orthogonaux si et seulement si j—f eiR.

Proposition. Soit A, B et C trois points du plan, distincts et d’affixes respectives a, b et c.
Le complexe ;=% a pour argument toute mesure de I'angle (AB, AC).
En particulier :

— les points A, B et C sont alignés si et seulement si ﬁ eER;

— les vecteurs AB et AC sont orthogonaux si et seulement si ;=% € iR.

16
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preuve

'

preuve

preuve

sol — 33

Transformations remarquables du plan

Soit F une application du plan dans lui-méme.
On peut lui associer une unique application f de C dans C telle que pour tous points M et M’ d’affixes

respectives z et z’ on ait
M =FM) < Z' = f(2)

Réciproquement, 'application f caractérise F. On dit que F est représentée par f dans le plan complexe.

Définition. Soit #i un vecteur du plan. La translation de vecteur # est I'application du plan dans

lui-méme qui, a tout point M, associe 'unique point M’ tel que MM’ = ii.

Proposition. Soit ii un vecteur du plan et b son affixe. La translation de vecteur i est représentée
dans le plan complexe par I'application C — C
z — z+b

Homothétie

Définition. Soit 2 un point du plan et A € R*. L homothétie de centre Q et de rapport A est 'appli-

cation du plan dans lui-méme qui, a tout M, associe I'unique point M’ tel que QM' = AQM .

Proposition. Lhomothétie de centre Q, d’affixe w, et de rapport A € R* est représentée dans le plan
complexe par I'application C — C
z — Mz-w)+ow

« En particulier, une homothétie de centre O est représentée par une application de la forme z+— Az, avec A € R*.

« Lasymétrie par rapport au point Q, d’affixe w, est 'homothétie de centre Q et de rapport —1. Elle est donc représentée par
I'application z — —z +2w.

Définition. Soit Q2 un point du plan et 6 € R. La rotation de centre Q2 et d’angle 6 est'application du
plan dans lui-méme qui transforme Q en Q, et tout point M # Q en 'unique point M’ tel que :

aM=QM et (s—zﬁ 51\7) =0 [271].

Proposition. La rotation de centre Q, d’affixe w, et d’angle 0 est représentée dans le plan complexe
par l'application C — C
z — ez-w)+w

« En particulier, une rotation de centre O est représentée par une application de la forme z — az, avec a complexe de
module 1.

Question. Déterminer I'application qui représente la rotation de centre 1 +i et d’angle de mesure 7.

[OSC—Complexes.pdf, 18 septembre 2024, 15:12] 17




Composée d'une rotation et d'une homothétie ‘

Proposition. Soit a € C* et F la transformation du plan représentée par f:z— az.
preuve

— Sia=1, alors I'application F est'identité du plan.
— Sia#1, alors 'application F s’écrit alors F= HoR= Ro H, avec:
— Rlarotation de centre O et d’angle a, ol @ est un argument de a,

— H’homothétie de centre O et de rapport |al.

« Examinons deux cas particuliers de la proposition précédente dans laquelle ae C*;
— si a estun réel, alors I'application F est 'homothétie de centre O et de rapport a (si a = 1, on obtient I'identité).;

— sile complexe a est de module 1, 'application F est la rotation de centre O et d’angle a (si @ = 0 [27], alors F est
I'identité).
« Exemple. Caractérisons I'application F dont I'expression complexe est z+— (—v/3 +i)z.
Ona —\/§+i:2(—§ +%i) =2¢el%.
Lapplication F est donc la composée
— del’homothétie de centre O et de rapport 2 et

— delarotation de centre O et d’angle %”-

Proposition.
vewe | ['application z — Z représente la symétrie par rapport a la droite (O, 7).

\ 12
!/
-
o o A /4
- /
/
/
!/ /
D /
; /
7 /
. / ,
7
Vi B /4 /
/ / /
/ / /
/ / /
/ / /
/ / /
k4 / /
K / /
\ .I / /
(4 ,I ; /
7 // A ¢
/'I /
i /
.i /
e ¢ /
e /
/
— B¢
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Soit z;, 2z, € C.

— Ona
2 _ _— J— J— 2
121 22|° = 21227122 = 212221 22 = 21 21 % 2222 = (1211 221)".

Comme |z1 23] et |z1]|z2| sont des réels positifs, on en déduit |z z2| = |z1]]22|.

21 21
— En supposant z; #0,0ona z; = — zp etdonc |z;| = |[—| | z2].

Z2 Z2
On en déduit le résultat en divisant par |z| qui est non nul.

Ona

~

=2z = =

2 = zZ—1 z+i zz+iz-iz+1
z+i z—-1 zz—-iz+iz+1

|z

On a donc les équivalences suivantes :

1Z|=1 < |Z]?=1
— zz+iz—-iz+1 =zz—-iz+iz+1
— 2i(z—-2)=0
— z=2z
— z€R

D’ol1l’équivalence |z'| =1 < z€R.

Preuve géométrique.
Notons A, B, M les points d’affixe i, —i, z.
On a les équivalences
1z =1 < |z—il=|z+i| < MA=MB

La derniére condition signifie que M appartient a la médiatrice de [AB], qui est ici (au vu des affixes de
A et B) la droite (O, 7), axe des abscisses. D’ou les équivalences :

|zZ/|=1 <= M appartient al’axe des abscisses
— zeR

Ecrivons z sous forme algébrique x +iy avec x et y réels.
Ona|z|®2 = x%+ yz. Les deux premiers résultats sont alors évidents, et les deux derniers découlent des

inégalités :
Rez|=|x|=Vx2<\/x2+y%=|z|
IImz|=|y|=\/y><\/x2+y%=lzl.

Rez|=|z] & Vx?>=\/x*+)? < y=0 < z€eR

Les cas d’égalité :



Soit ze C*. _ _
z V4

_ 1
Onaalorsz#0etdonc — = —m-
z

z 4

Ona )
zZl=1 < |z]°=1 < 2z=1 < —-=2Z
z

- 1 _ 1
yb=—,¢c=-.
c

Comme a, b, c sont de module 1,onaa= b

S B

Ona:

|6lb+ bc+ ca| )Clb+ bc+ Cd) car pour tout z€ C, on a |z| = Z]

Iﬁb +bc+ ﬁl car le conjugué se comporte bien avec la somme et le produit

|$ + % + c_lal cf. remarque intiale

_ at+b+c leul

= “abc calculs

_  latb+cl , . .

= Taba Le module d'un quotient est le quotient des modules
= |la+b+c| car |abe| = |allbllc| =13 = 1

Soit z; et z; deux nombres complexes.
Il s’agit de montrer une inégalité qui a lieu dans R* (WHY?).
Examinons le carré de chacun des deux membres.

— Ona, d’'une part :

2 —_—
|z1 + 22|” = (21 + 22) (21 + Z2)
=|z11* +|2o|* + 217 + Z1 22

2 2. = =
=|z11"+|z2|"+ 2122+ 2122

2 2 —_—
=1z11" +|z2|” + 2Re(z; 22),

— et, d’autre part :

2 2 2
(Iz11 +1221)° = |z1|° + 221" + 2| 211 | 22|

2 2 —
=|z11” +1221° + 2|21 22|

On a donc les équivalences

2 2
121+ 22l <zl +122] <= (lz1+22l)” < (lz1] +221)
< Re(z122) < |z122]

Lassertion finale est vraie, car on sait que I'on a Re z < | z| pour tout complexe z € C. L'assertion initiale
est donc vraie également et c’est exactement I'inégalité triangulaire.
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Cas d’égalité D’apres ce qui précede, on

|z1 + 22| = |z1l +|z2] <= Re(z122) =|z122|
— z122€R?
< (z71=0et z;22€R™) ou (z; #0 et 21z, €RY)
<~ 2z1=0 ou (zl;éOetl 2><Z_122€[R+)
21
22
<~ 2z1=0 ou (z1 Z0 et — €R™)
21
Y4 4
<~ 2z1=0 ou —€R
<1
En écrivant z; = z; — 22 + 22, le point .... donne :
lz1] < |21 — 22| + | 22| et donc |z1] — 22| < 121 — 22].

En échangeant les roles de z; et zy, on en déduit :
|z2| — 21| < |22 — 21| = |21 — 22|
et donc la double inégalité :

—|z1 — 22| <lz1l - |22l <121 — 22| ouencore ||z1| -zl <21 - 22l.

Soit a et f deux réels. On a:

el%ef = (cosa +isina) (cos f+isin f)
= (cosacos f—sinasin ) +i(sinacos  + cosasin )
= cos(a + p) +isin(a + f)
— ei(a+ﬁ).

o . 1 .
En particulier e/’ e7'f = el® = 1, ce qui prouve que 5= e . Puis
e

e’ _F
|elh|

Enfin, la derniere relation est une conséquence immédiate des deux premieres.

Ona

i0 , —if

e +e 3
cos’ = (—)
2

1 .. . . .
— g(e319+3e19+3e_19+e_319)

1 . . . .

1
= 1(005(39) +3cos0)



et de méme :

ei@ _ e—iB 3
sint0 = (£=¢)
21
1 . . . .
— _§(6310 _ 3e10 + 3e—10 _ e—316)
1
1 . . . .
— _g((eg)lg _ e—319) _3(619 _ e—le))
1

1
= Z(_ sin(36) + 3sinb).

e e i ;0
En factorisant par 'angle moitié, ona 1 + el = eiz 2 cos (5)

Soit 6 € [0,27[. En prenant le module, on obtient :

2C0$§ sif e [0, ]
COS(E)’: —2cosg sifelm,2nr|

0 sif@=m

1+el? =2

Voici I'explication géométrique lorsque 0 € [0, 7] (le lecteur adaptera le dessin lorsque 8 est dans |7, 27])

o 1 1+e

Sur le dessin, a est un argument de 1+ e'?. C’est également une mesure de I'’angle en haut a droite de la
figure (angles alternes-internes avec deux droites paralléles).

elf 1 1+e'f

Par ailleurs, on voit un triangle isoceéle de c6té 1, donc on retrouve a a ses deux angles de base.
el 1 1+el
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Ainsi, a+a=60.Dora = g.

2 . i n 3
On démontre la relation (e!?)" = el :
— pour n € N, par récurrence, en utilisant ...

— par passage a l'inverse, pour n entier négatif.

On écrit % + i@ sous forme trigonométrique, a savoir ei%, et on utilise la formule de Moivre!
Ona: 100
1 V3 ( in)loo (1oom)
—+i— =lexp — = exp .
2 2 3 3
Comme 197 = w =% [27], onadonc:
(1001n) (417:) (in) 1 V3
€X] =exp|—|=—-exp|—|=—f——-1—-
P 3 p 3 p 3 2 2
Par transitivité, on obtient 'égalité (1 +i%2)'% = -1 — i3,
En écrivant que sin(460) = Im ((cos +isin0)*) et en utilisant la formule (a + b)* = ..., on trouve

4c0s30sinf —4cosfhsin3 0
4cosfsinf (cos?0 —sin?0)

sin(40)

S’arréter la dans le calcul, sinon, on ne répondrait plus a la question!

En factorisant par I’angle moitié, on a:

A —if i2 0
=—ez2(e2+e2) = eZZCosz

zZ = 1+eig

Par un jeu d’écriture, on dispose des deux égalités (WHY ?)

;0 ; oA
0 elf 1(7T+§)

z =2cos; et zZ = —2cos§e
> Casou € [0,n].

Alors g € [0, Z[ (le premier quadrant), et ainsi cosg > 0.

Ainsi, la forme trigonométrique de z est 2 cos g e'z, autrement dit :

7]
lz| =2 cosg et arg(z) = ) (2m)

> Casoud € ]x,2x|.
Alors g € 1%, 7] (le deuxiéme quadrant), et ainsi cosg <0.



i(r+9)

Ainsi, la forme trigonométrique de z est —2 cos g e , autrement dit :

7]
|z| = -2 cosg et arg(z) =m+ 3 (2m)

On peut résumer cela en :
0

2
. ) .
-2 cosge‘(’”i) sif€]m,2n|

2 cos eig sife[0,x]

la forme trigonométrique de z est {

On al’équivalence z,€eR™ < arg(z,) = [27].
Orz,=0+iv3)"doi:

arg(z,) = narg(l +iv/3) [27]
= ng 271]
Onadonc:
_ b4
Zp R —= ngsn[Zn]

<~ n=316]

Par identification de parties réelle et imaginaire de z, on a
a=rcosf et b=rsinf

Ainsi,ona:
VxeR, acosx+bsinx = rcosOcosx+rsinfsinx
= rcos(x—0)

Enjoy!

Le membre gauche vaut :

e? = eReZellmz a1 définition de l'exp. complexe
= eRe?e Mz Lo définition du conjugué
Le membre droit vaut :
e? = eRezeilmz o définition de I'exp. complexe

= eRezeilmz  par hropriété du conjugué

= eRezg-ilmz conjugué d’un réel
conjugué d'un e'¢

Les deux membres sont égaux.

D’ou I'égalité.
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Ecrivons a sous forme trigonométrique a = relf.

— Brouillon. Pour tout z € C, on a les équivalences :

Rez ilmz 0

e’ = a < e"%e =re'

< Rez=r1r et Imz=0 [271]

Candidat: z=Inr +i6, licite car r > 0.
Puis on vérifie que e* = a.
— On ales équivalences :
e? =e?
er % =1
eRe(z—zo)eiIm(z—zo) =1
Re(z—2zp) =0
Im(z— zp) =0 [271]
z—zg€i2nZ

IR

Soit z € C que l'on écrit z= x+1iy avec x, y € R. On a les équivalences :
. o
e°=1+1 < e'e = v2¢l

— x=In(V2) et yE% (27]

Lensemble des solutions est {% In2+i(§ +2kn), ke Z}.

Soit z€ C* de forme trigonométrique z = r .

On cherche les Z € C tels que Z2 = z.

Comme z est non nul, un complexe Z solution est nécessairement non nul.
Soit Z € C* de forme trigonométrique Z = p e'¥.

Ona

7l=z7 = pzeZi"’:reie

— p’=ret2¢p=02n]
0

@p:ﬁethg[n]

) i@ )
<~ Z=+re'zouZ= \/761(2+”) =—Vre'"
Autre preuve. Soit z€ C* de forme trigonométrique z = r e'f.
Soit Z € C. On a les équivalences

Zl=z = 7°= (\/Feig)z
= (Z-rel?)(Z+/rei?) =0
— 7= \/Feig ouZ= —\/Feig



Onal-iv3=2exp(-i%).

On en déduit que les racines carrées de 1 —iv/3 sont +v/2e~'5, c’est-a-dire +v/2 (@ - %1)

Soit Z = X +iY tel que Z% =21 — 20i.
Alors, en traduisant I’égalité des modules, des parties réelles et imaginaires, on a :

X2+Y2 = V2124202=29
X*-v? = 21
2XY = =20

Par somme et différence, on en déduit X2 =25et Y2 =4, etdonc X =+5et Y = +2.
Comme2XY <0,ona(X,Y)=(05,-2)ou(X,Y)=(-5,2).

Ainsi, les racines carrées potentielles de 21 — 20i sont 5 — 2i et —5 + 2i.

Comme on sait par ailleurs qu’il y en a exactement deux, ce sont exactement celles-la.

1. Analyse. Soit Z € C tel que Z2 =1 +1i.
Ecrivons Z sous forme algébrique Z = X +iY avec X, Y € R.
Alors, en traduisant I’égalité des modules, des parties réelle, imaginaire, on obtient :

X2+v%=V2
X?-v*=1
2XY =1

+v2 Yz_—1+\/§

1
Par somme et différence des lignes 1 et 2, on déduit X2 = — et >

Comme XY >0,0na:

\/1+\/§ ,\/—1+\/§ 1+v2  [-1+V2
Z = +i ou 7 =— —i —T".
2 2 \/ 2 \/ 2

Syntheése. Les deux nombres complexes sont nécessairement des racines carrées de 1 +1i, car on
sait que 'équation Z? = 1 +i admet exactement deux solutions (proposition 42). Comme on en a
trouvé au plus deux, c’est qu'on les a toutes trouvées.

. iZ . 2 . 1 4z 1 4z
2. Onal+i=+2e'7, doncles racines carrées de 1 +isont 2ie's et —21e's,
On compare avec les deux racines carrées trouvées a la question précédente, qui sont exprimées
sous forme algébrique.

) T 1+v2  [-14+V2
Pu1squecos§>0,ona 2 +i 2 =2

En identifiant les parties réelles et imaginaires, on a donc:

1+v2 10 —1+V2 1.7
= 24Cc0oS— et — = 248In—
2 8 2 8

el

INES
|3

d’ou
T 1+\/§ WHY \/2+\/§ /4 —1+\/§ WHY \/2—\/§
COS— = = et sin— = _ = .
8 2V2 2 8 2v2 2
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Transformons un peu le membre gauche de I’équation.
PourtoutzeC,ona:

b c
az’+bz+c = a z2+—z+—)
a a
b\? b2—4ac)
= allz+—]| -
2a 4a?
b\ A )
= allz+—| ——
2a 4q?
b\ (62
= allz+— —(—)) ol § est une racine carrée de A (qui existe!)
2a 2a
b 9] ) b )
= allz+ |- (=) |[e+ 5]+ (5]
2a 2a 2a
b—6)( b+5)
= alz+ z+
2a 2a
Les solutions de I’équation sont donc
-b+6 -b-06
et .
2a 2a

qui sont distinctes si A # 0, et égales si A = 0.

Le discriminant vaut A = —24 + 10i.
Déterminons une racine carrée de A, que I'on note .
Ecrivons & sous forme algébrique 6 = a +ib.

En prenant le module, la partie réelle et la partie imaginaire de 1'égalité 6> = A, on obtient :

a’ +b% = V242 + 102 = 26, a’—b* =-24,

cequidonnea=+1,b=+5etab>0.
Ainsi, UNE racine carrée de A est 1 + 5i.
Les solutions de I'équation sont donc :

1 , . e s 1 1 I 1.
—(6-D+(1+5i) Cest-a-dire =+=i et = — =i
12 2 3 3 2

D’apres le théoreme 47, on a, a la numérotation pres,

21 = et 2y =

2a

Calculons la somme! On trouve

Z1+2p=——
a

Calculons le produit. Comme b? - 5% = b?> — A = 4ac, on obtient 2,2, = ﬁ

-b+6 -b-6




Ona:
2
Z%+Z§—21Z2 = (Z1+Z2)2—3Z1Z2 = Vv78 —-3x13=39

Calmement, par double implication!

n

1-¢
2. N .« —
— On pose ¢ = el . Comme n >2,0onaé #1. Les racines né™e de I'unité sont alors 1,¢,...,E" Let,
d’apres le premier point, leur somme est nulle.

— Commeé#l,onal+&+E2+.-+¢& 1=

,cequivaut0caré” =1.

Le produit des racines n®™¢ de 1 est égal a :

n-1

nl ok iy 2k
l_[ e n = e k=0
k=0

:2m n(n=1)
= e n 2

_ ei(n—l)n

= (D"

— Dans le cas ol z = 0, le résultat est évident puisque le nombre complexe 0 a une seule racine n®™¢
qui est 0, et que {wo ¢, ¢ € Uy} = {0}.

— Supposons donc z # 0. Donc wq # 0.

w n
Comme wj = z, I'équation w" = z s’écrit aussi 0" = w; ou encore a (—) =1.
Wo
On en déduit on a w” = z si et seulement si

w
I¢elU,, — =& ouencore 3IéelU,, w=~¢wg.
wWo

. iZL . . .s
Comme 1+i=+v2¢e'7,’ensemble de ses racines cinquiemes est :

{2105+, ke [o,4]}.
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On remarque que —1 est une solution évidente, autrement dit, —1 est une racine 27 + 1°™¢ de —1!!
On a donc les équivalences

2n+1 _ -1

21 +1=0 z

Z2n+1 — (_ 1)2n+1

zZ \2n+1
b
-1
—z€Uzpt

Ik e [0,2n], —z = elzi

I

. 2k
Ik e [0,2n], z=—elzi1
L'ensemble des solutions de I’équation est donc :
j2km , ... i(r+ 2k
{ —e'nil ke [[O,Zn]]} que 'on peut aussi écrire {e 2n+l’ k€ [[O,Zn]]}

Autre solution. On peut aussi écrire —1 sous forme trigonométrique, c’est-a-dire —1 = e'*, et en déduire
2n+1
=)

que —1= (e‘2n+1 . Puis, on a les équivalences :

22" 41=0 = =21

. 2n+1
> g2ntl _ (e12n”+1)
V4
= =€l
e 2n+1

T s 20
— 3J/le HO,ZH]], z = elznii elzn+t

Avec cette rédaction, on trouve que '’ensemble des solutions de I'équation est donc :
{ei(ﬁ+%),€ € [[O,Zn]]}
Question. On peut s’interroger sur I’égalité suivante :
{ei(”+22nk_+nl),k€ [[O,Zn]]} = {ei(ﬁJ'%),[ € [[O,Zn]]}

Il y a bien égalité. Pour cela, comparer les exposants en mettant tout le monde avec le dénominateur
2n+1.

La clé de l'inclusion réside dans I'égalité (2n + 1) + 2kn s’écrit m + 2¢m avec ¢ = k + n. Pour 'autre
inclusion, je vous laisse faire.

(ﬁly ﬁZ) = (iil!_i) + (_i) 1-/22)
= —(_i, ﬁl) + (_i, ﬁg)
= —argz) +argz, [27]
22

=arg (Z_l) [27]

On a les équivalences
1] et il sont colinéaires <= (iil, iig) =0 [n]

— arg(ﬂ) =0 ]

z
— —€eR



Notons F la translation de vecteur .
Soit M d’affixe z et M’ d’affixe z’. On a les équivalences

M =FM) < MM =1
— 7z —-z=b
— 7Z'=z+b

— 7z =f(2)

enposant f:z— z+Db.

Soit M un point d’affixe z. Soit M’ un point d’affixe z’.
On a les équivalences

M =FM) < QM =AQM
— Z-w=Az-w)
— Z=Az-w+w

Soit M un point d’affixe z. Soit M’ un point d’affixe z'.
— Cas M # Q.

On a les équivalences

M =F(M) < QM=0M et (QM,QM’)EH[Zn].
Z—w Z—w
— :letarg( )EH[Zn]
Z—w Z—w
= Z,_w:eie
Z—Ww
— Z=éz-w+w

— Cas M =Q.
On a bien I’équivalence
M=FM) < 7 =e"(z-w)+w

-

M'=Q Z'=w

IIs’agitde C — C
z — i(z—-1-1)+1+i=1iz+2

— Lorsque a =1, F est représentée par Idc. C’est 'identité du plan.
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— Supposons a # 1.
Vérifions que F = Ho R en montrant que f = hopoll f:z— azeth:z— |alzet p:z— e%z.
Soitze C.Ona hop(z) = h(p(z)) = h(lalz) = el x (lalz) = az.
On montre de méme I'égalité F = Ro H.

Notons M et M’ les points d’affixes respectives z et z'.

En notant F la symétrie par rapport a la droite (O, 7), on a les équivalences
M' =F(M) (O,7) estla médiatrice de [M M']

le milieu de [MM'] appartient a (O,7) et MM’ et 7 sont orthogonaux

z+ 7 z—2
eR et

eilR
z+7Z eRetz-7Z €iR
7=z

et

Justifions la derniere équivalence, qui parait naturelle, mais encore faut-il assurer le coup!

, . z+2z =7z+72
z+zZeRetz—z €iR < . e
z—-72 =-z+2

— z=Zetz=%2

= 7 =%
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