Calculs

exercices




Sommes et produits

{_191 | Sommes simples
Soit n € N. Calculer les sommes suivantes.

(i) S (-1 (i) 3 2k (v) 32 (i) 31k
k=0 k=1 k=0 k=0
n+1 2n 2n n

(i) Yk (iv) Y 2k (vi) Y o (viii) Y (-1)" "
k=2 k=n+1 k=n-+1 k=0

R —

{;l_O_Z_: Produits simples
Soit n € N. Donner des expressions simples pour les produits suivants.
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Somme des nombres impairs

Donner une formule (et la démontrer) pour la somme 14345+ -4 (2n—1) des premiers nombres
impairs.

Télescopage

En utilisant une somme télescopique, calculer Z kk!.
k=0

Somme alternée

Soit n € N*. Donner une forme simplifiée de A4,, = Z(—l)kk.

k=1
.st ob a3i18q 8l 9b moidomol 9 aso ob moidomojeib anw 9135-3uaq s1ws v I
915309 9id18q 8l 09ve se0lo sluwriot sny 19000b iceus Juaq nO

06 | Somme géométrique et dérivée
Soit n € N* et ¢ € R\ {1}.
Le but de cet exercice est de déterminer, de trois facons différentes, la valeur de la somme :

Sp = i kq~.
k=0

1. Exprimer de deux fagons différentes S, 1 en fonction de S,,, et en déduire la valeur de 5,,.

s
1
\

IHI

Une fagon est naturelle. Pour ’autre, on pourra penser & un changement d’indice.
2. Calculer (¢ —1)S,, et en déduire la valeur de S,,.
3. On consideére la fonction ¢ : R\ {1} — R

n
r — E ¥
k=0

Donner une formule pour la dérivée ¢', et en déduire la valeur de S,,.
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Somme des cubes

n n
Utiliser la somme télescopique (n+1)* = Z [(k + 1)4 — k4] pour obtenir une formule pour Z k3.
=0 k=0
Différences finies
On considére deux suites (an)nen et (Sn)nen reliées par la relation :
n
VneN, S, =Y a.
k=0
1. Soit n € N. Déterminer a,, en fonction des valeurs de la suite (Sp)nen-
2. Soit n € N. Exprimer a I’aide des valeurs de la suite (S, )nen les sommes suivantes :
n+1 2n n n n
> ax i) > a (i) > 2ax (V) D> (ar—1) (V) Y (ax —k)
k=0 k=n+1 k=0 k=0 k=0

Télescopage again
Soit (uy,) et (vy,) deux suites telles que VkeN, vp = up+ upyr.

On suppose que ug = 0.
n

Par un calcul « formel », montrer que Vn € N, Z(—l)kvk = (—1)"up+1.
k=0

Puissances de i
On se place dans ’ensemble des nombres complexes.
En fonction de n € N, combien valent les quantités suivantes :

o " o 1+i+i%+. - +4m; o i-q2.43...q",
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Coefficient binomial

Une belle égalité

Montrer que, pour tout n € N*, on a :

Z" (—1)F+t Z" 1
k k k’
k=1 k=1
112 | Minoration du coefficient binomial central
4n 2n
Montrer Vn>1, —— < .
2\/n n
l9omorods]
c——
'\1 3| Somme tronquée alternée des coeffs binomiaux
Soit m,n € N. On considére
m
k n
Smn = (1)
k
k=0
Calculer Sy, 1.
§ evov-zoeeisnnoo (2)ovuorq (2)slloup 280 99 eas § omirmoa 93doo 1oluslss evov-vovse st 39 st ob e1voalsv eolloup 1wod
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Y0 = s woq oldslsv
Avec les complexes
114 | Somme des distances a 1
Soit n € N*. Calculer Z lw— 1.
wel,
115 | Somme de puissance de racines n®™e
Soit n € N* et &,...,&,_1 les racines n-iémes de 'unité.
n—1
1. Soit p € N*. Calculer S, = Z &,. Pour la culture, S, peut aussi s’écrire Z wP.
wel,

k=0
2. Soit n > 3. Montrer que Z & = 0.

0<k,L<n—1
()

116 | C et Gamma
Soit n € N. Soit z,y € R.
Calculer les sommes :

C = Zcos(x + ky) et r = Z <Z> cos(z + ky).
k=0

117 | Deux sommes
Soit & # % [n]. Calculer

g i cos(kx) ot T - Z sin(kx)

118 | Somme alternée des coefficients binomiaux d’indices pairs
“~ (2n+1 "~ (2n+1
Soit n € N. Soit R,, = Z ( T;Z >(—1)”c et I, = Z (22_—::1)(—1)’“. On pose z = R, +il,.
k=0 k=0
1. Calculer z. On remarquera que (—1)* = i2¥,
2. En déduire R2 + I2.
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Sommes doubles

Une somme double (1)

Pour tout n € N*, on pose T;, = Z ij.
1<i<jsn

1. Calculer Ty, Ts, T3.
2. Soit n € N*. Exprimer T;, en fonction de n.

Une somme double (2)

n o n i )
Simplifier Z Z z(n - ]) On doit trouver n(n= D +1)(n+2)

24

i=1 j=i

Trois sommes doubles

Pour n € N*, calculer
> = > min(i, ) > li—dl

1<i<i<n 1<ign 1<ig<n
SISIS 1<5<n 1<j<n

1122 Faire ses gammes
Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes.

o > 1 vi) Y i (x) !

1<ig<i<n 1<igj<n 1<i<i<n ?
. . .o . . 2
(11) E 1 (VH) E (] - 7’) (Xii) v
1<i,j<n 1<i,j<n j
1<i<i<n

(i) Z i (viii) Z (J—1) (xiii) Z max(i,7)

1<i<j<n IENAAN

1<i,j<n
(iv) Z (i+7) (ix) Z |7~ ] (xiv) Z min(, §)
. 1<4,5<n ’
1<i<j<n SPIS 1<i,j<n
L j -
© Y G+ 0 ¥ (1) () Y 8
1<i,j<n 1<i<j<n 1<ij<n

123 | Produits doubles
Soit n € N. Donner une expression simple pour les produits suivants.

o JI = a J[ # i) [ 4

1<i,g<n 1<i,i<n 1<i,g<n

=~

{;l:2:4?: Ecart 4 la moyenne
Soit n € N*,
1. Soit ay,...,a, € R.

(a) Montrer ’équivalence :

Sat <

N —

n
2
(Xlal) = Yot <3 fay
i=1
(b) Montrer que

Zaizo = Za? < §(Z_:|al|>
i=1 i=1 =1

1 n
2. Soit x1,...,x, ERet m=— sz Montrer que
n

1=1
(e —m) < 5 (3 fee —ml)
k=1 k=1
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Divers

:25 i Une inégalité

P n
Sans récurrence, montrer  Vn > 2, n! < (2H)".

126 | Transformation d’Abel
Soit (an)nen et (Bn)nen deux suites de nombres complexes.
On définit deux suites (Ap,)nen et (bn)nen en posant :

VneN, A,=> ar, et by=DBn— By
k=0

1. Sans récurrence, montrer que

n n—1
VneN, ZakBk = A,B, — Z Apby
k=0 k=0

n
2. Soit n € N. En déduire que Z g =2t (n —1)+2.
k=0

Soit d la suite définie par

(-}
!

A N, d, = n!
n €N, nkzzok

1. Soit u la suite définie par

Ug = 1
Vn €N, upi1 = (n+ 1Lu, + (—1)"H

Montrer que les deux suites u et d sont égales.

2. A Tlaide de la question précédente, montrer que
Vn > 2, d, = (’I’L - 1)(dn71 + dn72)

3. Soit (fn)nen la suite de terme général f,, = n!.
Montrer que
Vn}?, fn = (n_l)(fn71+fn72)

4. Les suites d et f sont-elles égales ?

{:1:2:8?: Equation de Pell-Fermat
Le but de l'exercice est de démontrer que I'équation 22 — 2y? = 1 d’inconnue (z,y) € N? admet
une infinité de solutions.

1. Soit n € N. Montrer qu'il existe un couple (x,,,y,) € N? tel que (3 +2v/2)" = z,, +v2y,.

Montrer I'unicité d’un tel couple.

Soit n € N. Exprimer x,1 et y,+1 en fonction de x,, et y,.

Montrer que les suites (x,) et (y,) sont strictement croissantes.

GUk N

Conclure.
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Récurrence forte!

Soit (uy)n>1 une suite a termes strictement positifs vérifiant :

b b 2
(%) Vp 21, g up = (g ul>
i=1 i=1
Montrer par récurrence forte Vn > 1, u, = n.
. 5t .
.iﬁ\\‘ "{ 9b noidonol mo [+f"\\ pCTnistepCl
[=5
130 | Somme trigonométrique sans annulation
n eiek
Soit n > 1 et 01,05,...,0, € R. Montrer que E ok #0.
k=1
otislugasitd 93ilsgsni’l 1eeility 39 sbiveds'| 18q 19m1m02is i

;"51 , Nombres de Fibonacci et triangle de Pascal
On définit la suite (F,),,, par

Fi=F=1 e VneN' F,o=F,1+F,

Montrer que
" /n—k
Vn €N, = F,

Illustrer cette égalité sur le triangle de Pascal.
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103

n

Calculons S, = Z(Qk -1).

k=1
On a . .
So o= 23 k- Y 1
k=1 k=1
_ 2nn—|—1)_n
2
= n2

Autre preuve. On peut aussi utiliser directement la formule donnant la somme des termes d’une
suite arithmétique (penser a u, = ak+b qui est bien le terme d’une suite arithmétique de raison a) :

q

D _(ak +b) = (q—p4 1@t +(ag+)

2
k=p
D’ou
- 1 om—1
Sk 1) = nx% -3
k=1

[04exc—Calculs.pdf, 29 septembre 2024, 15:04]




104

En écrivant k =

(k+1)—1,ona:

n

=Y (k+1)!=K) = (n+1)!=0 = (n+1)!—1
k=0
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Distinguons deux cas.

Cas n pair, n = 2p.

On a
2p p
Ay =3 (~1 Z( (20— 1) +2£)=p
k=1 =1

Cas n impair, n =2p + 1.
Par sommation par paquets et en utilisant le cas précédent, on a

2p+1 2p
Agpyr = Y (-1)*k = (Z(—Ukk) + (1) 2p+1)

k=1 k=1
—(2p+1)
= —(p+1)
Bilan :
zZ si n est pair
A, = °
—”TH si n est impair

Bonus. Il y a une formule close, sans disjonction de cas :

" n—i—lJ
2

En effet,

Vl_;,_lJ _ {% %J +{%J = §  sinest pair
i

si m est impair

Autre bonus. Il y a une autre formule close, sans disjonction de cas, et sans partie entiére.
Deux formules trés pratiques :

(1) = 1 sin est pair 1—(=1)  J0 sin est pair
~ ]-1 sinon 2 1 sinon
Comme
z si m est pair
A, = 2
-5 = % si n est impair
on a

(-)"2n+1) —
4
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Soit n € N.
En multipliant par (—1)¥ et avec un jeu d’écriture, on a :

veelon], (Do = (=D*up — (=) upps
Par somme télescopique entre 0 et n :

Zn:(—l)’“vk = (-1)%0 — (1" upia

k=0

Comme ug = 0, on a
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— Omn a

VneN,

=1

7

—1

sin=0
sin=1
sin=2
sin=3

— Pour tout n € N, notons S, =1+ +42 4+ 4+ --- 4™
La premiére question entraine facilement Vn € N, S,, = S, 14, et il reste simplement & calculer

les premiers termes de la suite.

mod 4 ;
mod 4 ;
mod 4 ;
mod 4.

En utilisant la premiére question, on peut facilement calculer les premiéres valeurs de la suite

(Sn)n€N~
n |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Sp |l 144 ¢ 0 1 1+¢ ¢ 0 1 144 4
Bilan :
1 sin=0 mod4;
VneN, S, — }Jri S%nzl mod 4 ;
i sin=2 mod4;
0 sin=3 mod 4.
— Soit n € N. On obtient
l'iQ Z?’Zn — Z’1+2+3+~~~+n — ZTn
OnaTyys=T,+(n+1)+---+(n+8) =T,+8n+28 =T, mod 4.
On en déduit que i’ ne dépend que du résidu de 7}, modulo 8.
nl|01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
7,10 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55
i1 4 — -1 -1 —i 4 1 1 i —i
Bilan :
1 sin=0,7 mod 8 ;
VneN, i3 = i s?n51,6 mod 8 ;
-1 sin=3,4 mod38&;
—i sin=2,5 mod 8.
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On peut faire une récurrence sur n.
Pour I’hérédité, utiliser Pascal, puis la formule d’absorption, puis la somme alternée des coefficients
binomiaux.
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Minoration du coefficient binomial central : preuve par récurrence

Pour tout n > 1, on note

P X A < 2n »
: < »
" 2y/n  \n
> Initialisation. Montrons que P; est vraie.

1

D’un coté, — =2

2V1
1
De l'autre (2 >1< ) =2

Donc P; est vraie.

> Hérédité. Soit n > 1.

. " 2n
Supposons que P,, est vraie, cad —= <

i< (o

4rtl 2n + 2
Montrons que P, 41 est vraie, cdd ——— < ( + )

2vn+1 n+1

Avant de commencer un quelconque raisonnement, remarquons que ’on a
©) 2n+2\  2(2n+1) (2n
n+l)  n+1 n

Partons de P,,. On a :
4n . 2n
2yn  \n

On essaie de faire apparaitre le coefficient binomial central (

2(2n +1)
+1

22n+1) 4" _ <2n+2>

n—+2

n+1

), a laide de ().

Pour cela, on multiplie par . On a donc :

n+1 2¢yn  \n+1

Pour montrer P, 1, il suffit de montrer que :

4t _ 202n+1) 4
2/n+1 = n+l 2yn

ce qui est équivalent &

1 _ 2+l 1
vn+l = n+12yn

c’est-a-dire & :

2vnvn+1 < 2n+1

> Bilan. D’aprés le principe de récurrence, on en déduit que :

VYn>1, P, est vraie
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> Hérédité, deuxiéme rédaction
Soit n > 1.

C4n 2n
Supposons que P, est vraie, cadd ——= <

e < (G

4n+l 2 2
Montrons que P,,4+1 est vraie, cdd ——— < ( nt )

2/n+1  \n+1

Avant de commencer un quelconque raisonnement, remarquons que ’on a
2n+2 22n+1) (2n

(@) = =
n+1 n+1 n

Partons de P,,. On a :
4n . 2n
2yn  \n

On essaie de faire apparaitre le membre gauche de 'inégalité de P, 41, & savoir

NG
vn+1

47v+1

2v/n+1

. On a donc :

Pour cela, on multiplie par

a4 (2n>

2n+1  Vn+l\n

A5 0

4R _ 22n+1)
vn+l = n+1

Pour montrer P, 41, il suffit de montrer que :

ce qui est équivalent, a laide de (O), a

c’est-a-dire a :

2vnvn+1 < 2n+1

> Hérédité, troisiéme rédaction
Soit n > 1.

S est vrai ad 7" < "
upposons que P,, est vraie, ci < .
PP 4 " 2y/n n

qntl 2 2
Montrons que P, 41 est vraie, cdd ——— < nt .
2v/n+1 n+1

Avant de commencer un quelconque raisonnement, remarquons que l’on a
2n +2 22n+1) (2n

(@) = =
n+1 n+1 n

Reformulons P41 :

V) 4+l 2(2n+1) /2n
Pr+1 <
2v/n+1 n+1 n
glegt  4"vn+1 (20
2n+1 n
. . R 2n
Démarrons notre raisonnement en partant de P,, qui dit —= <

2vn  \n)’
A T'aide des équivalences ci-dessus, pour montrer P, 11, on voit qu’il suffit de montrer que
4"\/n +1 o 4n
2n+1 = 2yn
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ce qui est équivalent &
vn+1 < 1
2n+1 = 2yn

c’est-a-dire a

2vnvn+1<2n+1

ce qui est vrai (de maniére générale, pour tous z,y € R*, on a 2,/7y < = + ).
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n—1
km
En factorisant par I’angle moitié, on obtient que la somme vaut 2 Z sin (—) .
n
k=0
La somme est alors calculable (comment ?).

Finalement, on trouve que
T
w—1| = 2cotan (—)
> w1 o

weUn

cos x
ou cotanz = —— pour x Z 0 [7].
sinz
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1. Les racines n®™® de 'unité sont les complexes & = e*n" pour k € [0,n — 1].
On a donc
2ipm
1-— (GT)n . 2ipw .
. . ——p— sien #1 0 sip#0[n]
e 2ikr \ P 5 2ipm \ ¥ 1—e™
SPZZ(G"> = (e"> = o =
k=0 k=0 .
Z 1* sinon n  sinon
k=0
2. On note S’ = Z &k
0<k,6<n—1
kAL
On a (WHY ?)
S2 = Sy + 8

Comme n > 3, les entiers p € {1,2} sont tels que p Z 0 [n].
Donc S; = S5 = 0 d’aprés la question précédente.
D’ou S’ = 0.
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Ona:

Re ;z) (eiy)k lnr—k)
k=0
Re (e (1 +€¥)") Newton
Re (ei‘”ei”% (e71% + ei%)”) angle moitié
Re (ei(“"%) (2 cos(%))n) Euler

2" cos(x +n¥)cos™(§).
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On a:
S+iIT = )

On a l’équivalence

eiz

CosT

ikx

(&

< (cos o)k

cosx )

k=0

=1 < coszx+isinz=cosz <= sinz=0 < z=0[n]

— Siz=0][n],alors S+iT=n+1,donc S=n+1et T =0.

1 " cos" Ttz — cos((n + 1)x) —isin((n + 1))

—isinx

: cos™ 1 (z) — cos((n + 1):1:)

cos” x X sinx

cos"t1(x) — cos((n + 1)x)
cos"x X sinw

0 siz=0 [

— Sinon :
iz \ 1
1- (o)
. cos T
cos T
1 cos" 1 g — elo(ntl)
= X T
cos™ x cosx — e*
- cos"
_sin((n+1)x)
T cos™x X sinx
D’ou
g sin((n + 1)x) ot T —
cos"x X sinx
BILAN :
n+1 siz =0 [r]
= et =
i 1
7sm((n + 1)z) sinon

cos™x X sinx

cos" 1 (z) — cos((n + 1)z)

- sinon
cos™x X sinx
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) of 2 /on+1 2 /on+1
1. Ona: 5 def Z( o )(_1)k + i Z<2k+1>( 1)k
k=

k=0
rm 2 /on+1 L /on+1
mq :2k+1
S () X ()
k=0 k=0
2 1 2 1
S Y G LD R G
p q
;DE[[O,Q’r}-H}] qE[[(_),2n-j—1]]
p pair q Impair
re[0, 2n+1] r

7 pair ou r impair

N r

r=0

Newton (1+ i)2n+1

2 2n+1
2 Ona R+ 12 = |2 = [+ 2t = (L4i2) " =22,
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1. Ty = 0 (la somme porte sur ’ensemble vide)
To=1x2=2
T3 =1x2 +»1 x3+2x3=11

— 1¢ n—nn+1)Bn+2
Z(Z) ijj _523_3 )= . = DD+
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Oue S= 2 ilni)
454155}<w

S = Z_ Z_ ’CLM‘})
S T '
o ._/% g WHY
IV A

_ 4 > (o«-é)(éz'*'?})

y. ,}="- \—/’s—v—;—J ’
-—/}+Q"‘M +~4

=3 (-a‘i ’és *(M"):; p o+ M'i;é>




m(m#)

L( . m(w)(2s) L
'y

]

« —_ /
‘\,"- O WA W
°‘°+M°‘;:;w o (ot Aovor 42.)
Nan mAm+

{

I

m(w4) (m‘+w _2_)
14

\

/

! WHY
M,KM»\-'\) (M-L)(M-l) i«

24
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e La premiére somme

e La troisiéme somme

Par sommation par paquets, on a :

> li—dl

1<i<n
1<j<n

STli= g+ > =g+ > li— ]
i=j

22 i — 4]

2 Z(j — )

2Z<Zuﬂ0
i=1 \ j=i+1

=1 2
Z (i — (2n+1)i +n(n+1))
nn + 1>6(2n 1 (2n + 1)7n(n2—i— Y +n(n+1)n
nn+1)(n—1)
3
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il i

0 railiy })

A8 » 4 €

—

(D-\posim}mwx
Z:_ - = 2:_ R Z.- + Z e~
i, 4 K< A=} i>}
D plus (,\d» <4 e (414,) = &
"(’\‘C:ém e (4 3) =0 =L
in)a-,) M(‘pé‘) =3—
A-;vx&{*
% won{4,) = %L —P'i{v—ﬁ-',é + %9
R —

Can duax  Aewimad Mz%n.lu

S 2k (wHT?)

<L

0 IASOMM.L. 'L.-,C W At Qe erl;k

4:}
b vowt T o owlert)
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1. On pose A_; = 0 de sorte que pour tout n € N (y compris n =0), on a a,, = A, — A,_1.

On a alors :
> arBr =Y (A — Ap_1) By
k=0 k=0

n n
= ZAkBk - ZAk—lBk
k=0 k=0

j=—1
n n—1
=Y AxBp— Y _ A;jBja
k=0 j=0
n—1
=A,B,+ » Ay (Br— Bit+1)
k=0
n—1
= AB, — > Arby
k=0

=k-1]

terme pour j = —1 est nul

paquets dans la 1% somme puis linéarité

définition de by,

Résumons : pour faire ce calcul, il faut essayer de ne pas faire apparaitre de somme double,

autrement dit il faut transformer a; en A, — Ap_1.

2. Pour tout k € N, on pose aj, = 2F et By, = k.

Alors A,, = Z2k =92"tl _1leth, = B,+1— By
k=0

D’aprés la question 1, on a :

> kb= (2" —1)n—
k=0

=2 —1)n-

=n+1)—n=1.

n—1

Z (2k+1 _ 1)

k=0
202" =1)+n

=2""(n—-1)+2

[O4exo—Calculs.pdf, 29 septembre 2024, 15:04]
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Pour tout n > 1, on note P,, la propriété
P : KUy, =N »

Montrons, par récurrence forte, que Vn > 1, P,.

Initialisation. Je vous laisse montrer que P; est vraie.
Il y a un petit argument a donner. Lequel 7

Heérédité.
Soit n > 1.
Supposons que Py, Pa, ..., P, sont vraies.
Montrons Py 41.
On a:
n+1 n+1 9
Z ul = ( Z ul> hypothése (x) avecp=n+1
i=1 i=1
n n 2
Z up +oud,, = (Z u; + Un+1> paquets (a gauche et a droite)
i=1 i=1
n n 2 n
Zu? +oud = (Zu,;) + 2(Zui)un+1 + ul,, identité remarquable
i=1 i=1 i=1
n
ub = 2( ui)um_l + ul g, simplification grace a (x) avec p =n
i=1
n
uiﬂ = 2 Z U + Upt1 car Upt1 7 0
i=1
n
ul, = 22@' + Upgq d’aprés P1, Pa, ..., Pp.
i=1
Ul —Ungr —n(n+1) = 0 calculs

On obtient que u, 11 est solution de I'’équation 2% —x —n(n+1) = 0, équation qui a pour solutions
n+1et —n.
Donc

Upy1 =n+1 ou Up41 = —N

Or u est a termes strictement positifs, donc u,11 =n + 1.
Et on a démontré P,,41.

[O4exo—Calculs.pdf, 29 septembre 2024, 15:04]
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e
Supposons par I'absurde que Z oh = 0.
k=1
. n_ify,
. e i e
On peut écrire I'égalité sous la forme 6291 + Z oh = 0, donc
k=2
i1 " ik
(%) D) = Z ok -
k=2
Or,
s aL . 0
— d’un coté, —621 = %;
— de lautre,
10k | itk . . . .
5% ‘ < Z o (inégalité triangulaire)
k=2 k=2
n
1
<D %
k=2
11
4~ ot
< 11
2
< 1 1
<37
1
< 5,

ainsi, on obtient une contradiction en appliquant le module de part et d’autre de 1’égalité
(%), ce qui conclut la preuve.

[04exc—Calculs.pdf, 29 septembre 2024, 15:04]
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