Applications

exercices




Retour sur les ensembles

Intersection et union indexées par R’

Montrer que
() 1=k, = {0} et U 1-mnl = R
heRY heR%

102 | P calligraphique
Soit E et F' deux ensembles.

1. Montrer que P(ENF) =P(E)NP(F).

2. Montrer que P(EU F) D P(E) UP(F).

3. Donner un exemple ou P(EU F) # P(E)UP(F).

4. Montrer (FCFE ou ECF) < P(EUF)=P(E)UP(F).

103 | Partition
Soit f : E'— I une application surjective.
Pour tout i € I, on pose A; = f(=1V({i}).
Montrer que la famille (A4;);cr est une partition de F.
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Des applications « concrétes »

Quizz

Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ?

f1: R — R fg: CcC — C fg: c? — C?
r — exp(x) z — exp(z) (z,y) — (+y,z-y)
fa: €2 — 2 fs: R — R?
(z,y) — (z+y, vy) (z,y) — (z+y, 2y)

:05 ! Une application bijective sur (R*)?2
Soit f: R*xR* — R* xR*
(z,y) = (zy, 2y?)

Montrer que f est bijective et déterminer f~*.

106 | Proposez un candidat !
Considérons f: N — Z

n . .
3 Sl n est pair
" n+1

sinon

En une phrase, dire pourquoi f est bien définie.
Déterminer une application g : Z — N telle que g o f = idy.
Que peut-on en déduire ?

{;l_ _7_: C’est ’identité que dans un sens!
Considérons
c: N — N 7: N — N
n — n+l n—1 sin>1
n — .
0 sinon

1. Déterminer les applications T oo et g o 7.

2. L’application o est-elle bijective 7 Et I’application 77
{_1_08_: Homographie du disque unité

On pose :
D={zeC | |z/<1} et U={zeC | |z]=1}
Soit a € D\ U. Considérons f,: D — D

zZ—a
z

1—-az
1. Montrer que pour tout (21, 22) € C2, on a

11 —312’2|2 — |z — 2’2|2 = (1- ‘Zl|2)(1 - |Z2|2)

2. En déduire que f, est bien définie.
3. Montrer que f, est une application bijective et déterminer f 1.
4. Existe-t-il b € D\ U tel que f, ! = f,?

5. Déterminer I'image réciproque de U par f,, notée féfl)(U).

Stricte monotonie et injectivité

Soit f : R — R strictement monotone. Montrer que f est injective.

Plus difficile

Pour une fonction f € R¥, on note fla fonction définie par f: x = f(—x).
Montrer que I'application ® : RF — REF est involutive.

fo— 7
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Une inclusion toujours vraie

PRI

113

114

115

116

Des applications « abstraites »

Soit A une partie de F et f € FF.
1. Montrer 'inclusion f(E)\ f(A) C f(A).

2. Donner un exemple ou 'inclusion précédente est stricte.

Avec le complémentaire
Soit f: E— Fet ACE.
1. Montrer f injective = f(A) C f(A).

2. Montrer [ surjective = f(A) C f(A).

Avec I’'image réciproque

Soit f: E — F.
1. Montrer que (VA e P(E), f(_l)(f(A)) = A) < f injective

2. Dans le méme esprit, caractériser la surjectivité de f.

Injectivité et intersection

Soit f € FF. Montrer que f est injective si et seulement si

V(A,B) € P(E)?, f(ANB)=f(A)Nf(B).

Composées

Soit f € F¥ et g € GF.

1. Montrer que si g o f est surjective et g injective, alors f est surjective.

2. Montrer que si g o f est injective et f surjective, alors g est injective.

f composée 3 fois

Soit f € E¥ telle que fo fo f=f.
Montrer que f est injective si et seulement si f est surjective.
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Autres

Analyse-Synthése

Trouver toutes les applications injectives f de N dans N telles que
(%) vVneN, f(n)<n

18| N? est en bijection avec N
Soit f: N2 —» N .
(pg) — 2°(2¢+1)

s
1
\

I'_ll

1. Montrer que pour tout n € N*, il existe un unique couple (p,q) € N? tel que n = 2P(2q + 1).
On pourra procéder par récurrence forte sur n.
Conséquence pour f 7

2. Construire, & I'aide de f, une application bijective ¢ : N> — N.

3. On dispose donc maintenant d’une bijection g de N? vers N.
On définit alors I’application h : N> — N par

h- N® — N
(a,b,¢) +— h(a,b,c)=g(g(a,b),c)

(a) Montrer que h est bijective.
(b) Déterminer h~1(2023).

4. Construire une application bijective ¢ : N* — N,

Une application Z x N* dans Q
Soit f: ZxN* — Q
(p,g) — p+g
L’application f est-elle injective, surjective 7

[0,1] est en bijection avec [0, 1]
1. Déterminer une bijection de Fy = {%, n > 1} dans Ey = {%, n > 2}.

2. Déduire de la question précédente une bijection de [0, 1] dans [0, 1].

On pourra noter A le complémentaire de E1 = {% n > 1} dans [0, 1].

{}_2_1 ! Produit cartésien d’applications
Soit E, F, G trois ensembles quelconques et f : E — F et g : E — G deux applications.
On considére 'application h: E — F xG

t — (f(1), 9(t))
1. Prenons un exemple avec E=R, F=G =RT, f:t—~t2et g:t— (t+1)2
Ainsih: R — Rt xRT
to— (2 (t+1)?)
(a) Calculer h(2).
(b) Déterminer les antécédents de (1,1) par h.
)

(¢) L’application h est-elle surjective ?
(d) L’application h est-elle injective ?
On revient au cas général.

2. (a) Montrer que si f ou g est injective, alors h est injective.
(b)

3. (a) Montrer que si h est surjective, alors f et g sont surjectives.
(b)

La réciproque est-elle vraie ?

La réciproque est-elle vraie 7
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Dans P(FE)

Trace sur A

m

I'_ll

125

126

)

J

Avec P(F)

Soit F/ un ensemble non vide contenant un certain xg.
Considérons 'application f: P(E) — P(E)
A sizge A

A — - .
A sinon

1. L’application f est-elle surjective ? Quelle est I'image de f 7
2. L’application f est-elle injective ?

3. Exprimer f o f en fonction de f.

Soit A€ P(E)et fa: P(E) — P(E)

X — XnNA
Montrer que I'application f4 est injective si et seulement si A = F.
Montrer que I'application f4 est surjective si et seulement si A = F.

Théoréme de Cantor

1. Construire une injection de E dans P(E).

2. Montrer qu'il n’existe pas de bijection de E sur P(E).
Pour cela, raisonner par I'absurde en considérant une bijection f : E — P(FE) et considérer

A={z e E|x¢ f(x)}.

Traces sur les parties de F
Soit (A4, B) € P(FE)?. On considére application f: P(E) — P(A) x P(B)
X — (XNA,XnB).
1. Montrer que f est injective si et seulement si AU B = E.
2. Montrer que f est surjective si et seulement si AN B = (.

3. Dans le cas ou f est bijective, expliciter f~1.

Point fixe
Soit f : P(E) — P(E) une application croissante pour 'inclusion.
Montrer que f admet un point fixe.

Indication : considérer W = {A ePE)|AC f(A)} et montrer que W est stable par f et par

réunion.

Applications images
Soit f: E — F. On considére les applications

®: PE) — P(F) et U: P(F) — P(E)
X — f(X) Y — fEU(Y)

1. Montrer les équivalences f injective <= & injective <= ¥ surjective.

2. Montrer les équivalences f surjective <= ® surjective <= V¥ injective.
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Mini DM
Une homographie

On considére la fonction

f: C\{-i} — C
1+1iz
1—1z

z

1. Déterminer I’ensemble des points fixes de f, c’est-a-dire ’ensemble des complexes z tels que
f(2) = z. On donnera ces complexes sous forme algébrique.
(a) La fonction f est-elle injective ?
(b) Déterminer I'image de f.
(c) La fonction f est-elle surjective ?
3. (a) Montrer f(R) =U\ {-1}.
(b) Déterminer I'image réciproque de R par f, notée f~1(R).
(c) Déterminer f~1(D) ou D ={z € C, |2| < 1}.
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Kholles

129
 Soit f: C* — C .
z — z+ 1
z
1. Montrer que f(C*) =C.
2. Montrer que f(U) =[-2,2].
3. Montrer que f(R*) = ]—o0, —2] U[2, +o0].
4. Déterminer f(~1(R).
1130,
Soit E un ensemble non vide et a € E.
Soit f: P(E) — P(E)
x XU{a} sia¢ X
X\{a} siaeX
1. Montrer que f est bijective.
2. On suppose que E est un ensemble fini de cardinal n.
On note P,(E) (resp. P;(E)) 'ensemble des parties de E de cardinal pair (resp. impair).
Montrer que card P,(E) = card P;(E).
131

Soit F, F,G, H quatre ensembles et s : E — F, f: E — H,i:G — H et g: F — H telles que
1o f = gos avec i injective et s surjective.
Montrer qu’il existe une unique application h : F' — G telle que f =hoset g=1ioh.

132 | Olympiades 1977
Soit f: N — N telle que Vn €N, f(f(n)) < f(n+1).
On souhaite montrer que f = idy.
1. Montrer que Vn € N, Vo > n, f(z) > n.

2. Soit n € N. Montrer qu’il existe a € N tel que f(a) = min {f(z), @ € [n, +oo[}. Puis montrer
que a = n.

3. En déduire que f est strictement croissante et conclure.

133 | Enoncé difficile, solution facile!
Soit (fn)nen une suite d’applications de N dans N.
On définit ¢ : N = N via ¢ : n — f(n) + 1.
Démontrer qu’il n’existe aucun p € N tel que ¢ = f,.
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Montrons [\ ]—h,h[ = {0}.
heR?,

Il s’agit d’une égalité entre deux ensembles.
On peut procéder par double inclusion (cela fonctionne trés bien).
On peut également reformuler ’égalité avec une équivalence. Pour x € R, il s’agit de montrer que

ze [|]-hh < 2=0
heRr?;

Pour montrer cette équivalence on montre les deux implications suivantes :
r=0 = VheRl, ve|-hh] et r#0 = 3JheRy, v¢]-hh]

Essayer de comprendre comment se traduisent ces deux implications sur 1’égalité d’ensemble.
— Evidemment, on a Vh € R%, 0 € |—h,h[.

— Soit z # 0. En posant h = %' qui est bien > 0 (car  # 0), on a = ¢ |—h, hl.

Montrons |J |—-h,h[=R.
heR?,

Il est évident que |J ]—h,h[=R.
heRy

Soit z € R, alors en posant hg = |x| + 1, on a x € |—hg, ho[, donc a fortiori, z € |J |—h,hl.
heR?,
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[N)

. Soit A un ensemble. On a les équivalences :

AeP(ENF) < ACENF < ACFE et ACF < AcP(E)NP(F).

. Soit A € P(E)UP(F). Montrons que A € P(E U F) par disjonction de cas :
— si Ae P(E), alors AC E,donc AC EUF;
— si Ae P(F),alors AC F,donc AC EUF.

. Silon prend E =R_ et FF =Ry, alors :

[-1,1] e P(EUF) mais [-1,1] € P(E)UP(F).

— Supposons FFC Fou ECF.

Cas FCE. On a d'une part E = EU F, donc P(FE) = P(E U F). D’autre part,
P(F) C P(E) donc P(E)UP(F)=P(E)=P(EUF).
Cas ECF. Alors P(EUF)=P(E)UP(F).

— Pour montrer 'autre implication, raisonnons par contraposition. Supposons F ¢ FE
et E ¢ F. 1l existe alorse € E\ F et f € F\ E, et en posant A= {e, f}, on a:

AeP(EUF) et A P(E)UP(F),

ce qui montre que P(EUF) # P(E)UP(F).
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Attention a ne pas dire que f(4;) = {i}.
En revanche, on peut reformuler A4;. On a 4; = {x EE|f(x)= Z}
les A; recouvrent F, c’est-a-dire E = |J 4;
: R i€l
Iy a trois choses & montrer § jo5 A, sont 2 & 2 disjoints, c’est-a-dire Vi, j € I, i #j = ANA =0
les A; sont non vides, c’est-a-dire Vie I, A; #0
— Montrons 'inclusion E C |J A4;, Pautre inclusion est automatique.
il
Soit « € E.
Montrons que z € |J A;, c’est-a-dire montrons 3i € I, x € A;.
i€l
Posons i = f(x).
Alors i est bien dans I (car f est & valeurs dans I).
De plus, par définition de A;, on a bien z € A;.
— Montrons Vi,j €I, ANAj#0 = i=j
Soit 7,5 € I.
Supposons A; N A; # 0.
On peut donc trouver x € A; N A;.
Par définition de Ay, on a donc f(z) =i et f(z) = j.
Doui=j.
— Soit ¢ € I. Montrons que A; est non vide.
Comme f est surjective, on peut trouver = € E tel que f(x) =i.
Ainsi, z € A;.
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e Pour f;
— f1 est injective, car strictement monotone.
— f1 n’est pas surjective, car —3 n’a pas d’antécédent.
e Pour fo
— f2 n’est pas injective. On a exp(0) = exp(2ir) et 0 # 2ir.
— f2 n’est pas surjective, car 0 n’a pas d’antécédent.
e L’application f3 est bijective (déja fait en classe) et son application réciproque est
fs 1, c? — C?

iy — (554250

e Pour fy
— f4 n’est pas injective. On a f4(1,0) = f4(0,1) et (1,0) # (0, 1).

— f4 est surjective d’aprés le cours, car le systéme « somme-produit » admet toujours des
solutions dans C.

e Pour f5
— f5 n’est pas injective. On a f5(1,0) = f5(0,1) et (1,0) # (0, 1).

— f5 nest pas surjective. Le couple (—1,1) n’est pas atteint, car I'’équation 22 — (=1)z + 1 n’a
pas de solution réelle.
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n
e L’application f est bien définie, car lorsque n est pair, le nombre réel 5 est bien un entier, et

. . ) n+1 . .
lorsque n est impair, le réel — est également un entier.
e En fait, il n’y a qu'une seule application g! On le saura a la fin de 'exercice, ou bien au début
en ayant conjecturé que l'application f est bijective.
Considérons g: N — Z

2m si m est positif
m —

—2m — 1 sinon
On vérifie que pour tout n € N, on a go f(n) = idn(n). Je vous laisse faire le calcul.
Pour l'instant, on ne peut "rien" en déduire, si ce n’est que f est injective (et g surjective).
Mais en fait, on peut montrer que f o g = idyz.
Ainsi, f est bijective et f~! = g.
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Supposons f strictement monotone. On va distinguer deux cas.

— Supposons f strictement croissante. Montrons que f est injective par contraposée, c’est-a-dire
montrons

Vo, o' eR, x#12 = f(x)# f(2).
Soit z, ' € R tels que x # 2. Distinguons deux cas.
1. Si z < 2/, la stricte croissance de f entraine f(z) < f(z').
2. Si x> 2/, la stricte croissance de f entraine f(z) > f(a').
Dans les deux cas, on a f(z) # f(z').
Cela démontre 'injectivité de f.

— On peut démontrer exactement de la méme fagon que si f est strictement décroissante, alors
f est injective. Ramenons-nous plutot astucieusement au cas que nous venons de traiter.
Si f est strictement décroissante, alors —f est strictement croissante.
D’aprés le cas déja traité, —f est alors injective.
On a alors f = (—idg) o (—f).

Ainsi, f apparait comme la composée de deux fonctions injectives. Donc f est injective.

La réciproque de la question précédente est fausse : il existe des fonctions injectives non strictement
monotones.
C’est par exemple le cas de la fonction

f: R — R

1 .
N S osix#0
0 siz=0.

Cette fonction est injective (elle est méme bijective, ce que I’on peut montrer facilement en vérifiant
que f o f =idg), mais elle n’est pas strictement monotone :

— on a 3> 1, et pourtant f(3) < f(1), donc elle n’est pas strictement croissante.

— onal>—1, et pourtant f(1) > f(—1), donc elle n’est pas strictement décroissante.
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Montrons que ® o ® = id.

Montrons donc que V f € RR, @ o &(f) = id(f).

C’est une égalité de fonctions.

Soit f € RE. Prouvons-la en prenant z € R et en montrant que (® o ®(f))(z) = id(f)(z).

On a
(@o®(f)(x) = ®(2(f)(x) = ®(f)(x) = f(-2) = f(—(-2)) = f(z)

Autre solution. On exploite le fait que f: fo(=id).
On a

~

2od(f) = &(e(f)) = o(f) = Fo(-id) = (fo(-id))o(-id) = f
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1. Soit y € f(E)\ f(A). Comme y € f(E), il existe x € E tel que y = f(z).
Comme y & f(A), on a x ¢ A (raisonner par 'absurde : si x était dans A, alors. . .).
On en déduit que z € A puis y € f(A).

2. Considérons la fonction f: R — R,z +— 22 et A = RY.
On a alors f(A) = f(R) (car les deux parties sont égales a R1), donc f(R)\ f(A) = 0.
Pourtant, on a A = R™*, donc f(A) = R™* # (.

[OSexo—Applications.pdf, 7 octobre 2024, 18:10]




113

Rappel :
Pour A € P(E) et B € P(F), on a toujours A C f~1(f(A)) et f(f~*(B)) C B.

1. Supposons # VA € P(E), f~'(f(A) =4

Montrons que f est injective.

Soit (z,2') € E? tel que f(z) = f(z').
On cherche a montrer que x = &/, ou encore que {z} = {z'}.
L’hypothése f(z) = f(2') se réécrit :

Ou encore :
f{=}) = f({a"})

D’ou I'égalité des images réciproques suivantes :

7o) = £ (1)

On applique 'hypothése #, a gauche avec A = {x} € P(F) et a droite avec A = {2} € P(E),
et on obtient
{z} = {2"}

Douz = 2.

Supposons f injective.
Montrons que V A € P(E), f~'(f(4)) = A

Soit A € P(E).
On cherche & montrer que f~! (f(A)) C A vautre inclusion est tjs vraie.

Soit z € £ ( f(A)). Momtrons que = € A

Par définition de I'image réciproque, on a f(x) € f(A).
Donc il existe a € A tel que f(z) = f(a).

Par injectivité de f, on obtient z = a € A.

Donc x € A.

2. Supposons ¢ (VB ePF), f(f~YB)) =B )

Montrons que [ est surjective.

Soit y € F.
On pose B = {y} € P(F). Appliquons Q a cette partie B.

On a alors f(f_l({y})) = {y}.

En particulier, fil ({y}) # @ en effet, si cette partie était vide, son image directe par f le serait aussi, or elle vaut {y}.

Puisque f~1({y}) # 0, il existe z € f~1({y}).
Ce z est un élément de E qui vérifie f(z) € {y} cad f(z) =y.

Supposons [ surjective.
Montrons que VB € P(F), f(f~'(B)) = B.

Soit B € P(F).
On cherche & montrer que B C f(ffl(B)) Dautre inclusion est tjs vraie.

Soit y € B. Montrons que y € (5 vm)

Comme f est surjective, on peut trouver x € E tel que y = f(x).
Donc f(x) € B.

Donc z € f~(B).

Comme y s’écrit f(z) avec x € f~1(B),onay € f(f’l(B)).
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— Supposons f injective. Soit (A4, B) € P(E)2. Montrons que f(AN B) = f(A)N f(B).
— L’inclusion f(AN B) C f(A) N f(B) est vraie en toute généralité.
Je vous laisse la remontrer.
— Montrons lautre inclusion. Soit y € f(A) N f(B). Montrons que y € f(AN B).
— Comme y € f(A), on peut trouver a € A tel que y = f(a).
— Comme y € f(B), on peut trouver b € B tel que y = f(b).
On a donc f(a) = f(b).
L’injectivité de f entraine alors a = b.
Ainsi, I’élément a = b appartient & AN B.
Doty € f(AN B).

— Montrons I'implication réciproque. Supposons donc :
V(4,B) € P(E)?, f(ANB) = f(A)n f(B)

et montrons que f est injective.
Soit z,z’ € E tels que f(x) = f(').
Posons A = {z} et B = {2'}. D’aprés ’hypothése, on a :

F{{zynia}) = sah) nf(a’y)

ce qui se réécrit
f({2rnia}) = {f@)}n{s@)}

Comme f(x) = f(2') par hypothése, ’ensemble de droite est non vide.
Donc a gauche, ’ensemble est non vide, donc {z} N {z'} est non vide.
Donc z = a'.

D’ou I'injectivité de f.
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1. Premiére solution.
Supposons g o f surjective et g injective.
Montrons que f est surjective.
Soit y € F.
Comme ’élément ¢(y) appartient & G, la surjectivité de g o f nous permet de trouver x € E
tel que go f(z) = g(y). On a alors :

g(y) = (go f)(x) =g(f(x)).

Comme g est injective, on en déduit que y = f ().
Cela prouve que f est surjective.

Autre solution efficace.

D’aprés un exercice de cours qu’il faut savoir refaire, I’hypothése g o f surjective implique
que g est surjective.
Comme ici, on suppose en plus ¢ injective, on obtient que g est bijective.

1

Donc g=* existe.

On peut donc écrire f =g~ o(go f).

1

De plus, g o f surjective (hypothése de 1’énoncé) et g~ est surjective (car bijective).

Par composée d’applications surjectives, on en déduit que f est surjective.

2. Solution efficace.
D’aprés un exercice de cours qu’il faut savoir refaire, I’hypothése g o f injective implique que
f est injective.
Comme ici, on suppose en plus f surjective, on obtient que f est bijective.
Donc f~! existe.
On peut donc écrire g = (go f)o f~1.
De plus, g o f injective (hypothése de I’énoncé) et f~! est injective (car bijective).
Par composée d’applications injectives, on en déduit que g est injective.

Autre solution.

Supposons g o f injective et f surjective.

Montrons que g est injective.

Soit y1,y2 € F' tels que g(y1) = g(y2).

Comme f est surjective, on peut trouver x1 € E et zo € F tels que y1 = f (1) et y2 = f (x2).
Comme g(y1) = g(y2), on a (go f) (x1) = (g0 f) (2).

Par injectivité de g o f, on a donc x1 = 5.

On en déduit f(z1) = f(z2), c’est-a-dire y; = yo.

On a donc prouvé que g est injective.
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Supposons f injective.
Montrons que f est surjective, c’est-a~dire Vy € E, 3z € E, y = f(x).
Soit y € E.
Par hypothése de I'énoncé, on a fo fo f = f, d'ou (fo fo f)y) = f(y).
On écrit cette derniére égalité sous la forme f(f (f(y))) = f(y).

Par injectivité de f, on a f(f(y)) =u.
Posons = = f(y).
* Onaz ekl

* Ona f(z) = f(f(y) =y
Donc f est surjective.
Supposons f surjective.
Montrons que f est injective.
Soit z,z’ € E tels que f(x) = f(z').
Par surjectivité de f, on peut trouver ¢ € E tel que x = f(t).
Par surjectivité de f, on peut trouver ¢’ € E tel que ' = f(t').
On a alors

Appliquons f, on a alors

ce que l'on réécrit sous la forme

(fofof)t) = (fofot)
Par hypothése, on a fo fo f = f, dou f(t) = f(¥).

Dou z =2'.
Autre solution

Supposons f injective.

Montrons que f est surjective.
En fait, montrons que f est bijective.
En fait, de chez en fait, montrons que f o f =idg.
Pour cela, montrons que Vo € E, fo f(z) =idg(z).
Soit x € E.
On a f(f(f(x)) = f(z) d’aprés 'hypothése de ’énoncé.
Comme f est injective, on en déduit f(f(z)) = «.
Cest-a-dire f o f(z) = idg(x).

Supposons f surjective.
Montrons que f est injective.
En fait, montrons que f est bijective.
En fait, de chez en fait, montrons que f o f =idg.
Pour cela, montrons que Vo € E, fo f(x) =idg(zx).

Soit z € FE (ici, moralement, x est dans I'ensemble de départ, mais on va le voir dans un
instant comme un élément de 'ensemble d’arrivée).

Comme f est surjective, on peut trouver t € E tel que x = f(t) (ici, il FAUT voir le z comme
un élément de l'ensemble d’arrivée.

fof(z)

On a alors :

|
[y
()
=
o
=
S~—
S~—

[
8=
~
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Analyse. Soit f une application injective vérifiant (x).

Montrons que f = idy.
Par récurrence forte, montrons que

VpeN, H,:«f(p)=p»

Initialisation. Hg est vraie. En effet, on a f(0) € N et f(0) <0, d’ou f(0) = 0.
Héredité. Soit p € N tel que Ho, H1, ..., H, sont vraies. Montrons Hy1.
D’aprés Ho, H1,...,Hp, 0n a :

f(O):O, f(l):L f(p):p

et d’aprés (x) avecn=p+1,ona f(p+1) € [0,p+ 1].
Comme f est injective, 'image de f(p + 1) est nécessairement égale a p + 1.
D’ou Herl.
Bilan de I’Analyse. Une application injective de N dans N vérifiant (x) appartient & {idy}.
Synthése. La fonction identité est injective et vérifie (x).

Bilan. L’ensemble des applications injectives de N dans N vérifiant (x) est {idn}.

Autre fagon de présenter la solution.
On va montrer que { f € NN injective vérifiant (*)} = {idN}.
Montrons cette égalité par double inclusion.
Soit f une application injective vérifiant (x).
Montrons que f = idy.
Par récurrence forte etc...
Ainsi, f appartient & {idy}.
La fonction identité est injective et vérifie (x).

Bilan. L’ensemble des applications de N dans N injectives vérifiant (x) est {idy}.
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e Montrons que f est injective.

Soit (p,q) et (p',q") tels que f(p,q) = f(p',q').
On a donc
1 / 1, <1 ' 1 1
pt+-—=p+— c’est-a-dire p —p=-—=
q q q q

Or0< % <let —-1< —% < 0. Donc, en sommant ces inégalités, on obtient :

1 1
l<--Z<1
q g
On a donc |p — p'| < 1. Or p — p’ est un entier, d’ott p — p’ = 0, puis p
En utilisant f(p,q) = f(p',q’), on tire ¢ = ¢'.

e Montrons que f n’est pas surjective.

Le rationnel % n’a pas d’antécédents.

Raisonnons par ’absurde.

Supposons que % s’écrive p + % avec (p,q) € Z x N*.

= pI.

On a toujours p < p + % < p+ 1. Et comme p + % = %7 on aurait nécessairement p = 0.

D’ou % = % puis ¢ = % D’ou la contradiction car ¢ € N*,
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1. Considérons

g: Elz{%,n>1} — EQZ{%,’H,

1
n n+1

Cette application g est bien définie.

1

De plus, elle est bijective de bijection réciproque % i

Remarquons que A vérifie également :

0,1 = {% n>2} UA
—_———
Es

Considérons 'application suivante (qui est bien définie) :

h: [0,1] — [0,1]

{ml-l si x s’écrit %
r

> 2}

2. Notons A le complémentaire de {%, n > 1} dans [0, 1] de sorte que
1
0,1 = {f, n>1} UA
L/_/
Ey

T sinon, c’est-a-dire x € A

Posons ¢ : [0,1] — [0,1]
L sz gécrit 1
T — n—1 n
z sinon
Alors ¢ est bien définie.
Je vous laisse vérifier que ho ¢ =idjg 1] et o h =id[g ).
Cela montre que h est bijective.
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1. L’application f n’est pas surjective.
La partie vide n’est pas dans 'image de f.
Prouvons-le en utilisant un raisonnement par ’absurde.
Supposons qu’il existe A € P(E) tel que f(A) = 0.
Distinguons deux cas.

— Cas xg € A.
Alors f(A) = A. Or f(A) =0. Do A = (). Ainsi, 'ensemble vide contient x.
C’est absurde.
— Cas ¢ ¢ A.
Alors g € A et f(A) = A. Or f(A) = 0. Dot A = (). Ainsi, I'ensemble vide contient
x.
C’est absurde.

2. L’application f n’est pas injective.
En effet, f(0) = E et f(E) = E et pourtant E # () (d’aprés I’énoncé).
3. Montrons que fo f = f.
Déja, les applications f o f et f ont méme ensemble de départ et d’arrivée.
Montrons qu’elles ont méme expression.
Soit A € P(E).
Montrons que (f o f)(4) = f(4).
Vu la définition de f, on procéde par disjonction de cas.

— Cas xg € A.
Alors f(A) = A.
On a donc zg € f(A douf( )
Dans ce cas, on a donc (f o f)(A) =
— Cas zg ¢ A, cest-a-dire zg € A.
Alors f(A) = A.
On a donc zg € f(A), d’ou f( f(A) )
Dans ce cas, on a donc (f o f)(A) =

( )

f()
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— Supposons A = E, alors f est 'identité de P(E); elle est donc injective.

— Supposons f injective. On a f(A) = f(E) (car f(A) = ANA=Aet f(E)=ENA=A).
Par injectivité de f,ona A = F.

— Supposons A = E, alors f est 'identité de P(FE); elle est donc surjective.

— Supposons f surjective. Montrons que A = E.
Montrons surtout £ C A!
Par surjectivité de f, il existe X € P(E) tel que f(Xo) = E, c’est-a~dire XoN A = E, d’on
E CA
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1. Montrons que f est injective si, et seulement si, AU B = FE.
Supposons f injective.
Montrons AU B = FE.
On a d’une part f(AUB) = ((AUB)NA,(AUB)NB) = (A, B).
Et d’autre part f(F) = (EFNA,ENB)=(A,B).
Ainsi, f(AUB) = f(E).

Par injectivité de f, on en déduit AU B = E.
Supposons AU B = E et montrons que f est injective.
Soit (X1, X2) € P(E)? tel que f(X1) = f(Xa).

Onadonc (X;NAX1NB)=(XaNnA, X2NB).
D’ou :
XiNA=XoNA
{X1 NB=XNB

On a alors (X1 NA)U(X;NB)=(XaNA)U (XN B).
Dou X1 N(AUB)=X>nNn(AUB).
Comme AU B = E, on en déduit X; = Xs.
D’ou l'injectivité de f.
Remarque. On peut aussi écrire : X1 = X1 NE
= X1N(AUB)
= (X1 NA)U (X, NB)
= (X2 N A)U (X2 N B)
= XN (AUB)
=XoNE
= Xo.

2. Montrons que f est surjective si, et seulement si, AN B = (.

Supposons f surjective.
On peut donc trouver une partie X € P(E) telle que (A4,0) = f(X).

On a alors :

XNA=A4

A =(XNAXNB ‘est-a-di
(A,0) = ( , ) clest-a-dire {XﬂB:(Z)

ACcX
XCcB

Par transitivié, on a A C B, ce qui signifie exactement AN B = §.

On a donc

Ma vieille solution, ou j’essaie de symétriser le plus possible.
On peut donc trouver une partie X € P(E) telle que (0, AN B) = f(X).

On a alors :
P=XnNnA

0, ANB)=(XNA,XNB) Cclest-a-dire {AﬁB:XﬁB

En intersectant la premiére ligne avec B et la seconde avec A, on obtient :

dbNnB = (XNANB
(ANB)NA = (XNB)NA
D’ou
0 = XNANB
ANB = XNANB

Dot AN B = 0.
Supposons AN B = () et montrons que f est surjective.
Soit (YA,YB) S P(A) X P(B)
Posons X =Y, UYp.
* Ona X € P(E).
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* Montrons que f(X) = (Y4,Y5). On a
XﬂA:(YAUYB)QA:(YAQA)U(YBQA).

— Comme Y4 C A,ona Yy NA=Yy.

— Comme Yg C Bet ANB=0,onaYgNA=10.

On en déduit X N A =Y,.

On prouve de méme X N B = Ypg.

On en déduit f(X) = (Ya,Yn).

D’ou la surjectivité de f.

3. L’application f est bijective si, et seulement si, elle est injective et surjective, c’est-a-dire si
AUB=F
ANB=10

Dans ce cas, en examinant la preuve de la surjectivité, on obtient que f~! est I'application :

et seulement si

f~': P(A)xPB) — P(E)
(Ya,Yp) —— YaUYp

[05exo—Applicaticns.pdf, 7 octobre 2024, 18:10]




126

Exercice de colle de Frangois Sarcos (2022-2023, promo 2024)
— Montrons que W est stable par f,cad VA €W, f(A) € W.
Soit A e W.
Puisque A € W, on a A C f(A).
Par croissance de f, on a f(A) C f(f(A)).
Donc f(A) € W.
— Montrons que W est stable par réunion.

Soit (A;)ier € WI. Montrons que |J 4; € W.
icl
D’une part, par définition de W, on a

Viel, A; C f(4;)

D’autre part, comme on a toujours A; C |J A;, la croissance de f implique
Jjel

Viel, f(A)cC f( U Aj)
jeI

Par transitivité, on a

Viel, Ain(UAj)

jer

Ainsi, J A; € f( U Aj).

i€l JEI
— Considérons R = |J A.
AEw

Autrement dit, R est la réunion de toutes les parties appartenant a W.

— Comme W est stable par réunion, on a R € W. Ainsi, R C f(R).

— Reprenons ce que 'on a obtenu au point précédent, a savoir R € W.
Comme W est stable par f, on en déduit f(R) € W.

Ainsi, f(R) est une partie de W, donc est dans R (qui est la réunion des parties de W).
En maths : f(R) C R.

Les deux points précédents fournissent f(R) = R.
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