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I. Logarithme népérien et exponentielle

On va d’abord construire la fonction logarithme népérien puis en déduire la construction de I’exponen-
tielle.

La fonction logarithme népérien

Définition.

La fonction logarithme népérien, notée In, est définie sur |0, +oo[ comme étant 'unique primitive

qui s’annule en 1 de la fonction inverse.

« Reformulation. Par définition, la fonction In est 'unique fonction dérivable sur ]0, +ool vérifiant

1
Vx€]0,+oo[, In'(x)== et In1=0
X

Proposition. La fonction logarithme vérifie :
i) Va,bel0,+oo[, In(ab)=Ilna+Inb

1
Gi) V£eo,+ool, ln(;):—lnt
X
(iii) Vx,y€]0,+o0l, ln(;):lnx—lny

(iv  Vxe€]0,+oo[, VrneZ, Inx™)=nlnx

Proposition.
La fonction logarithme népérien est une bijection strictement croissante de ]0, +oo[ sur R.

« Résumé. On ale tableau:

X 0 1 +00

+
In 0/ *
-

« Preuve. On aura besoin d’utiliser le théoreme suivant :

Théoreme de la limite monotone pour les fonctions. Toute fonction monotone sur un inter-
valle admet une limite (finie ou infinie) aux extrémités de cet intervalle.

Proposition (inégalité de concavité).
Ona
Vxe]l-1,+o0[, In(l1+x) < x

avec égalité si et seulement si x = 0.

Remarque trés importante.
Linégalité précédente est une inégalité qui concerne la fonction x — In(1 + x).
Elle fait intervenir la tangente au point d’abscisse 0.

On peut la voir comme une inégalité concernant la fonction ¢ — In ¢, et la tangente qui intervient est

au point d’abscisse 1. On a:
Vte]0,+oof, Int < t-1

avec égalité si et seulement si £ = 1.




La fonction exponentielle

Définition.
La fonction exponentielle, notée exp, est la bijection réciproque de la fonction logarithme népérien.

Proposition.

— La fonction exponentielle est une bijection strictement croissante de R sur ]0, +oo[, vérifiant
exp0=1.

— La fonction exponentielle est dérivable sur R et 'on a exp’ = exp.

« Résumé. On a le tableau :

+00

exp 1—

Proposition. La fonction exponentielle vérifie :

(i) Vx,yeR, exp(x+y) =expxexpy

(i) Vre]l0,+ool, exp(—t):exp(t)

exp x

exp y
(iv) VxeR, VneZ, expx)"=exp(nx)

(iii) Vx,yeR, expx—y) =

Proposition (inégalité de convexité).
Ona
VxeR, expx)=>x+1

avec égalité si et seulement si x = 0.

« Remarque a lire.
Soit a € R. On verra plus tard que le réel exp(a) peut étre vu comme une somme infinie de nombres réels :
4 +00 al’l 4 1 "

1, 145 1
e’ = = 1+a+5a +8a +—a +---+—a

—_— LR o
o 1! 4! n!

En particulier, le réel e = exp(1) = 2,718281 (irrationnel!) est une somme infinie de nombres rationnels :
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

e= —F+—+—+—+—+—+-- cest-a-dire e=1+14+-+—-+—+—
o 1 2t 3 4! 5! 2 6 24 120

Limites de taux d’accroissement en O

Proposition. On a

In(x+1 -1
nx+D) et exp(x) 1
X x—0 X x—0

« Remarque trés importante.

e . - nt
La premiere limite peut se retenir au voisinage de 1 sous la forme 1T 1
— t—
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Logarithme et exponentielle en base quelconque

Définition. Soit a € ]0, +oo[ différent de 1.

— On appelle logarithme de base a la fonction, notée log,,, définie sur ]0, +oo[ par

def Inx
1 e
084 (%) Ina

— On appelle exponentielle de base a la fonction, notée exp, ou bien a°®, définie sur R par

exp,(x) = a* def exp(x1lna)

Voici la fonction exponentielle en base a.
A gauche, des a > 1 (avec a = %;2; e) etadroitedes a< 1 (avec a = %; %; %)

Proposition.

e Lafonctionlog,: 10,400 — R  estdérivable sur]0,+oo[ etlog) : 10,4c0[ — R
Inx 11

Ina Ina x

e Lafonctionexp,: R — R estdérivablesurRet (exp,)’': R — R

x — a* x — Inaa*
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II. Fonctions puissances

Puissance entiére et puissance rationnelle

Soit n € N*. La fonction « puissance n» est définiepar R — R
X > xn = XX+ XX
-

n fois
En fonction de la parité de n, les variations sont :

X —00 0 +00 X —00 +00

x" +oo \ / +oo x" /
n pair n impair

+00

R 4

L 4

Proposition/Définition (fonction racine n-iéme).
Lafonction R* — R" est bijective. Lafonction R — R estbijective.
x — x" x — x"
Sa bijection réciproque est la fonction Sa bijection réciproque est la fonction
racine n-ieme: racine n-ieme:
R — R* R — R
t — Yt=l'unique x e R* tel que x" = ¢ t — {t=lunique xeRtel que x" =t

« Rebelote. Tout ce qui vient d’étre raconté s’adapte a des puissances entieres négatives.
La seule chose a changer est I’ensemble de définition : il faut penser a retirer 0.
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Puissance réelle quelconque

Définition (puissance a, ou1 a est un réel).
Soit a € R. La fonction « puissance a » est définie par

@Yq: 10,400 — R
x — exp(alnx) réel qui est noté x“

« Remarque trés importante. Les mathématiciens ont décidé de noter x* le réel exp(aIn x).
A retenir :

exp(aln x) est noté x* x® "N exp(alnx)
« Remarque bas de gamme, mais cruciale. On a In(x%*) = alnx carIn(x®) "“2" In (exp(alnx) "2 alnx.
« Les 5 questions les plus importantes de 'année.
Pour quels x, la quantité x> est-elle définie? Que vaut-elle?
Pour quels x, la quantité /x est-elle définie? Que vaut-elle?
1
Pour quels x, la quantité x2 est-elle définie? Que vaut-elle?
Pour quels x, la quantité /x est-elle définie? Que vaut-elle?
Pour quels x, la quantité x>'* est-elle définie? Que vaut-elle?
Proposition a méditer.
— SoitneZ.
Lafonction¢g,: 10,400[ — R estlarestriction a0, +oo[ de la bonne vieille fonc-
x — exp(ninx)
tion « puissance 7 ».
— Soit n e N*.
La fonction « puissance % » ]0,+00] — R estlarestriction a]0, +oo[ de labonne
1
X — exp (— In x)
n
vieille fonction « racine n-iéme ».

« A méditer trés tres trés longtemps. Le deuxiéme point dit donc que :

Vxel0,+oo], x7 = ¥Ux

A gauche, le réel x est défini pour x > 0 et il vaut exp(% In x).

x€R*  sinestpair R* sin estpair "
telque t" = x.

Adroite, le réel {/x est défini pour
R  sinestimpair

] ~_ etvautl'unique f €
Xx€R sinestimpair

. Conséquence. Pour tout x>0, onaln({/X) = L1nx.

Question. Sans effort, sans calcul, montrer et illustrer :

Vx>0, Inx < 2vVx-2
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Des dessins

Agauche, desa>0(aveca:%; %; 1;2;m) etédroitedesa<0(aveca:—n;—Z;—1;—%;—%)

L 2

En fonction du signe de «, les variations sont :

X 0 +00 X 0 +00

+00

a>0 0/ a<0 \0

Les résultats ci-dessous confortent le bien fondé de la notation puissance, puisqu’ils généralisent les
regles de calcul que 'on connait déja sur les puissances entieres.

Proposition (propriétés de la fonction puissance).
Soit a, B € R. Soit x, y € ]0, +00l.

x%y%=(xy)® 58 g9 = S ) = 5% 1=1

Proposition (dérivée de la fonction puissance).
Soit a € R.
La fonction ¢ est dérivable sur ]0, +oo[ et :

Vx€l0,+ool, ¢ (x)=ax*"".

« Remarque pertinente?

« Réflexe. Lorsque 'on voit «du x en bas et du x en haut », il est quasiment obligatoire de revenir a
I’écriture exponentielle :

u(x)'® = exp(v(x) 1n(u(x)))

« Pour plus tard. On a1'égalité remarquable (WHY?)

Vne[2,+oof, (Inn)nn = pindnn

Question. Etudier la fonction f: x — x"~,

Question. Etudier la fonction f : x — x* sur I'intervalle ]0, +ool.
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III. Croissances comparées

Proposition (puissance de x et logarithme, au voisinage de +oco et 0).

— Ona:
Inx
— —— 0 et xlnx — 0
X X—+00 x—0
— Soita, >0.0na:
In x)P
(Inx) — 0 et xInx|? — 0
x¢ X—+00 x—0

« A comprendre.

La valeur absolue est indispensable dans la seconde relation car la fonction logarithme est négative
sur 'intervalle ]0, 1].

Le résultat précédent ne traite que les cas a > 0 et § > 0. Dans les autres cas :
— sia<0etfB<0,ons’y rameéne facilement par passage a l'inverse,

— sinon, les opérations sur les limites permettent de conclure directement.

Proposition (puissance de x et exponentielle, au voisinage de +oo et —o0).

— Ona:
X
€ X
— +00 et xet —— 0
X X—+oo X——00
— Soita,y>0.0na:
eyx a 25
- +00 et |x|“e" ——— 0
X% x—+oo X——00

« Remarque. Avec I'’exponentielle de base a>1.On a:

ax

+00 et xa®* —— 0
X Xx—+oo X——00

Il suffit d’appliquer le deuxiéme pointaveca =1 ety =Ina > 0.

Question. Déterminer la limite en +oco de x3 e V¥,

8
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La restriction de la fonction tangente a |-%, 2| réalise une bijection de |-, [ sur]
En effet, la fonction f = tan|]_,, i

IV. Fonctions circulaires et leurs réciproques
La fonction Arc tangente

?’?[

— estinjective, par stricte monotonie de f

— a pour image ]—o0, +00l.

—00, +00|.

En effet, par continuité de f, le TVI affirme que I'’ensemble f ( ] -5, 5 [) est un intervalle.

Et les extrémités de cet intervalle sont —oo et +oo.

Définition.
La fonction Arc tangente est la bijection réciproque de la fonction tangente restreinte a ]_E’ i
Autrement dit :

Arctan: ]-oo,+oo] — |-%
x — l'uniquefe|-%, 5| tel que tanf = x

2’2

NFI
+

’ Arctan

« Bonus. La fonction Arc tangente est strictement croissante et continue sur R. De plus, elle est impaire.

« Valeurs remarquables. On a

0 n n T T
6 4 3 2
tan0 0 1 V3 | +oo
o 2024
« Piege. Que vaut Arctan (tan( <024 2

« Attention.

Ona

VxeR,

Ona

tan|]

VxeR, tan (Arctanx) =X

« Dans la pratique.
Soit x, 6 € R. On al'équivalence (c’est surtout I'implication qui est utilisée dans les exos) :

10

Arctanx=0 < {

(Arctan x) =X

et

et

X +00

1
3

/4

6

NS

Arctan x 0

N
wl N

VOe ]—g, g[, Arctan(tan|]_%‘%[9) =0

VO eR, Arctan(tan@) =0

Be]—— z
=tan0



'

VA
. ) 5 six>0
Question. Montrer que Vx€eR*, Arctanx+Arctany =
-7 six<0
Proposition.
— Lafonction Arc tangente est dérivable sur Reton a:
, 1
VxeR, Arctan (x)= 5
1+x
— Ona
Arctan x 1
X x—0

La courbe de la fonction Arc tangente admet une tangente au point (0, 0) : c’est la droite ayant
pour équation y = x.
— Soit u: I — R dérivable.

La fonction Arctano u est dérivable sur I eton a:

Arctanou) =
( ) 1+ u?

Question. La fonction f: R* — R est dérivable sur R* par opérations.
x — Arctanx +Arctan<
Sa dérivée vaut...

Qu’en déduire?
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La fonction Arc sinus

La restriction de la fonction sinus a [-%, 5| réalise une bijection de [-7, 5] sur [-1,1].
En effet, la fonction f = sin|[ % 1]
27

— estinjective, par stricte monotonie de f

— apour image [-1,1].

En effet, par continuité de f, le TVI affirme que I'ensemble f ( -5, %] ) est un intervalle.

Etles extrémités de cet intervalle sont —1 et 1.

Définition.
La fonction Arc sinus est la bijection réciproque de la fonction sinus restreinte a [—%, %] et cores-
treinte a [—1,1].
Autrement dit :

Arcsin: [-1,1] — [-3, 7]
x — l'uniquef e [-%, %] tel que sinf = x

STE RS S

« Bonus. La fonction Arc sinus est strictement croissante et continue sur [—1, 1].

De plus, elle est impaire.

« Valeurs remarquables. On a

0

ol
N

0

sinf 0

N~
SESINE
SEARSP

. Piege. Que vaut Arcsin (sin(2%*))?

« Attention. On a

Ona

Vxel[-1,1],

sin, (Arcsin x) =X

[_

XE]
[SE
—

Vxel[-1,1], sin(Arcsinx) =X

« Dans la pratique.

et

Arcsin -~ 2] Arcsin
// EA»
e /

1
1| vV2 | V3
X 0 — — — 1
2 2 2
) T T T T
Aresinx | 0 =g 3 | 2

VOe [—g, g], Arcsin(sin| L5.2) 9) =0

et VOER, Arcsin(sin@) =0

Soit x, 6 € R. On a l’équivalence (c’est surtout I'implication qui est utilisée dans les exos) :

12

Arcsinx =0 <— {

T T
9€[‘§’2
X =sin6



'

Question. Montrer que VYV x € [-1,1], cos(Arcsinx) = V1 — x2.

Question. Soit f : x — Arcsin(sin x).

Déterminer 'ensemble de définition de f.

Pourquoi peut-on restreindre I’étude de f a [0, 7] ?

En déduire le graphe de f.

On peut montrer que la courbe de f admet la droite d’équation x = 5 comme axe de symétrie.

v

Proposition.
x La fonction Arcsin n’est pas dérivable en +1.

* La fonction Arcsin est dérivable sur|—1,1[ eton a

Vxel]-1,1[, Arcsin'(x) =

1-x2
* Soit u: I — R avaleursdans]—1,1[ et dérivable.
La fonction Arcsinou est dérivable sur I et on a
u/
(Arcsinou) = ——
V1-—u?

« Lanon-dérivabilité de Arcsin en *1 se lit sur la courbe : présence de tangente verticale.

« La dérivée de Arcsin est paire (la dérivée d'une fonction impaire, a savoir Arcsin, est paire).
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La fonction Arc cosinus
La restriction de la fonction cosinus a [0, 7] réalise une bijection de [0, 7] sur [-1, 1].
En effet, la fonction f = cos o]
— est injective, par stricte monotonie de f

— apour image [-1,1].
En effet, par continuité de f, le TVI affirme que I'ensemble ([0, 7]) est un intervalle.

Et les extrémités de cet intervalle sont —1 et 1.

Définition.
La fonction Arc cosinus est la bijection réciproque de la fonction cosinus restreinte a [0, 7] et cores-
treinte a [—1, 1].
Autrement dit :

Arccos: [-1,1]

X

—_—

[0, 7]
I'unique 6 € [0, ] tel que cosO = x

« Bonus. La fonction Arc cosinus est strictement décroissante et continue sur [—1, 1].
Elle n’a pas de parité. En revanche, sa courbe posséde le point (0, Z) comme centre de symétrie.

« Valeurs remarquables. On a

14

T 7T 7T T 1 2 3

0 0| = S R X 0| - V2 | V3 1
6 4 3 2 2 2 2
3 2 1

cosf 1 £ £ — 0 Arccos x — z i z 0
2 2 2 3 4 6

Pi¢ge. Que vaut Arccos (cos(2%2%))?

Attention. On a

Vxel[-1,1], cos|,, (Arccos x) =X et VO ¢e[0,mt], Arccos (coshm 9) =0
Ona
Vxe[-1,1], cos(Arccosx) =x et VO eR, Arccos(cos@) =0
Dans la pratique.

Soit x, 6 € R. On al'équivalence (c’est surtout I'implication qui est utilisée dans les exos) :

0¢€[0,m]

Arccosx =0 — {
X =cosf

Une égalité. On a Vxe[-1,1], sin(Arccosx)=V1—x2.



sol — 22

Question. Montrer que YV x € [—1,1], Arccos x+Arccos(—x) = . Conséquence sur la courbe de Arccos?

Question. Soit f : x — Arccos(cos x).

Déterminer 'ensemble de définition de f.
Pourquoi peut-on restreindre I’étude de f a [0, 7] ?
En déduire le graphe de f.

Défi. Méme si cela ne sert a rien dans la construction de la courbe, on peut montrer que la courbe de f admet le point de

coordonnées (7, 7) comme centre de symétrie.

v

Proposition.
* La fonction Arccos n’est pas dérivable en +1.

* La fonction Arccos est dérivable sur|—1,1[etona:

Vxel]-1,1[, Arccos'(x)=

V1-—x2
x Soit u: I — R avaleurs dans ] —1,1[ et dérivable.
La fonction Arccosou est dérivable sur I eton a :
(Ar .
ccosou) = Nowr

« Remarque. La non-dérivabilité de Arccos en +1 se lit sur la courbe : présence de tangente verticale.
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V. Fonctions hyperboliques

Fonctions cosinus et sinus hyperboliques

Rappel. Toute fonction s’écrit de maniére unique comme la somme d'une fonction paire et d'une fonc-

tion impaire.

Définition.
Les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique sont définies sur R par

ef+e™* e’
VxeR, chx:T et shx=

— e_x

2

Ce sont respectivement les parties paires et impaires de la fonction exponentielle.

Proposition. Les fonctions ch et sh sont dérivables sur R et on a

ch’ =sh et sh’ =ch

D 2

« On ales tableaux de variations

L 4

X —00 0 +00 X —00 +0o0
signe de _ signe de
ch’'(x) 0 " sh’(x) "

+00 +0oo

1 —00

variations \ / variations /
de ch de sh

+00

» La stricte monotonie et la continuité de ces fonctions impliquent que :
— la fonction cosinus hyperbolique induit une bijection de R* sur [1, +ool.

— la fonction sinus hyperbolique est une bijection de R sur R

Formulaire de trigonométrie hyperbolique

Proposition. Soit € R.On a

el = cht+sht et e ! =cht—sht et ch®t—sh?r=1

16
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VI. Fonctions a valeurs complexes

Ici I est un intervalle non trivial.
Soit f: I — C (c’est une fonction de la variable réelle a valeurs complexes).
Pour une telle fonction f, on définit alors les fonctions :

— partieréelle de f, notée Re f, définiepar I — R
t — Re(f(1)

— partie imaginaire de f, notée Im f, définiepar I — R
t — Im(f()

— modulede f, notée |f|, définiepar I — R
to— [f)
— conjuguée de f, notée f, définiepar I — C
r — f(t)

En définissant 'opération + sur les fonctions complexes comme pour les fonctions réelles, on a

f=Ref+ilmf et |f?= RefH’+Umf)? = ff

Définition. Soit f: [ — C.
La fonction complexe f est bornée lorsque la fonction réelle « module-de- f » | f| est bornée.

Proposition. Soit f: I — C.
La fonction complexe f est bornée si et seulement si les fonctions réelles Re(f) et Im(f) sont bor-
nées.

' Proposition. Soit f: I - Cetg: I —CetAeC.
Si f et g sont bornées, alors f+ g, fg, Af sontbornées.

Dérivée d’'une fonction complexe

Définition. Soit f: [ — C.
On dit que f est dérivable sur I lorsque les fonctions réelles Re f et Im f sont dérivables sur 1.
Dans ce cas, la dérivée de f, notée f’, est définie par

f''= Ref) +imf)

« Remarque. Quand f: I — C est dérivable, on a donc Re(f’) = (Re f)’ et Im(f”) = (Im f)'.

n
« Fonctions polynomiales. Soit f une fonction polynomiale a valeurs complexes, disons f : t — Z att.
k=0

n
Alors f est dérivable et f': t— Y kayt* .
k=1

18



Opérations sur les fonctions dérivables

Proposition (opérations sur I). Soit f, g € C!. Soit A, ue C.
Si f et g sont dérivables sur I, alors :

— Af+pugestdérivablesur Tet (Af +ug) =Af" +ug'.
— fgestdérivablesur Iet (fg) = f'g+ fg'.
— pour n € N*, la fonction f” est dérivable sur I et (f™) =nf'f""1.

— pour n€Z™*,si f ne s’annule pas sur I, la fonction f” est dérivable sur I et (f)' = nf'f" 1.

1 1y -—-g'
— si g ne s’annule pas sur I, la fonction g est dérivable sur I et (E) = gg .
/ lo /
— si g ne s’annule pas sur I, la fonction i est dérivable sur I et (i) = fgg#
8 g

' Proposition. Soit J un intervalle de R.
Soit ¢ : I — J une fonction réelle dérivable et g : /] — C une fonction complexe dérivable.
Alors la fonction complexe g o ¢ est dérivable sur I etona (go @) = (g' o) x ¢

Question. Soit f : I — C dérivable. Montrer que f est dérivable et donner sa dérivée en fonction de f.

Dérivée de e/

Proposition. Soit f : I — C dérivable.
Alorslafonctione/: I — C  estdérivablesur I et (e/) = f'e/.
r — ef(t)

« Pour la preuve. On ne peut pas appliquer la proposition précédente. WHY?

Proposition. Soit w € C.
La fonction complexe ¢,,: R — C  estdérivable surRetonay) =wy,,.

Question. Soit p: I — Ret0: I — R deux fonctions réelles dérivables sur I.
“"* Montrer que la fonction complexe f: t — p(t)e?) est dérivable sur I et donner sa dérivée.

Caractérisation des fonctions constantes

Proposition. Soit f: I — C dérivable sur I'intervalle I.
La fonction f est constante sur [ si et seulement si sa dérivée est nulle sur I.

Dérivées successives

Méme définition que pour les fonctions a valeurs réelles.
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Question.

Soit f: R — C .Montrer que f est dérivable et donner sa dérivée.
1

t — _—
r—i
Plus généralement, montrer que f est n-fois dérivable pour tout 7 € N et donner I'expression de £,

20
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Pour le centre de symétrie, il s’agit de montrer que

Z++fE-h

c’est-a-dire
VheR, f(g+h)+f(g—h) =7

c’est-a-dire

VheR, Arccos (cos(g + h)) + Arccos (cos(g - h)) =7

c’est-a-dire
VheR, Arccos(—sinh)+Arccos(sinh)=rnx

ce qui est vérifié car pour tout x € R, on a Arccos(x) + Arccos(—x) = 1 (WHY?).

La fonction p vue comme fonction a valeurs complexes est dérivable sur 1.
La fonction ¢ — €' est dérivable sur I.
Par produit de fonctions dérivables, la fonction f est dérivable sur I, et on a

Vtel, f’(t) = p/(t)eie(t) _l_p(l-)igl(t)eie(t)
ei@(t)(p/(t) + 1p(t)91(t))
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