Fonctionsusuelles

exercices




Faire ses gammes

Dérivons

Soit (a,b) € (R%)?. Déterminer le domaine de définition, le domaine de dérivabilité et Pexpression
de la dérivée des fonctions suivantes.

a

(i) z+—>e =2 (vii) x +— Arctan(e®)
(i) @ = azl/_x (viii) @ +— Arcsin(2z? — 1)
(iil) = ( —) X
(iv) z 14 cos?x (ix) x +— Arccos <1 n m)
(V) z— (a:z: +b)” ,

; cos(a:c +br+1) . cos® x
(vi) = sin(z) () &> (1 —cosx)?

Des équations

Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

0 m(T5) = e (i) (va)* = ov*

(i) 3% — 7tz — go+g _ 32r-1 (iv) In|2z + 1| +1n|z + 3| < In3

103 | Etude de fonctions
Etudier les fonctions suivantes (domaine de définition, parité, périodicité, variations et limites.)

. 23 tan(2x)
) T3 (V) z— tan
(ii) z — In(z — 1) + In(x + 1) 1
(iii) x — In(2% — 1) (vi)  — z Arctan .
. In |x|
(iv) & +— . (vii) @ — sin(3z) + 3sinx

Fonctions exponentielles et puissances

1104 ' Ecriture d’un entier en base 2
Soit p € N* et

n= ZaiZi avec ap,—1 =1 et Vie]0,p—2], a; € {0,1}.
Montrer que p =1+ |logy(n)].

1105 | Des suites
Les questions sont indépendantes.

1. Déterminer tous les couples d’entiers naturels distincts (n, p) non nuls tels que n? = p™.

2. Déterminer les entiers naturels n € N tels que 2™ > n2.

=
(=7}

Max!
Déterminer, s’il existe, le maximum de { ¥n, ne N*}.
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108

1109,

112

Exponentielle et Taylor
Montrer que

VneN, VzeRT,

n T
DI

Encadrement de e

Montrer que Vn =2, <1+—) <e<<1——> .
n

Du z en haut et en bas

1. Soient I un intervalle de R et v : I — R et v: I — R deux fonctions.
On suppose que u et v sont dérivables sur I et que u est strictement positive sur I.

Montrer que u" est dérivable sur I et calculer sa dérivée.

¥ stz >0

2. Etudier et tracer le graphe de I’application f : R — R définie par f(z) =

1 sixz=0.
On précisera les éventuelles tangentes aux points d’abscisses 0 et 1.
3. Méme question avec f: Rt — R
i siz >0
x .
0 sixz =0.
Une inégalité
1
Montrer que Vo elo, 1], 2*(1—x)l7®> 3
Az — Dol (x — I) + s olx <4 = goidonot sl ob amoidsitsy aol 1eibud

Une inégalité (délicate ?)
Montrer que

VteR, e < e

Limites

Avec du log et de 1’exponentielle
Déterminer les limites en oo des fonctions suivantes :

In(1 + e*)
NG

(i) In(z) — e (iii) = —

73

exp(v/z)

(i) = —

PR
'113 | Avec des fonctions puissances
Déterminer les limites suivantes :

G tm Z)F
rz—+oo T

a®

(ii) lim - olla>1
r—+oo T
a®”
(i) lim oil<a<hb

z—4o00 ha”

exp(v/7)

(iv) z +— (o)

(iv) lim i/
r——+00

li 1/z
(V) xlg)lJr o
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Fonctions trigonométriques circulaires

i:l: :4] Graphe
Soit f :  — Arctan(tanx).
1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Montrer que f est périodique.
3. Montrer que C; admet ’origine comme centre de symétrie.
4. Tracer Cy.
115 | Avec Arctan
1. Soit k € N. Simplifier Arctan(k + 1) — Arctan(k).
On pourra calculer la tangente de cette expression.
- 1
2. En déduire la valeur de B ll)l}_lw (kz_o Arctan (m>> .
116 | Cosinus et Arctan
Soit x € R. )
Montrer que cos(Arctanzr) = ——.
aue costAretans) = ==
En déduire une formule analogue pour sin(Arctan z).
i:l: :7] Avec Arctan
T 1 —cost t
1 Montrer que v e |- % T[4 o}, L2 (1),
ontrer que €]=53 \ {0} oy an ( 5
V1 2-1
2. Simplifier Arctan <—|——x> pour z € R*.
x
i:l: :8?} Des identités
Montrer les égalités suivantes :
(i) Yz € [-1,1], Arcsinz + Arccosx = g
(i) Yo €]—1,1[, Arct —r_ 1y
ii) Vo € |— rctan = — Arccos z.
Y 142 2
119 | Simplification d’une expression avec Arcsin
Soit f: > Arcsin (22v1 — 2?).
Soit x € Dy = ...
Montrer que
—m —2Arcsinx siz € ...
f(z) = 2 Arcsinzx size ..
m — 2 Arcsinzx siz e ..
120 | Equations

Résoudre les équations

(i) Arctan(z — 1) 4+ Arctanz + Arctan(x + 1) = z

[\)

(ii) Arcsin (1 2

n 2) = 2 Arctanzx
T

(iii) Arcsinz + Arcsin(v1 — a?) = g
(iv)

1
Arctan — = Arcsin

NG

1
vVr+1
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Divertissement !

{:1:2:1j: Formule d’Euler et Formule de Machin
1 1
(i) Montrer la relation % = Arctan 3 + Arctan 3 (formule due & Euler).

1 1
(ii) Montrer la formule de Machin % = 4 Arctan E Arctan 239"

(Cette formule permit & John Machin (1680-1752) de déterminer en 1706 les 100 premiéres
décimales exactes de ).

Encore une formule

. 1 3
Etablir I'égalité % = 5 Arctan - + 2 Arctan w9

Fonctions trigonométriques hyperboliques

123 | Formules d’addition des fonctions hyperboliques
Soit = et y deux réels. Montrer les formules suivantes :

(i) sh(z +y) =shachy+chzshy (iii) ch(z +y) =chachy +shxzshy
(ii) sh(2z) =2shzchz (iv) ch(2z) =sh®z +ch®z

124 | Une espéce de formule de Moivre
Rappeler la formule de Moivre chez les nombres complexes.
Montrer Vp € Z, Yz € R, (chz + shz)? = ch(pz) + sh(pz).

{zl 5| Duplication
Soit n € N* et x € R.

n

En utilisant la formule de duplication du sinus hyperbolique, simplifier 2" H ch (2%)
k=1

126 | Un exo de khélle, pas trop méchant !
Soit (a,b) € R% Résoudre dans R 'équation achz + bshx = 0.

127 | Un systéme non linéaire

Soit (a,b) € R2. Déterminer une condition sur a et b pour que le systéme

—N
2Ne]
=
8
N~—
—
<
S~—
I

admette au moins une solution.

128 | Sommes

Soit n € N* et (z,y) € R2. Simplifier C,, = Y ch(kz +y) et S, = Y _sh(kz +y).
k=0 k=0

29 | Fonctions hyperboliques réciproques

1. Pour tout y € R, résoudre ’équation y = shz d’inconnue z € R. Qu’en déduit-on 7

2. Méme question avec la fonction ch.

[07exo—Fonctions_usuelles‘pdf, 5 novembre 2024, 17:24]




Mini DM

;3_0?: Une équation différentielle (le retour)
Soit f:x— VVa2+1-—zx.

1. Déterminer I’ensemble de définition D de f.

I
1
\

I'_ll

2. Montrer que f dérivable sur D et déterminer f’.
3. Montrer que f est deux fois dérivable sur D.
4

. On pose g : t +— f(sh(t)). Donner une expression simple de g.
Justifier que g est deux fois dérivable sur R et montrer que :

VteR, 4(ch®t)f"(sh(t)) + 4sh(t)f (sh(t)) — f(sh(t)) = 0.

5. Montrer que :
Ve eD, 4*+1)f"(x)+4af'(x) — f(x) =0

La fonction tangente hyperbolique

sh
On appelle tangente hyperbolique et on note th la fonction O
c

1. Etudier la fonction th et tracer son graphe.

tha + thy 2thz
2. Mont v R2, th P TY G th(2e) = —
ontrer que (z,y) € R, (@ +y) 1+thathy ¢ (22) 1+th®z
1+thz\" 1+ th(nz)
3. Mont VzeR, Vn>1, - '
ontrer que Vr €R, vn <1th:1:> 1 — th(nz)

4. Montrer que th est injective sur R, donc bijective de R dans son image. Déterminer une
expression de sa réciproque, notée Argth.

[07exo—Fonctions_usuelles.pdf, 5 novembre 2024, 17:24}




Fonctionsusuelles

corrigés



101

F-R"

20 £ IR

A (e ) ey
2 %_e_“\-

QM) - P Q—+%)L=ucf[xh(i+%)] |

> 2«.’% 2 HEE

O‘\’\Rr/.)m-f J—,Wﬁw\ /L+ .?_L B

Gla @L’MM (: MM&AL“1 /‘T>_
[t )

. ] l

B (LAN : |

Bl = Jomy o] U0 00|

"zéwsi—&lmorl.-zq

) -

[/.L. J?w(./\ *-%t) +

SR

0. (/QJ- + bj{n‘cau»‘--ioh\'ml_
o L "~ ; B
ettty g ma i
A Aol dig
,-:_L [ | |
Pttty ' § | ‘
."‘\\"’ —_—— 'j_ ! i
\ (% a {
| | tal T | = | :
9e. |, x* 2 Luf14.9 f
mEPE l ""fl H *)] |

e

-

[O7exo—Fonctions_usuelles.pdf, 5 novembre 2024, 17:24)




.Pr-%a\&.&(/ AJG&(MA.

\}xelR' Adoa % 20 Vnéﬂ?ﬁ A or 70
N QLR Qow i =R, g/
A (v ) o 2oy )

d/b 2/\,[/\.\,,09,1)(_,

o Bt
A-t-ca-.,lx,

= R\ S xelR | = O[x]} = U.]OM‘EI' Tc+kt[

ke Z

,_(.l.a/u...l:)&\;\(ml:pbm-; ) — w(a,&,um;@,)mk

‘z(.”> § i K&inx)L

Vi) 2 s Ancha(e?)

LRI - c—l e
d’l—( ) A 4—((.1):- T A#—Qu

I




(vm) X p—> A)\_C-frv\(x _.1_)
Lo :iw 5, ovs U Auw LA u{»\.‘ s [-1 1] ek Mmk&fw]—],i[

Dioat
_é'_-(v-- o | M“
. '\/4—(1".—1)"
= A —
d-x'-;lxt ,
L A f
‘X.‘\’Q-x" I
i 1
[\
I

(lx) 2|t AMM %Aix)
G o % j/o- -Z]U O«-[
‘”a"“:J""; '2'[ ]°)"°'[
() - - (&
e
\E k )

(4+l.)"

N Vvl =

|4+ |

H+d

A" [ (xe2)

L A m el wk:—d’JlALﬂAr&,'Hxl
\)1(1+L) ‘4-+“—‘ | 2k uu:blma-"'ﬁk.ﬁ{hi T"«h*’l} (_4..,,:,)




— m!\
Q(_ uol)L

& - R\ {xeRr| “o[u]}

[(})——X%

V) Josux

ke Z

i

},tlt‘-,.&[[

()= o\_( (oax L (A in )"
d d
-3

3 (-Lx)(mtx) (A_omx)-l+ o % | (..2,) (9&1)(4-(.”&)

S Y e, s

{1

=1 = Saul %l mgLK.(/\_mx)-s[s(/‘_wox) 3 Lm&]

_S\)AK.LO:LL [S-MK]

@_m&)s

_ Sr\‘M)t.cOoL‘K.(CmX.—Q

- Auaaay




102

),
(:_) Solt| A € 8:]0'&[
On v lia ltciuivo\[p..\cu .MVQN"M:

/f,,\'(_’(_+_3_> T3 (
—q- 2/ = 'K.,
(m-s)"
4
S (re3) L AR <0
- e To Gx___',ﬂ =q|
‘ <—’> QL 3) e
' (—b x Al [ [T 1]
K@ Fae ] Azf.“m%w L]uam
Sovtx.ER | |
O‘« Q.Ld QL)M\A:.U-\ULA fs Ll Jaal ool
EEN U APEPSC AN
e Sl
S 1 1 ol it b b a1 .
V|
x>0
o & :e_e]o,m[
S=u

(07exo—Fonctions_usuelles .

pdf, 5 novembre 2024, 17:24)




- iy,

- R

|
op

e_wd\_

_ = .M
p 1T N 3
+ . | AR % B
BENEEEER e EEER I~ Ly 1Ll N
&,uT “ %fi.sr CAREE s A.Tg Wi g
s h; JJ ad 4:L aﬂn = = o G 5 ﬁ - .
- IRE31C ¥ i
e - v s = = L.i . | -
T || S %
| P E g b
s | i I et
- . ] - o
\\n ) .L-l mZI - t# 3@ IMT
> ] . n J i
e o
v
N LA )
V[ .@ ) . I
i ] 4 rEE Y .
I 4
EENEEEDES m .m-- C
| T g <15 Lﬂ ~—
iEE s b W1
= ﬂ i . 3 BB s jll i
Ll 3L R n gl 4
j _ N l. VA — = s
1 IECE~NENN :
T b k’| { _l / 4 3 IMVI&I & —
HEmNmsmmaREREaEs-d~ iad=aEEE=] RaN:
1] .




ﬂ_{j
H

N

1
1
|

N

.

I

-

SR

[T
et
-
|
]
o

|

sRNNE
i
L
|
!
|
|
4
|
i

Boyie

|
= E HEMED [
o R M
N 5 m[ ENEN
1_| “ , o . ~| i N ) (o T !
.WJ? _ ol L._t! A_A/ ) S - Iﬁ _
<:Tf‘ 1 _/@Jlrt f t—t— m >

~
—

[

SEmEEEE

L b bt b L L

A — Vx>0
. -
Ai ‘b

EEEENEE
- { d
F3|

[-i;,]_ |3
@r"

1)
U
o

s
u
_H
1]
1

|

|

-

]
T

va
]

[ ] 1]
| 1
T

o

Jat = [Nl I

Ll 117
Lde d
| 1SS S s
Azﬁg
‘i__:-,_ ||
-
|
) ;_f
ke |
BT

[

2|0 ’PAX

i

A
2

b 9

Aat i
= l
SN

,‘r ! wb

EENE

+_L__
I |
{Ij [
| |
u
[
-
|
’ﬂ
il

B0
L (el G L

i
T

+




__dl.%.
1L

—
[ |

-

L

| | |
| |

Z \ ! |
| |

= rou

B s -

f
E|
gn,-kx !
T F

W -

o

“F"

Pt

i { ,,__.._
RN

|
e

<
PN

dg .

T

‘f

e

A (%,-t&

+3)
| 1/

ZF)

———F

I

+ e &

S

<k

LA (1947

!

4
% |

]

11
[ | T
AN

oS! S, S50 S

|
| -
I S

| |
Sex e

2

I

)

S S S

EEENE




103

i 3

(ﬁ};{»i T e 2

’lé@—* RO\ 4 +\/€’} = Jae VB[ U T-EETulEw- L

e
,{M duvoble suwn Q) o |

\7’&&3 %(1) LN x:——igl— iaE

Byt L — T T 29)

A e

ERb e
= — al:\L AA.W\. XL—S = O’

S e
HHHH T TR B a

! - | Y
I ) |
L -DQ:A LA _:—— |t Do
SN Tl L 8 ‘
g il L LA | = [
P o 1’= - Ju»:% mR
SN 1 e »

[07exo—Fonctions_usuelles.pdf, 5 novembre 2024, 17:24J




. . :
2
,]E* ey P #70: Pk} T I e = —1 —p—hde
- ot (4-_.}_ A2
» x‘) -
r L e
1 Choi Qel Lemt % ari 4ho
R Ei e AT
oE. L el N
T B gttt o @u e

‘_fl_bna_ _}“ R amEEEE ,4.




\u-)ﬁz,,,_, dn(2ad) 3t (s 1.)
OZ‘: ]4— 409[
MMV&LLSM@# & ex o

Nxe2y, Ju) A 4

N4, x4 1

A RUR ATNE B

Az : , S 1 :
e QO o —/(ML 'X‘—A"V.-O r ol'o;\ ,Q_,Lm. jfs(l L) )

E' RERERAmEAEas A

i

——--HZ.NL /;owuvq._, | ,QAM'}(’&)

|

_.Qma., Daca Jm(n 1) =ael |

T A

T_T. 0.. JM L\.(DL-Q"L)

N amamEE %“‘)

'—T

—

Er—
|

[ — i
|
]

e —

—t—t—r—t |

—



, wu) ¢€ s (" "1-) !
3 1’ j-—o— _4_( @) j Al L
A ke :
Sun :147")‘[ 4"0’* ‘-4)011 a t.a\‘%ou:mn Mamar(rh\'\h:
V'u.é ]’L, m[ NP ;(1_1_)(3_,_4, 1)
b' (el 1 g
—_ : Vxé]'i-,-tug «@n(x d_) «fmﬁt 1)+im(>c+4.)
E;“‘IT“’““ Wma/ﬂkmgp
HH e |
- I T N
.:.:: U 1 |-
Q J‘ ' BoNuS %Jwb JJA‘?M(M r}@mﬁ-\
ook Jl)ze Gh An(x4) S bd Gk X s
ey | , . ta | Atz 2 |




Bt

i |V)’t W > T

o Rlddo. dac 21_.
QX Rl

Oud & X Lo dsdodialeal: | | |
'z.éa#’ => 't“_'f\ eedatt| gt x5 g

-

* . w |

| <;> xfE O ok we€ [—-:L'O[ U[4';M[

“+ea

BN M +o |l Tl T
Er%- - PM[UD ~L
l:_. iMMVnMLMZ) ]q!,o[k)]«x_‘m[
LL___-&

|

) ol L} %&"’“ M+MV¢L(LBM:@ Jka.ml.l.w dmaomi

LN

———— e
]

L )t H\T_ st doawe i s ]n -m[:
mfux__ c:onrohw-. “{ “l—' A ekl xw;,_ .D

ﬁ_.‘

— ! S— e —

:FV:LE,:Q 'i (t)- ’-’L"L»-M”’x T

j;“- TP T e s
——— + 1] L I ==t . 4 N TR S e S TR 8 b

I“ T T T T T e T A e e [

*‘r~ EEEEE . 4nt= | Vmaq

— ya

e Ll AR i 225 i e

L




=

O

-~

il

——

|

1
— _ij

—
l r

—

L]

-

ﬁ_‘_"‘. a__ - =
’Jf-—«[‘ ~+‘

}=? ——
s .
: '
A

A

r )

4 A

-—

,_,__~_‘l__L_
-

-_—
-

u

o p——

>

i

— ¢

AN

-

|

|

-—

sl

"y 0

-
AAnA

M-




f'(i;,)f_ e

-~

Sost ‘)LC[Z
[ 10w o
Z -a.eébg <—>{tu~(z«) qu_ 1] N
1 ~ tow 2 0allL ex M.LML
(‘_-;421(# “‘[n] [ 1] | 1]
Ht g I [nj ot x# a[r\] j |
T T Tl {x',e::rryl] RN j,i*T\
SEEN k;‘ . x [r:] ek agow]) | .
. | - R o
L"E'—"’ | . | 1 ;_X,

HEN N

: ’_1 ra_mL o K*r;iqﬁua. -

DET“‘I A..Lowfu... ,QL}LJ-LM [O A-Jﬂ@{__

BEW @;r“ kg' | a.wL_ | mnw[ u].*:_g; Tasl

e

i ,54 EEEEEAEEEEEEAmES
Htiatlal I cwow Aw*‘*“}'» '“‘f

5 agm vu:_a% 4{,, | T T oVl [ dekd |
hf—“‘—' B T 4 ‘“‘* "“‘“’*m@l - 2tanc

HPVx@} ;‘{ ) Hm-{’brtwg ATPTE
";—*—'5 (/\,-Luntt ) EEEEEEN
El i AR A




'—-r—]——*\—— T T T ——t—
+—t1— | S -t — "_T-Y 7ttt U Vi
e —4 4 gt — ~——v;3 4 .._l

) ]

| L Ll 194 = ‘*‘- 1T ;l'ek‘lgm:lm(zx ) .'.oo 11

———

-<h

.

O o ) 0 )y




N O R
d { \
tr.f. . *ﬂ b =
I\T'Av‘ I)m
M EEEES 2 == |
-ﬁri_‘J w T r,h- -r ol
| ! rl_l,l.
- LY;J!. — — =
"3
it .ﬂrc A
11 : N\ ~ | g
> k)
i 1 N O 14l 3 Al ) =
\ T~ S
1] = .
L1111 L
N " |
|t <
] - o <
| —o
[ )
| N
i 3 ‘ A\
: . - \
= =T
A iﬁ * ~a
aa
i V|

b

!




B, o (I

N . . "““—-*~T = S S - A N RN O A N[ W
| W’f Py A'ufca«»( i) O

T Gl ™ —t ¢ — 4 W ——
'1” S Sl O R —1 | ‘ r ; |
v ‘Z"‘ 3 ——tT
~—r— S N U S S N 1 \ !

| S (N T' T I

BEERY R i TN RN SRR EE NE R T

. Y"" —T y—-l—1 .».‘ e

fL I T -?L
T TJF““ | |g 'L)“’ 4’ ('L *‘“—'*"‘ S
——t «—k—-ﬁ T é*_’ L L' e = 2; | . ._T,L+ (di)z,. !,._

S S SR

_{___ — ‘—‘& ‘_t " N N | _‘, 44 | ! i) I - | “_vrz, ‘..__..__\.__1 | . li
=1 “‘—v‘:f #%QL e Ty 1] |- 1

,_%ﬁ




Lwh_cnO,
B /Q‘”*x.:.o‘

'_. qu.— )M L.—:m A 4
B : ‘ ' !o:« /Q\:« o~
A/Ldu-ft' J 72_ ' Ol ho* ki ( ")

l’-—nuq

’ ?l_;o"’ '

72N kA)foM(Ji) =R ’

Mmm mUA. XR.\&G.}LI— MWW clLO

WA .J.A.O dLm#dM\.

_;7
o &




A O O I | 1 S L L L3
EEEEEREEE _;; T 3 |
RN |
R e LS - ;
IR NN RN R | ERE:
NN NN PHTT T T
| | { . h U
REmEamasmEAREEEEE: JEEa SSE
LT N | i : i
NEE N ERERERREEES G M i
= ] _ I
(_I!wmr ul. L +—11 O rJulL [~—t— X
_ _ | 9 N « g
IENEEEEEEN v m = o | 1o 3 '
| |2 NOREE
: EEEEEENEREL M. I T \\ |
i . . 4 I - N Ll
f‘.* M | i 3 o |- _u ../ d T.A
- _ T_ 1 =3k . il c U \
[ | | X N\ E L 5 o
FRRRRSRERTRRARSAE CpiRT s :
(% N O O O O I - I ~ — Py 5 /
FESRREEESLENER) ACAE ARET R N
RERENERER-EET ) NN Y .
=N 4 hg- 2N I
- & / 3
| ) \ Q
2l s S
— i
& ’ ) —
<J i L i L y
_
s . i 2 ~ N || Jhsl
, R T




S ) HEEEEEENE
— ln cowbel ¢t TornT] _,_L_g.l I I
00 [N S (S 1 N Y D E % (]
p, b pa b TatA | 102 | 0 pagonS” ' “ \ ' ‘
;\ J Vi — b ] li. 2 _.‘ o
| L . \ [
’_,'.LMM%#F RN T
l 1
D e - ] | 7_'|_
& N i ,
I |
|
|
3 { N

4
! | |
I
‘t» JuI( )- A‘I‘b N v n .,:/‘J’ 8
- ¢ p J J | | |

oL _ak 0! {

4y |

Rl ) ¢




i) L’expression donnée a un sens dés que = # ++/3 donc on a une fonction

R\ {£V3} — R
r — 2

f:

z2-3"

Quotient d’une fonction impaire par une fonction paire, f est impaire. Nous allons donc
Pétudier sur £ =R, \ {v/3}.

La fonction f est dérivable par opérations.

Soit x € E. On a

_ 3z%(z% — 3) — 23(22)
(22 = 3)?

f'(@)
Le dénominateur étant > 0, f(x) est du méme signe que

32%(x? — 3) — 2%(27) = 2?2 (32% — 9 — 227) = 2%(2? — 9) = 2%(x — 3) (z + 3)..
>0

On obtient alors le tableau de variations suivant de f sur F.

x 0 V3 3 +0o0
o0 = - 0o+
+0oo +0oo
\ /
9/2
f 0 \
—00

La seule limite un peu subtile est celle en 400, que 'on obtient en factorisant numérateur

3
. . . . . : x _ 1
et dénominateur par les termes prépondérants : quel que soit x € E, on a _7— = w1 T

Comme on a —5 —— 1, il s’ensuit f(x) P +o0.
T T—+00

1- T—+00

Voila enfin le graphe de f.
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ii) L’expression donnée a un sens si et seulement si 22 — 1 > 0, c’est-a-dire si et seulement si
2?2 > 1, c’est-a-dire si et seulement si || > 1. On a donc une fonction

|00, —1[U]l, 4] — R
I 2 _

x — In(z®—1).
Composée (dans le bon sens!) d’une fonction quelconque et d’une fonction paire, f est paire,
donc nous allons simplement I’étudier sur |1, +ool.
La fonction f est dérivable par opérations.

Soit & € ]1,400[. On a

fl@) = = >0,

donc la fonction f est strictement croissante sur |1, +oo].
Les limites se calculent trés simplement et on obtient le tableau de variations suivant de f

sur |1, +o0l.
x 1 +0oo
f! +
+00
f
—00

Voila enfin le graphe de f.
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s . . . 1 . . , .
iii) On voit directement que I'expression % a un sens si et seulement si & # 0. Pour déterminer

quand cette quantité est > 0 (de telle sorte que sa racine carrée soit définie), on peut par
exemple procéder & une disjonction de cas :

— six € ]—00, —1[, In|z| > 0 et x < 0, donc le quotient est strictement négatif et la racine
carrée n’est pas définie;
—six € [-1,0], In|z|] < 0 et z < 0, donc le quotient est positif et la racine carrée est
définie ;
—siz €]0,1], Injz| < 0 et z > 0, donc le quotient est strictement négatif et la racine
carrée n’est pas définie;
— six € [1,400[, In|z| > 0 et > 0, donc le quotient est positif et la racine carrée n’est
pas définie.
L’expression donnée a donc un sens si et seulement si « € [—1,0[U[1, +o0[, ce qui nous donne
une fonction
fo [-L0[U[l,40] — R
In|z|

r —_— .
x

(a) Sur [—1,0], la fonction f peut se réécrire x w Comme la racine carrée est
dérivable sur R, cette fonction est dérivable sur 'intervalle ouvert |—1,0[.

Soit x € |—1,0[. On a

1—In(—=x)
Fa) = —E—
5 ln(;x)

qui est du méme signe que 1 — In(—x), c’est-a-dire > 0.

(b) Sur [1,+o0[, la fonction f peut se réécrire  — \/1“77”. Comme la racine carrée est

dérivable sur R, cette fonction est dérivable sur l'intervalle ouvert |1, 4-o0].
Soit x € |1,400[. On a

1-Inx
(o) = —ﬂfm ,
N
x
qui est du méme signe que 1 — Inx.

On obtient ainsi le tableau de variations de f.

x -1 0 1 e “+0oo
f/ _|_ _|_ 0 —
+00
f e—1/2
| | \ 0

Voici enfin le graphe de f.
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iv) L’expression donnée est définie si et seulement si & € Dy, et tan(z) # 0 et 22 € Dyay.
Pour tout x € R, on a

r € Dian — a:;é% mod 7
tan(z)# 0 x#0 mod 7

< 2#0 mod /2.

Ainsi, pour tout z € R, on a

D
t 2 x € Dtan
tan(2z) bien définie <= < tan(z)# 0

tan(z) 22 € Dian

mod 7
mod 7
mod 7

T
T
2x

— x#0 mod m/2
r#% mod m/2

<~ z#0 mod 7/4.

<~

Z
#
=

R OnN

Ainsi, si Pon définit D = {m eR |z #0 mod 7r/4} = Upez |k%5,(k+1)Z[, on a une

fonction
D - R
f Cor tan(2:v)'
tanx

Le domaine D est (clairement) 7-périodique et symétrique. Quotient de deux fonctions im-
paires, la fonction f est paire. Quotient de deux fonctions m-périodiques, elle est w-périodique.
On va donc se contenter de ’étudier sur £ = ]O, T [ U ] 5 [

La formule d’addition de la tangente permet de voir que

2

Ve € D, f(x) = T tan?@)’

La fonction f est dérivable par opérations. Soit € E. On a (en utilisant la formule tan’ =
1/ cos?, ici plus judicieuse car elle donne des expressions plus factorisées)

1 1
2 o () tAan T — tan(2z)

fi(z) =

tan® x

Comme tan?x > 0 (car € D), cette expression a le méme signe que son numérateur. On
peut en fait encore la simplifier davantage en multipliant par cos?(z) cos?(2x), également > 0
car ¢ € D (donc x,2x € Dyap) @ f/(x) est du méme signe que

2tan(z) cos?(z) — tan(2x) cos®(2z) = 2sin(x) cos(x) — sin(2x) cos(2x)
= sin(2z) — sin(2z) cos(2x)
= sin(2x)(1 — cos(2x)).

Or, comme = € E, on a 2z € |0, Z[ et sin(2z),1 — cos(2z) > 0.

On a donc montré que Va € E, f/(x) > 0, ce qui montre que f est strictement croissante sur
chacun des intervalles qui constituent F, c’est-a-dire ]O, %[ et ]g, 5 [
Il était en fait plus judicieux de s’éloigner un peu du plan du cours et d’utiliser la fomule
alternative, qui permet d’écrire, sur chacun des intervalles que I'on considére, la fonction f
comme composée de fonctions dont on connait le sens de variations. On obtenait directement
que f était strictement croissante sur chacun de ces deux intervalles.

On obtient alors le tableau de variations de f sur E.
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z |0 /4 /2
I + +
+o0o
2
/ 0
—00

Justification des limites.
(a) La limite en 0% est la plus délicate & déterminer. Il y a au moins deux possibilités :
e on utilise la formule alternative que 'on a énoncée en remarque, en ajoutant que,

par continuité de la fonction tangente, on a tan(z) — 0;
T—r

e on utilise le fait que la fonction tan (resp. z — tan(2z)) est dérivable en 0, de
dérivée 1 (resp. 2), ce qui donne, par définition, les limites des taux d’accroissement

tan x tan(2z)
—1 et _— s — 2.
x z—0 x z—0

En passant au quotient, on obtient

tan(2
an(2z) g
tanxr 2—0

. + R . o
b) Les limites en (Z)™ sont plutot faciles. Par continuité de tan en T, on a
4 4

v
tan(z) —— tan — =1,
m4>%i 4

donc

tan(x) —— +o0 et tan(2r) ——— —oc.
=5~ ajﬁ%Jr

(¢) On a, par exemple par continuité de tan en 7, que

tan(2z) —— 0.

x
=%

Comme en outre tanz ——— 400, on en déduit
=5

tan(2z)

tanr z—z-

0.

Encore une fois, c’était également faisable (et facile) avec la formule alternative.

Voici le graphe de f, prolongé par parité et périodicité.
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v) La formule donnée a un sens pour x # 0 et définit une fonction f : R — R 1
r +— zArctan _.

Cette fonction est paire en tant que produit de deux fonctions impaires (le deuxiéme facteur

T Arctan% étant impair comme composée de deux fonctions impaires). Nous allons donc

Iétudier sur R? .

La fonction f est dérivable par opérations.

Soit z € R%}. On a

1 _1
f/(z) = Arctan — +x%
o1+ (3)
1 T
— Arctan - — —2—_.
retan — — o3

Déterminer le signe de cette expression n’est pas aisé, mais on peut constater que la dérivée
de f sur R’ est a son tour dérivable par opérations (autrement dit, f est deux fois dérivable)
et calculer f”.

Soit z € R}. On a

—= 1+22—z2z

f//(x) = w1

1+L%  (1+2?)?
B 1 1— 22
T 142 (1+a?)?
2
=———— <0.
(14 22)2

On obtient alors successivement un tableau de variations pour f’, ce qui nous donne son
signe, et nous donne alors le tableau de variations de f.

r |0 +00
bid _
?
J
0
1
f
0

Justification des limites.
(a) Commencons par la limite de f’ en 4o0.

(b) L’expression donnée ayant clairement un sens pour tout € R, on obtient une fonction
f: R - R
x +— sin(3z) + 3sin(x).
La fonction étant impaire et 2mw-périodique, on va ’étudier sur la demi-période D =
[0, 7].
La fonction f est dérivable par opérations.
Soit x € D. On a

f'(x) = 3cos(3z) + 3cos(z)
= 3 (cos(3x) + cos(x)) .
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Commengons par déterminer les zéros de cette dérivée. Soit x € D. On a la chaine

d’équivalences

() =0 < cos(3z) = — cos(z)
<= cos(3x) = cos(m + )
< 3r=7+2 mod 27 oudr=—(zr+7) mod2r
<5 22 =7 mod 27 oudr=7n mod 27
— ng modwouazz% mod /2
<§;;> ™ s 3w
r=—oulrz=—ouzx=—
2 4
— 2c T m 3T
z Lo
4’27 4
Justifications.

* Cas d’égalité des cosinus.
*x Car —m =7 mod 27.

*** Car x € [0, 7).

En calculant des valeurs de f’ (par exemple en 0, 7/3, 27/3 et 7), on obtient donc le
tableau de signes de f’, ce qui nous donne le tableau de variations de f.

/4

/2 3 /4 ™

£+ 0 -

0 + 0 -

/M\2/M\
f

Voici le graphe de f, prolongé par imparité et périodicité. Attention, le repére n’est pas

orthonormeé.

1

HiEd
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Par récurrence sur n € N :

no
x
H, : «Vz € RT, e > E H»
k=0

nok
x
Il peut é&tre utile de poser f, : z +— e* — E o de sorte que H,, s’énonce :
k=0

H,, : «la fonction f,, est positive sur Rt »

Initialisation.

Par croissance de la fonction exponentielle, on a :

Ve eRY, e >e

0 mk
01— i
Ore’=1= Z R
k=0
D’ou HQ.
Hérédité. Soit n € N tel que H,,. Montrons H,, 1.
La fonction f,,41 est dérivable sur R* et on a :

ntl g1
x
O A
= % = xk_l
= (=1
N
R
i
=0 "
= fal2)

D’aprés H,, la fonction f,, est positive sur RT.

On en déduit que la fonction f),,; est positive sur R.
Donc la fonction f,41 est croissante sur R¥.

Or fn4+1(0) =0.

Donc f,, 11 est positive sur R*.
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Posons
F:00,1] — R
r = 2°(1—a2)' T =exp(zlnz+ (1-2)In(l —2)).

Posons enfin, dans un souci de simplicité,

g: 10,1 — R
z = zlnz+ (1 —-2)In(l—2).

La fonction g est dérivable sur ]0,1[ (par somme de telles fonctions), et on a :

Veelo, 1, g¢'(x) = lmz+1-In(l-=z)-1
= lnz—In(1l-2x)

Par stricte croissance du logarithme, le signe de cette expression (c’est-a-dire la position relative de
Inz et In(1 — z)) ne dépend que de la position relative de = et de 1 — 2. On dresse alors facilement
le tableau de variations suivant.

z |0 1/2 2
g — 0 +
? ?
g
ln%

Cela démontre Vz € ]0,1[, g(z) > In 3.
La fonction exponentielle étant croissante, on a :

Ve €]0,1], f(z)=>

N =
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t

Posons f :t+—e > 4 ¢— et et montrons que f est positive.

On a
VteR, flB)=2t” +1—c" et f'(t)= (42 +2)e’ —e.

— Sit¢[0,1], ona f(t) > 0 car 2 > t et donc (42 4 2)e!” > 2e! > e,
— Sitel0,1], on écrit f”(t) = e’ (42 +2 — et_tz).
1
Comme t — t? < qpowrie [0,1], on a e < e¥ < 2 et donc f”(t) > 0.

La fonction f’ croit sur R.
Comme f/(0) = 0, elle est négative sur R_ et positive sur R,..
Le minimum de f est obtenu en 0 et vaut f(0) = 0.
Ainsi :
VieR, e <et +t.

Autre stratégie. .

On peut aussi poser f : ¢+ % =et"~t 4 tet,

Et il s’agit de montrer que f est supérieure a 1.

La fonction f est dérivable sur R et f/: t — (2t — 1)et" =t + (1 — t)e~*.
Comme e~! > 0, le réel f/(t) est du signe de g(t) := (2t — 1 et +(1— t).
La fonction g est dérivable sur R et g’ : t +— (4t2 — 2t + 2)6‘52 -1

Le minimum de ¢ — 4t — 2t + 2 vaut 7 donc, pour tout t € R, ona ¢/(t) > I — 1> 0.
Ainsi, la fonction g est croissante.

Comme ¢(0) = 0, la fonction g est négative sur R~ et positive sur RT.
Il en est de méme de f’.

Le minimum de f est obtenu en 0 et il vaut f(0) = 1.
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1.

— On a Arctan(k + 1) — Arctank € | -2, 2.
En effet, la fonction Arctan est croissante, donc Arctan(k+1)— Arctan(k) > 0, a fortiori
Arctan(k 4 1) — Arctan(k) > — 3.
De plus, Arctan(k +1) < 5 et Arctan(k) > 0 (car k > 0), donc
Arctan(k + 1) — Arctan(k) < 7.
— La formule d’addition de tan prouve que
14+k)—k 1

A A - = :
tan( rctan(k—l— ) rctank) 1+(1+k)k K24+ k+1

Ces deux points montrent que :

1
ArCtan(k + 1) — Arctank = Arctan <M) .

On a

(Arctan(k + 1) — Arctan k)

I
NE

= 1
Z Arctan (M)

k=0

b
Il

0
rctan(n + 1) — Arctan(0) (télescopage)

rctan(n + 1)

N— > >

™

n——+o0o 5

On a donc kZZOArctan <k2 ]

Remarque. Plus tard, dans ’année, on dira que la série de terme général converge

= 1 T
Arctan [ ———— | = =
> reton (1) = 5

1
B+k+1
et que sa somme vaut :
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On utilise la relation fondamentale (penser a la dérivée de la fonction tangente) :

1

Vt € Dian, 1+tan’t = ——
cos2 t

On Tapplique pour ¢ = Arctanz (avec le z fixé dans ’énoncé), ce qui est licite, car un tel ¢
appartient a | =7, Z[ qui est bien dans '’ensemble de définition de la fonction tangente.
On obtient :

1
1+ tan® (Arct _—
+ tan” (Arctanz) cos?(Arctan x)
D’ou
1422 = ;
cos?(Arctan )
D’ou 1
2
Arct =
cos”(Arctan ) T2
D’ou (attention a la disjonction de cas) :
1 1
cos(Arctanz) = ——= ou cos(Arctanx) = —

V1422 V14 x2
Comme Arctanz € |—7, Z[, et que la fonction cosinus est positive sur cet intervalle, on obtient

1
V1422

e Pour sin(Arctanz), on peut penser & exploiter la relation fondamentale cos? + sin? = 1, mais ce
n’est pas une bonne idée (confer plus bas).

Une solution élégante, consiste a utiliser la relation sin = tan X cos.
On a:

cos(Arctanx) =

1
V1+ 22

sin(Arctanx) = tan(Arctanz) X cos(Arctanz) = x X

Remarque. Si on utilise cos® +sin? = 1, attention & ne pas arnaquer le correcteur (ou attention
a ne pas commettre d’erreurs...). C’est délicat.
On a

sin?(Arctanz) = 1— cos?(Arctanz) = 1 =

Bref,

sin?(Arctanz) =

Donc (attention a la valeur absolue) :

|z]

V1422

sin(Arctanx) = _ ou sin(Arctanx) = —

V1 + 22
Il faut ensuite faire une disjonction de cas en fonction du signe de zx.

— Six > 0, alors Arctan(x) € [O, g], intervalle sur lequel la fonction sinus est positive, donc
x x

ﬁ, qui vaut encore (car z > 0) ——.

V14 22 V14 2?

— Siz <0, alors Arctan(z) € [,%7 0], intervalle sur lequel la fonction sinus est négative, donc

sin(Arctanz) = +

in(Arct = i i vaut <0 L Cest-acdi *
sin(Arctanx) = AT qui vaut encore (car = < 0) AT c’est-a-dire Wi

xT

V1422

Bilan. Dans les deux cas, on a sin(Arctanz) =
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On a

D; = {xe[—l,l] | —1<2x\/1—x2<1}.

La double inégalité équivaut, en passant au carré, a
42°(1—2?) <1 = 42" — 42> +120 < (222 -1)2>0.
Cette inégalité est toujours vérifiée et donc Dy = [—1,1].

Soit z € Dy fixé une fois pour toutes.
Alors x s’écrit sint avec t € [~F, F]. On a alors

f(z) = Arcsin(2sinty/1 —sin?t)
= Arcsin(2sintcost) car t € [—g7 g]

= Arcsin(sin 2t).

On peut alors simplifier cette expression, mais il faut prendre garde que Arcsin(sin u) = u seulement
pour u € [*%, g]

Dans les autres cas, il faut se ramener & cet intervalle en utilisant les propriétés de la fonction
sinus. On trouve

— Site[-Z,Z],ona2t e [-Z,Z] et donc Arcsin(sin2t) = 2t.

— SitG]%,g], alors m — 2t G]O,g].
De plus, sin(m — u) = sinu.
On en déduit que dans ce cas, Arcsinsin 2¢ = Arcsinsin(r — 2t) = 7 — 2t.
— Site [fg,fg[, alors m 4 2t € [O, g[
De plus, sin(m 4+ u) = —sin(u).
En utilisant 'imparité de la fonction Arcsin, on trouve dans ce cas que

Arcsinsin 2t = — Arcsin(—sin(2t)) = — Arcsin(sin(r + 2t)) = —7w — 2t

[
[

—m —2Arcsinxe  siz € [—1, —

S
S S

f(x) = < 2Arcsinz size |-

)

m — 2 Arcsinz si:rE]g,l]
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(i) — Prouvons que I’équation posséde une unique solution. La fonction :
f:x— Arctan(z — 1) + Arctan x 4+ Arctan(x 4 1)

est continue et strictement croissante (somme de trois fonctions croissantes dont 1'une est
strictement croissante) et réalise donc une bijection de R sur ]lim f Em f [ = ] =3z 3x [
— 00 (oo}

2 02
L’équation donnée posséde donc une unique solution.
Comme f(0) = 0, on en déduit que la solution est strictement positive.
— Déterminons cette solution.
Soit x € R telle que

Arctan(z — 1) + Arctan(z + 1) = g — Arctan z.

On veut appliquer la fonction tangente.

Pour cela, justifions que les deux réels sont dans Di,y,.
On a -
E—Arctanx € 10,7

De plus, §— Arctanz # 3.

Raisonnons par labsurde. Si on avait T — Arctanz = 7, on aurait alors Arctan(z) = 0,

d’ot x = 0. Mais 0 ne vérifie pas l’égalité initiale.
On a donc montré que
™
5~ Arctanx € Dian

On peut appliquer la fonction tangente a chacun des membres, ce qui donne :

tan (Arctan(z — 1) + Arctan(z + 1)) = tan (g — Arctan x)

L 1
A gauche, on utilise la formule tan(a + b) et & droite on utilise tan(3 — 6) = o
an
On obtient 1’égalité
2z 1
2—22

Dot z = i\/g

Comme la racine cherchée est positive, on en déduit que z = \/g ; il est inutile de faire

une réciproque puisque ’on a prouvé que I’équation donnée posséde une unique solution.

Bilan : I’ensemble des solutions est {\/g }

(ii) Premiére chose & déterminer : I’ensemble de définition de 1’équation.

Une petite étude de fonction montre que pour tout z € R, la fraction est a valeurs
dans [—1,1].

Donc ’ensemble de définition de I’équation est R.

x2

2
Analyse. Soit x € R tel que Arcsin (i
1422

Par définition de la fonction Arcsin, on a

Aresi ( 2x ) c { T W}
resin ([ —— ——, =
1422 2792

) = 2 Arctan x.

D’ou o
2 Arctanx € [77,7}

2°2

Puis o
Arctanz € [—f,f}

rctan x 11

Puis z € [-1,1].
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Synthése.
Soit x € [—1,1].
2
1-1-73;2> = 2 Arctan x.

Partons du membre gauche, mais avant remarquons que = peut s’écrire tant.

Montrons que Arcsin (

En effet, on a « € [—1,1]. Comme la fonction tan induit une bijection de [fg, ﬂ sur
[—1,1], il existe un (unique) ¢ € [fg, %] tel que z = tant.

On a alors
2x 2 tant
Arcsin (7) = Arcsin { ————
1+ 22 1+ tan®t¢
= AI‘CSiH(SiH Qt) il faut se rappeler de cette formule de ’angle moitié
™ T
= 2t car 2t € [—7, f}
2°2
= 2Arctanz

L’ensemble solution de 1’équation est donc le segment [—1,1].
(iii) Ensemble de définition de 1’équation.
Soit « € R. On a les équivalences

Arcsin(y/1 — 22) existe <= /1 — 22 existe et appartient & [~1,1] <= z € [-1,1]

Donc I’ensemble de définition de 1’équation est [—1,1].

Arcsin(v/1 —22?) = g — Arcsinx
—_————
|
€3] elo.x]

La clé. On a:

Analyse. Soit = € [1,1] tel que Arcsinx + Arcsin(v/1 — 22) = g
Comme Arcsin(v1 —22) € [0,%], on a § — Arcsinz € [0, Z].
D’ou — Arcsinz € [—F,0].

D’ou Arcsinz € [0, §].
D’ou z € [0,1].

Synthése. Soit z € [0, 1].

Montrons que

Arcsin(v/1 — 22?) = g — Arcsinzx
Examinons les sinus des deux membres.
— On a sin (Arcsin(V1 — 22)) = V1 — 22,

™
— Ona sin(§ — Arcsinz) = cos(Arcsinx) = v/ 1 — 22 (la derniére égalité doit pouvoir

étre reprouvée, nous l'avons vue en classe).

Les sinus des deux membres sont égaux.

Or les deux membres appartiennent & [—7, 7] (WHY ?).
Par injectivité de la fonction sinus restreinte a [—7, 7, on a I'égalité.

Ou a-t-on utilisé 'hypothése = € [0,1] ?

(iv) Ensemble de définition de 1’équation. Soit z € R. On a les équivalences

1 1
existent <«— — R et (7
) Ve Va+1

<— x>0 et (m—f—l}O et :c}())

Arctan( et Arcsin( existe et € [—1, 1])

1 !
e VT

< x€]0,+00|

L’équation est définie sur |0, +o0].
t

Vit

La clé. Grace a 'exercice numéro . . ., on sait que V¢ € R, sin(Arctant) =
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1 1
Analyse. Soit z € ]0, +00| tel que Arctan(—=) = Arcsin(—).
y 10, +o0] tel g (7 (=)
En appliquant la fonction sinus (licite, car la fonction sinus est définie sur R), on obtient
avec la formule rappelée :

1
\/5 = 1
2

e

1 1 1

1
x

D’ou

On constate donc que tous les réels ont 'air d’étre solution !

Synthése. Montrons (en fait) que

1 . 1
(%) = Arcsin( —

Vz €]0,400[, Arctan

).

i

Soit x € ]0, 4o0].
On peut utiliser le résultat de cours qui dit :

Arcsin(truc) = machin si et seulement si ...a vous de remplir . ..

Ou bien, on peut utiliser une reformulation de ce résultat en utilisant le principe « pour
montrer que deux objets sont égaux, il suffit de montrer que leur image par une certaine
application sont égales, pourvu que cette application soit injective ». On montre (cf.
Panalyse) que
1 1
sin ( Arctan(— ) = sin (Arcsin —_— )
( (\/E ) (\/ x + 1)

1
car les deux membres valent —).
( Ver T
1
On utilise ensuite le fait que Arctan(——=) et Arcsin(———) appartiennent & |—Z,Z|,
q <\/E) ($+1)pp [22]

intervalle sur lequel la fonction sinus est injective, d’ou ’égalité

1 1
ﬁ) = Arcsin( —

Arctan(

).

]
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— Commengons par prouver que tan (5 Arctan% + 2 Arctan %) =1.

La formule de Moivre permet d’obtenir :

sin5¢  5tant — 10 tant® + tant®

tan 5t = =
" cosbht 1—10 tant? + 5 tant*
En remplagant ¢ par Arctan(1), on obtient tan(5 Arctan +) = 2573.

_ 237 .
~ 3116

En utilisant la formule d’addition donnant tan(a + b), on en déduit que :

On trouve de méme tan(2 Arctan 3;)

1 3\ 2879 4 237
tan (5 Arctan - + 2 Arctan %) = % =1.
3353 3116

— Rappel. Pour t € R, on a ’équivalence tant =1 <= t= % mod 7.

. 7T ™ L.
Ainsi, pour t € } — =T, — 47 [, on a ’équivalence tant =1 <= t =

4 4

I

1 3 s ™
t Arctan = + 2 Arctan — ]f— T
On va montrer que 5 rcan7+ rcan796 1 7r,4—|—7r

1 3 5
en montrant que 0 < 5 Arctan Z + 2 Arctan 79 < 27,

4
On a
3 1 1
0 < Arctan7—9 <Arctan? < Arctan — =

T
V3 6
D’ou
51

1 3 s
< 5Arctan = + 2 Arctan — < 7— _—
0<5 rcan7+ rcan79 76< 1
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(i) On a
et L e T ¥ — Y N T —e T eV f eV
2 2 2 2
i [(e"TY —e™ ¥V eV " —e ™ Y) + (" "V — eV — e Y]

em+y _ e—z—y

chz shy+shz chy =

= Sh(CL‘ + y)
(ii) & vous.
(iii) On a

e fe T eV fe ¥ T _e T oY _ Y
2 2 92 2

- % (" +e" VeV P4 e ™ Y) + (e"TY —e" Y — eV 4 eV

chz chy+shz shy =

ety 4 eTY

= ch(z +y).

(iv) a vous.
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SoitpeZetxecR. Ona:

(chx + shx)?

et
chpx + shpx

D’ou I'égalité.

eP? 4 e7PT  ePT

_ e PT

T
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11 est raisonnable de raisonner par analyse-synthése, mais ici, on peut dérouler des équivalences (je
vous laisse assurer chaque équivalence).

On peut d’ores et déja supposer a — b # 0 en regardant le 4°™¢ systéme.

Plus précisément, si a — b = 0, le systéme n’a pas de solution.

Soit z,y € R. On a les équivalences (en supposant a — b # 0) :

ch() + ch(y) =

. ) a
x et y solutions du systéme <= { sh(z) +sh(y) =b

e®+eVY=a-+b
= {e_x—i-e_y:a—b
e +e¥Y=a+b
= {C18Tt hen
e +e¥Y=a+b
— {a—i-b:(a—b)e””*y
e +e¥Y=a+b
= exey:aer
a—>b
b
— emeteysontracinesdeX2—(a-|—b)X+Zi—b
b
— A>0cet (a+b)£VA>0 ou A = (a+b)2—4ztb
4
= (a+b)((a+b)—7a_b)
a+b, 5 4
= S
a—b(a )

Réfléchir aux derniéres équivalences, non terminées. Mansuy suppose a < b, c’est strement pour
simplifier...
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Occupons-nous de la premiére somme.

n
Si z = 0, alors Zch(kx +y)=(n+1)chy.
k=0
Désormais, on suppose x # 0, d’ou e*

RN

n

> ch(kz +y)

1 (ce qui rend licite les calculs ci-dessous) :

1~ 1 I~ g
PRSP I

k=0 k=0
1 1— (n+1)z 1— —(n+1)z
B O S i
2 1—e* 1—e®
B 1 ” e(n+1)m/2 ef(n+1)x/2 _ e(n+1)x/2
D) e x er/2 X e—t/2 _ ox/2 +
3 67(n+1)93/2 e(n+1)m/2 _ 67(n+1)m/2
¢ X e—/2 er/2 _ g—x/2 )
(ntl)z (n+1)z
_ 1 6nz/2+y sh 2 4 6*77@/2*9 sh 2
2 sh § sh 3
(n+1)z
n sh ~—5—
— h (== 2
¢ ( 2 +9) sh 3
<h (n-;l)a:

On peut faire un calcul similiaire pour sh et on obtient sh (% + y)

=
sh §

Autre solution, ou plutét autre présentation (la preuve est la méme)
Restons dans le cas x # 0, alors e® # 1. On peut aussi avantageusement calculer sans trop d’effort
les deux sommes en méme temps, en considérant la somme et la différence des deux sommes :

n
C,+8, = § :ekx+y
k=0
1— e(n-‘rl)w
prmnd eyi
1—e”
(n+1)z ( _ (n+D)z (1L+1):):)
e 2 e" 2z —e =
= e T [ _= =
ez (e 2 — ez)
(n+1)x (D)=
y nz€ 2 —e 2
= eYe - —
ez —e 2
(n+1)z
" sh =5
xT
sh b
n
OnaC,—-S, = e k=Y. est donc la méme formule que ci-dessus en remplacant = par —x
; q plag p
k=0
et y par —y. Ainsi :
- sh (n+1)z
C,—8S, = eTfyig
Sh 3
Par somme et différence, on récupére donc
o ety 4 e % Ysh 7("21):8 N (nx N ) sh 7("'21)3”
= = C R - &
" 2 shz 2 ") sz
g es Y — e~ ¥sh 7("21)96 L (mﬂ N ) sh le)x
= —_— S — R
" 2 shZ 2 V) ez
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