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Ici, K désigne R ou C, et n, p, g, r sont des entiers de N*.

I. Matrices rectangulaires

Définition.

Une matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K est une famille d’éléments de K indexée

par [1,n] x [1, p].
Une telle matrice est dite de taille (n, p).

o Soit A = (ai,j) (i, je[1,n]x[1,p] Un€ matrice. Il est d'usage de ranger cette collection de a;; dans un ta-

bleau:
a,r die ... dl)j al,p“
a1 dzp ... dg)j cee dgyp
A=
a1z ai2 ... a,-,j . di_p
_an’I an,z e an’j cos an’p‘

— aj,j estle coefficient de A d'indice (i, j), c’est le coefficient de A situé alaligne i etla colonne j.
Ce coefficient sera souvent noté, en PCSI 3, coeff; ;(A).

ayj
" . . azj
— La j*™e colonne de A, notée Col;(A), est la matrice colonne
Qanj
— Lai*™eligne de A, notée Ligne; (A), estla matrice ligne [a;1 a2 -+ aip].

« Lensemble des matrices de taille (n, p) a coefficients dans K est noté .4, ,(K).

— Pour n = p, 4,,,(K) se note plutdt .4, (K) : c’est'ensemble des matrices carrées de taille 7.
— Pour p =1, 4, (K) est'ensemble des matrices colonnes de taille n.

— Pour n=1, ./, ,(K) est'ensemble des matrices lignes de taille p.

« La matrice de taille (n, p) dont tous les coefficients sont nuls est la matrice nulle.
Elle est notée 0.4, , (), Voire Op,p.

Terminologie/Notation. L'usage veut que I'on utilise le plus possible la lettre i pour les indices de lignes
et j pour les indices de colonnes.
Si M est une matrice, le coefficient d’'indice (i, j) est noté sans ambiguité :

coeffi,j (M) Mi,j

Souvent, on nomme avec une lettre minuscule le coefficient d’indice (i, j), autrement dit, si M est la
matrice, il arrive de désigner par m; ; son coefficient d'indice (i, j) de maniére un peu abusive. Rigou-
reusement, il faudrait écrire :
Soit M € J%n,p([K). On note (m;, j)1<i<n cette matrice M.
1<j<p
Cela se transforme souvent en :

Soit M = (mi'j)lgign € '/%n,p(K)-
1<j<p
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Définition (matrice identité).
La matrice carrée de taille n dont tous les coefficients diagonaux valent 1 et les autres coefficients
sont nuls est appelée la matrice identité et est notée I,,.

1 sii=j

I,= . autrementdit Vi, je[1,n], coeff;;(I,)= { 0 sinon

« Exemples de matrices.

Soit A la matrice carrée de taille n ayant des a sur la diagonale, des f sur la sur-diagonale et des 0
ailleurs :

. a sii=j
A= S autrementdit Vi, je[l,n], coeff;j(A)=% B si......
P 0 sinon

Soit n € N. Soit P la matrice carrée de taille n+ 1, ayant dans son triangle inférieur le triangle de Pascal.
Ona

p= autrementdit Vi,je[l,n+1], coeff;;(P)=

« Deux relations tautologiques.
Soit M € My, (K).
Pour tout (i, j) € [1,n] x [1, p], on a

coeff; j(M) = coeff; ;(Ligne; (M) et coeff; j(M) = coeff; 1 (Col ;(M))

| Fait.

— Deux matrices sont égales lorsqu’elles ont méme taille, et les mémes coefficients.
— Deux matrices sont égales lorsqu’elles ont méme taille, et les mémes lignes.
— Deux matrices sont égales lorsqu’elles ont méme taille, et les mémes colonnes.
Soit A, B € .y, (K). On a les équivalences :
« A=B <= V(i,j)e[l,n]x[1,p], coeff;;(A) = coeff; ;(B)
+ A=B <<= Vie][l,n], Ligne;(A) = Ligne;(B)
. A=B < Vje[l,p], Col;(A) = Col;(B)
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Addition, multiplication par un scalaire

Définition (opérations sur .4, ,,(K))
Lensemble ./, ,,(IK) est muni de deux lois, une loi interne + et une loi externe -

e Loi « plus ». Pour A, B € ./, ,(K), la matrice A+B est définie par

coeff; j(A+B) = ...oooooiii

visuellement
ap ap - aip bii bz - by a1 +byy app+bi - ap+byy
ax axp - dp b1 bap - bzp ax +boy  axptby -+ axp+byy
. + . . = . . .
ap1 Ap2 - Adpp bpi bp - bnp am +bp1  Apatbpz - anp + bnp

* Loi « point». Pour A € K et A € ./}, ,(IK), la matrice A-A est définie par

coeff; j(A-A) = ...

visuellement an ap - aip Aan Aap - Aay
ax dg -+ dgp Aagy Aaxp -+ Aayy

Al =
ap1 QAp2 **° Qpp Aany Aapy - Aanp

Définition (combinaison linéaire).

— Soit A, B € My, p(K) deux matrices.

Une combinaison linéaire de A et B est une matrice de la forme A-A + u-B, ou A et u sont des
scalaires.

— Soit My, ..., Ms € My p(K) des matrices.

Une combinaison linéaire de Mj,..., M, est une matrice de la forme A;-M; + .-+ + A5-M;, ol
A1,...,As sont des scalaires.

Définition (matrices élémentaires).
Une matrice de ./, , (K) est élémentairelorsqu’elle contient un seul coefficient non nul, qui vaut 1.

Soit (i, j) € [1,n] x [1, p].
Lorsque la taille est sous-entendue, on note E; ; la matrice élémentaire avec un 1 en position (i, j)
et des 0 ailleurs (on la note aussi E;';.’p )).

Eij =

Autrement dit,

1 Sievvvinnn....

VkEﬂ...H, VfE[[...]], Coeffk'g(E,-]-) = { 0 sinon

Avec le symbole de Kronecker, ona...




Fait. Toute matrice est combinaison linéaire des matrices élémentaires, et I’écriture est unique.
Précisément, pour A = (ai,j)1<i<n,Ona

I<jsp
an apz - dip
a; dzp - A2p
ap1 Qp2 -+ Qpp

c’'est-a-dire, avec le symbole
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« Exemple. Reprenons la matrice P du triangle de Pascal de taille n + 1. Elle s’écrit

Bl Bl

(i, )e[1,n+1]? j-1 i\ 1

1
0

0 1

etA= 1 0

Question. On note S = 0

. a b .. L .
Soit M = [c dl Montrer que M est combinaison linéaire des matrices Ej 1, E» 2, S et A.

@ Définition (colonne élémentaire).
Une colonne de .4, (K) est dite élémentaire lorsqu’elle contient un seul coefficient non nul, qui
vaut 1.

Lorsque la taille est sous-entendue, on note souvent E; la colonne élémentaire avec un 1 en posi-
tion i et des 0 ailleurs :

E;

« Par exemple, on a

N4 N 0]
V2 0 :
o= e
: : 0
Yn 0 Vnl
1 [0
0
= N . + o+ Yn
0 1

= ylEl + e+ J/nEn

N
Y2 1
Ainsi, | =) yiEi
: i=1
Yn
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Produit matriciel

Considérons deux matrices dont le nombre de colonnes de I'une vaut le nombre de lignes de 'autre.
Disons A€ ./, 4(K) (en bas a gauche) et B € .4, (K) (en haut a droite).
Définissons C € .4, ;(IK) (en bas a droite) de la fagon suivante :

B avec q lignes r colonnes

b1y by,
an ak al(, Cl1 Clj Cir
ap1 ... Qpk ... dpg Cpl  +-o  Cpj .o Cpr
Aavec p lignes g colonnes C avec p lignes et r colonnes

Autrement dit,
Cij = ai1b1j+---+aikbkj +"'+aiqbqj

Définition (produit matriciel).
Soit A€ My 4(K) et Be My, (K).
Le produit de A par B, noté AB, estla matrice de ./, (IK) définie par :

q
coeff; j(AB) = ) coeff; 1 (A) coeffy. ;(B)
k=1

Question. On note J € ./, (K) la matrice pleine de 1.
Déterminer J2 en fonction de J. Faire une preuve « par le dessin » et une preuve formelle.
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« Compatibilité.
Pour pouvoir multiplier, on doit avoir compatibilité des tailles, c’est-a-dire une formule du type « Chasles» :

matrice-de-taille-(p, g) x matrice-de-taille-(q,r) = matrice-de-taille-(p, r)
« Matrices carrées. Le produit de deux matrices carrées de taille n est une matrice carrée de taille n :
VA Be My,(K), ABe U, ([K)

On dit que I'ensemble .4, (K) est stable par produit.
« Puissances. Pour une matrice carrée, on peut définir ses puissances :
A'=1, Al=A A% = AA A3 = AAA etc.

Autrement dit, on pose VkeN, Ak = AA -+ A
k foi
01S

« Attention. Si A€ ./, 3(K) et B € #;3,(KK), alors AB est carrée de taille 2 et BA est carrée de taille 3.
Ainsi, AB=BA .

Méme avec des matrices A, B carrées de méme taille, AB='BA .En effet:

a b
c d

01
00

01
00

: d

= e Versus
[ c d

donc pour obtenir un exemple de matrices A, B tellesque AB # BA, il suffitdeprendre ..................

Proposition (propriétés du produit matriciel).

— Associativité :
VA€ MpqK), VBeMy:K), VCe.;;[K), ABC)=(AB)C
— Distributivité de x sur + :
VAe My K), VB,CeMy,[K), AB+C) = AB + AC
— Lois-etx:
VA€ MpqK), VBe My K), VAekK, A(AB) = (A-A)B = A(A-B)
— Multiplication par I'identité :
VA€ MpqaK), Al;=A et I,A=A

En particulier, VAe M, (K), Al, =1,A=A

Question.

" Soit A € M, (K) une matrice s’écrivant A = CL avec (C, L) € My 1 (K) x A 5 (K).
Montrer qu'il existe un scalaire A € K tel que A? = 1 A.
Question bonus : pouvez-vous exprimer A en fonction de A?
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Produit matriciel et effet sur les lignes/colonnes
Les calculs les plus importants de ce chapitre!

0 1 1
a b c d||0] _ a b c d||0| _ a b c d||0f _
e f g h||1 e f g h||o] e f g h||1]
0 0 0
r0 X1
a b c dl|0| _ a b c d||0]| _
e f g hl|xs| e f g hl|xs|
0 0
« Une remarque tres importante pour le reste de 'année!
1 2 3
SoitA=14 5 6].
789
On a Col; (A) —2Col; (A) + Col3(A) = 0 (WHY?). Cette égalité peut encore s’écrire ........................
Proposition (produit d’'une matrice par une colonne).
Soit A € My p(K). 0
e Le produit de A par la colonne | 1| ayant un 1 en i®™¢ position est Col;(A) cad AE; = Col;(A).

X1
p
e Le produit de A par la matrice colonne estla colonne Z x;Col; (A).
=i
2P
Dit autrement : X1
X2
A = x1Coly (A) + - + x,Col, (A)
Xp

« Aretenir. Pour une colonne X, la colonne AX est une combinaison linéaire des colonnes de A.

Preuve du 1°* point. Les matrices AE; et Col;(A) ont méme taille, a savoir (n, 1).
Soit k€ [1,n].Ona
p

coeffy | (AE;)) = Z coeffy .(A) coeff,;(E;) dapres............
= coeffy ;(A) ‘ d’apres ............
= coeffi(Col;(A)) d'apres ............
Preuve du 2®™¢ point. On a
X1
X2
A = A(xiE1+---+xpEp) d’aprés ............
Xp
= X1AE +---+XxpAE, d’apres ............
= x1Col;(A) +---+x,Col,(A) dapres............
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Proposition (interprétation du produit matriciel en lignes/colonnes)
Soit A€ My q(K) et B€ My, (K).

— La i®m¢ligne de AB s’exprime en fonction de la i®™¢ ligne de A et de la matrice B :
Ligne,;(AB) = Ligne; (A)B

Ainsi, la matrice AB est la matrice dont les lignes sont Ligne, (A)B, ..., Ligne ,(A) B.

— La j®me colonne de AB s’exprime en fonction de la matrice A et de la j®™ colonne de B :
Col;(AB) = ACol(B)

Ainsi, la matrice AB est la matrice dont les colonnes sont ACol; (B),..., ACol,(B).

« Preuve sans mots.

Question en vue de la proposition suivante.

01
b d
[0 0‘ a ¢ = d’ot Ej2 A est la matrice ayant pour lignes ............
e f g h
00
0 0 1
a b ¢ d]J|0 0 O R .
e [ g h] 00 ol = d’olt AE;3 estla matrice ayant pour colonnes ............
0 00

Proposition (produit d’'une matrice avec une matrice élémentaire).
Soit A une matrice et E;; une matrice élémentaire. Sous couvert de compatibilité des tailles :

. Ligne;(A) sif=i
— OnalLigne,(E;jA) = / .
0 sinon

. ) ) Ligne.(A) enligne i
Autrement dit, E; j A est la matrice ayant pour lignes . I .
sinon

Col;(A) sic=j

—OnaColc(AEij):{ S S
sinon

{Coli(A) en colonne j

Autrement dit, AE;; est la matrice ayant pour colonnes .
sinon

Question.

Dans 4, (), calculer les produits des matrices élémentaires E» 3E 4, puis E» 3E3 4, puis Es,1 E1 2.
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sol — 42

Proposition (produit de deux matrices élémentaires).
Lorsque les tailles des matrices rendent licite le produit matriciel, on a:

Eip sij=k

E;jEre = 6ij Eiv¢ c’est-a-dire E;jEre= { 0  sinomn.

« Preuve formelle a comprendre.
En notant ¢ la taille commune a E;; et Ex, et (a, b) un couple d’indices, on a

q
coeff, ,(E;jjEre) = Z coeffy ¢ (Ejj) coeff. ,(Ers) dapresla formule des coefficients du produit matriciel, cf. ...
c=1
q
= Z 6aibecjOcikOne d’apres la définition d'une matrice élémentaire, cf. ...
c=1
- 5.5 i 5.8 cf. ci-apres, diverses égalités pour le produit de
- Yai®ht = J,c®ek deux symboles de Kronecker
6c,j0jk
q
= 6]',](:6“,1'619'[266’]’ ............
c=1

= 6jyk5a,i5b,g><l ............
= 6j,kc0effa,b(Ei,g) ............

= coeffa,b(6j,k Ei,[) ............

« Diverses égalités pour le produit de deux symboles de Kronecker.
Pour i, j, k des entiers, le symbole de Kronecker vérifie

0:1j0jk = 0ik0kj = 0}i0ik
En effet,

1 sii=j=k L 1 sii=k=j L 1 sij=i=k
. est égal a . est égal a .
0 sinon 0 sinon 0 sinon

Plein de piéges. Ci-dessous les tailles des matrices sont > 2.
« Le produit matriciel n’est pas commutatif, c’est-a-dire pour A, B multipliables, AB = BA

« IIn'y a pas de propriété « d’'intégrité », c’est-a-dire pour A, B multipliables,
AB=0 = A=0o0u B=0
« IIn’y a pas de propriété « de simplification », c’est-a-dire pour M, N multipliables avec A,
AM=AN = M=N MA=NA = M=N

« Il existe des éléments nilpotents, c’est-a-dire des matrices non nulles ayant une certaine puissance
nulle. Soit A carréeet k > 2
A¥=0 == A=0

Question. Soit A, B € .4y, (K). Montrer
(¥ X €451, AX=BX) = A=B
En particulier, pour toute matrice M € .4y, ,(K), on a

(¥ X €41 (1), MX =0) = M=0
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Transposition

a d
. b e . .
Soit A = g . ; . On définit la transposée de A comme étant AT = |b e].
c f

Définition (matrice transposée).
Soit A€ My, p(K).
La transposée de A est la matrice de .4, ,, (), notée AT, définie par

Vie[l,p], Vje[L,n], coeffi;j(A") = coeff;;(A)

« Pour une matrice carrée, que vaut la diagonale de la transposée? ............

Proposition (propriétés de la transposition).

— La transposition « traverse les combinaisons linéaires »
VABE M, K), YApuekK,  (AA+uB) =AAT +uB’
— La transposition « permute » le produit matriciel :

VA€ MpyK), YBeMy,(K), (AB)'=BTAT

— Ona VAey,K), (AN =A

« Question. Quidde (ABC)"2 ............

Question. Soit A carrée a coefficients réels. Montrer que AAT =0 = A=0.

sol — 42
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Opérations élémentaires sur les lignes d'une matrice

Définition (matrices d’opérations élémentaires T-D-P).

* On appelle matrice de transvection toute matrice carrée de la forme :

Tija=I1+AE;j oui#j \ sont distincts‘ et L elkK.

Pi,j = I—Ei’i—Ejyj-l-Eiyj-l-Ejyi

olli # j

* On appelle matrice de dilatation toute matrice carrée de la forme :

Dy = I+(u=DE;; oupeK" estnon null

* On appelle matrice de permutation toute matrice carrée de la forme :

* L; < Lj,aveci # j, appelée échange (ou permutation)

Définition (opérations élémentaires sur les lignes d’'une matrice). Soit A € ./, , (K) rectangulaire.
On appelle opération élémentaire sur les lignes de A 1'une des trois opérations suivantes :

* Li—L;+ALj,avec et A € K, appelée transvection

*x L;—plL;, avec ‘ ¢ eK* nonnul ‘, appelée dilatation

e« Ona

Bilan

« Ona

Bilan

« Ona

Bilan

1

: multiplier a gauche un

1

1}

1

1]

e

u

v

w

: multiplier a gauche une matrice par P; 4 revient a effectuer

sur ses lignes.

sur ses lignes.

sur ses lignes.

* D; , A estobtenue a partir de A par la dilatation L; — pL;

* P; jAestobtenue a partir de A par la permutation L; < L;

Proposition. Effectuer une opération élémentaire sur les lignes de A revient a multiplier A a gauche
par la matrice d’opération élémentaire correspondante :

* T; j 1A estobtenue a partir de A par la transvection L; < L; + A L;

[OQC—Matrices_Systemes.pdf, 6 novembre 2024, 21:12]
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Question. Soit A € ./5(K). Décrire la matrice B suivante :

'

|

sol — 42

1 o] [1 11 1

II. Matrices carrées

Matrice symétrique et matrice antisymétrique

Définition. Soit A € ./, (K) une matrice carrée.

— On dit que A est symétrique lorsque AT = A.

— On dit que A est antisymétrique lorsque AT = — A.

Notations.
On note .%,(K) 'ensemble des matrices symétriques de taille r.
On note <7, (K) I'ensemble des matrices antisymétriques de taille n.

En francais.
Une matrice est symétrique lorsqu’elle est égale a sa transposée.
Une matrice est antisymétrique lorsqu’elle est égale a 'opposé de sa transposée.

Quid d’'une matrice a la fois symétrique et antisymétrique? ........................

Proposition (caractérisation de la (anti)symétrie avec les coefficients)
Soit A= (a;,j)1<i,j<n € #n(K). On ales équivalences :

Aestsymétrique < Vi,je[l,n], a;j =aj;

Aest antisymétrique < Vi,je[l,n], a;j =—aj;

Dessin en taille 3. Donner la forme d’'une matrice symétrique de taille 3. Méme question avec antisy-
métrique.

Proposition.
Les ensembles .#,(K) et <, (KK) contiennent la matrice nulle et ils sont stables par combinaison
linéaire.

Proposition (décomposition symétrique+antisymétrique).
Toute matrice carrée s’écrit de maniere unique comme la somme d’'une matrice symétrique et d'une
matrice antisymétrique.

VMe 4,K), 1S A e LK) xody(K), M=S+A

14



Matrices carrées particuliéres

Définition. Soit A = (a;,j)1<i,j<n € Mn(K).

A est scalaire lorsque A= AI pour 1 € K.

Aest diagonale lorsque Vi # j,a;;j =0.
A est triangulaire supérieure lorsque Vi> j, a;; =0.
A est triangulaire inférieure lorsque Vi< j, a;; =0.

A est triangulaire supérieure stricte lorsque ViZ> j, a;; =0.
(triangulaire supérieure a diagonale nulle)

A est triangulaire inférieure stricte lorsque Vi< j, a;; =0.
(triangulaire inférieure a diagonale nulle)

« Notations.
On note 9, (K) '’ensemble des matrices diagonales de taille .

On note 7, (K) (resp. 7, (K)) 'ensemble des matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) de

taille n.

« Astuce 1. Une matrice diagonale est une matrice a la fois triangulaire supérieure et triangulaire infé-
rieure.

« Astuce 2. La transposée d'une matrice triangulaire supérieure est une matrice triangulaire inférieure.

« Deux calculs. Voici deux matrices triangulaires supérieures de taille 3 :

a b c a b
A=10 d e et A =10 d ¢
00 f 0o 0 f
Ona:
AA+ A A = AA =

1.

CNC

Proposition (stabilité par combinaison linéaire et produit)

L'ensemble des matrices triangulaires supérieures est stable par combinaison linéaire et par
produit.

idem avec les matrices triangulaires inférieures.
idem avec les matrices diagonales.
idem avec les matrices triangulaires supérieures strictes.

idem avec les matrices triangulaires inférieures strictes.

[OQC—Matrices_Systemes.pdf, 6 novembre 2024, 21:12]
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Trace d’une matrice carrée

Définition.
Soit A = (a; j)1<i,j<n € An(K). On définit la trace de A, notée tr(A), comme étant le scalaire :

n n
tr(A) = ) a;;  ouencore  tr(A) = ) coeff;;(A)
i=1 i=1

La trace d'une matrice carrée est la somme des coefficients de sa diagonale.

Proposition (propriétés de la trace)

— La trace est linéaire :
VABeEMy(K), VAuekK, tr(AA+puB)=Atr(A)+ ptr(B)
— Latrace est invariante par permutation circulaire :
VABe U,[K), tr(AB)=tr(BA)
— Latrace d'une matrice carrée est la méme que la trace de sa transposée.

VAe My,K), tr(AT)=tr(A)

« Remarque sur I'invariance par permutation circulaire.
Par exemple, pour A,B,C,D € ./, (K), on a

tr(ABCD) = tr((BCDA) = tr(CDAB) = tr(DABC)
Justifions la premiere égalité :
tr(ABCD) = tr(A(BCD)) = tr((BCD)A) = tr(BCDA)

En revanche, cela n'implique pas que 'on peut permuter comme on veut les termes d'un produit
quand on en prend la trace.

Par exemple, avec A = E3;, B = Ejp et C = E»3, on a ABC = E33 qui a une trace égalea 1, et BAC =0 qui
a une trace nulle. D’ou tr(ABC) # tr(BAC).

Question. Soit A € ./, (K). Montrer I'implication
VMe M, (K), tr(AM)=0] = A=0
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Calculs dans .4,,(K)

Lensemble .4, (K) est stable pour le produit matriciel c’est-a-dire: V A,Be #,(K), ABe #,(K)
Ainsi, pour une matrice A € ./, (K), on peut définir ses puissances par récurrence :

A =1, Al=4A A% = AA A% = AAA etc. VkeN, AF=A4AA--- A
k foi
01s

Question. On note J la matrice carrée pleine de 1 de taille n. Pour k € N, déterminer J k.

Définition.
Une matrice N est dite nilpotentelorsqu’il existe k € N tel que N =0.

Deux exemples a connaitre.

1 1]
La matrice A = 1.1 est nilpotente, car A2=0.
0 1 O] 0 01
Lamatrice A= |0 0 1| estnilpotente, car A>= [0 0 0| puis A% =0.
0 0 O] 0 00

Les matrices élémentaires sont-elles nilpotentes ?
— sii # j,alors Elzj =0, donc E; ; est nilpotente.

— sinon, on a El?l. = E; ;, etunerécurrence donne VkeN¥, Ell‘i =E;; #0.
Donc E;; n’est pas nilpotente.

Remarque. Si A € /4, (K) est nilpotente, alors 'ensemble {k eN|A* = 0} est une partie non vide de N,
donc possede un plus petit élément k.
Cet entier k est appelé l'indice de nilpotence de A. 1l vérifie :

Vke[0,ko—1], A¥#0 et  Vk>ky, AF= akoakR -,
=0

Proposition (bindme de Newton et identité de Bernoulli)
Soit A, B € 4, (K).

\ Si A et B commutent \ , alors

et
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III. Matrices inversibles

Généralités

Définition.
. , . : S : ) AB=1
— Une matrice carrée A est inversible lorsqu’il existe une matrice carrée B telle que -
— Siune telle matrice B existe, elle est unique, et est notée A~ 1.

— On note GL,(IK) 'ensemble des matrices carrées inversibles de taille 7.

« Preuve de l'unicité. a faire sur son cahier.
« Des questions.
La matrice identité I est inversible. WHY? Que vaut son inverse?
La matrice nulle 0_4, ) n'est pas inversible. WHY?
A quelle condition une matrice carrée de taille 1, disons A = [A], est-elle inversible?

« Attention. Cela n’a pas de sens de parler de I'inversibilité d'une matrice non carrée.

« En 2025. Soit A carrée. S’il existe B telle que AB = I, rien ne dit que BA=1I.
Autrement dit, si A est inversible a droite, alors rien ne dit que A est inversible a gauche.
Sauf qu’en 2025, on apprendra un théoreme qui stipule :

Si A est inversible a droite, alors A est inversible a gauche, et l'inverse a gauche est le méme
que l'inverse a droite.

(idem en échangeant droite et gauche).
Pour I'instant, on va essayer (et on va le faire) de se passer de ce résultat.

« Uneremarque. Soit A, M, N € 4, (K).
Si Aestinversible,ona AM=N < M=A"1N.

Attention, de maniere générale,
AM = AN = M=N

Cependant, lorsque A est inversible, I'implication est vraie : il suffit de multiplier & gauche par A~

18



Proposition (propriétés de I'inverse).

inverse

Si A est inversible, alors A~! est inversible et (A~1)~! = A.

Linverse d'une matrice inversible est inversible.

produit — chaussettes et chaussures —

Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et (AB)"! = B"1A™L.

Le produit de deux matrices inversibles est inversible et I'inverse du produit est le produit des inverses.
puissance

Si A est inversible, alors pour tout k € N, la matrice Ak est inversible et (A¥)~1
Une puissance d'une matrice inversible est inversible et I'inverse de la puissance est la puissance de I'inverse.
transposée

Si A est inversible, alors AT est inversible et ona (A7)} = (A7),

La transposée d’'une matrice inversible est inversible et la transposée de 'inverse est I'inverse de la transposée.

= (A7Hk,

[OQC—Matrices_Systemes.pdf, 6 novembre 2024, 21:12]
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Aparté tres important, a apprendre

Dans cet aparté, la matrice A est rectangulaire, disons A € .4, , (K).

« Notion 1.
Pour cette matrice A, on peut s’intéresser a chercher toutes les colonnes X telles que AX = 0.
On dit alors que 'on résout I'équation AX = 0.
Il est évident que la colonne nulle est solution de cette équation.
On dit alors que la colonne nulle est une solution triviale de I'équation AX = 0.

« Notion 2.
Une relation de liaison entre les colonnes de A est une relation du type

A Coly (A) + -+ A,Col,(A) = 0

Il est évident qu’en prenant tous les A; égaux a 0, on obtient une relation de liaison.
On I'appelle la relation triviale.

A
A2
« Lien entre les deux notions. D’apres...,ona A| . | = 1;Col;(A) +---+ A,Col,(A).
Ap
En particulier, on a I'’équivalence :
M
Aa
Al . 1=0 < M1Coli(A)+---+A,Coly(A)=0
Ap

Ainsi, une solution de I'’équation AX = 0 fournit une relation de liaison entre les colonnes de A et
réciproquement.

« Exemple.
1 2 3 4
5 6 7 8

A partir de cette égalité, on peut fournir une relation de liaison non triviale entre les colonnes de A,
puis une solution non triviale de I’équation AX =0.

Prenons la matrice A = [ .On a Col; (A) + Col3(A) = 2Col, (A).

En effet, on a

Col; (A) — 2Col(A) + Col3(A) + 0Coly(A) =0 d’ou A =0

20



Revenons a nos moutons : les matrices carrées

Proposition. Soit A € .4, (K).
Si A est inversible, alors ’équation AX = 0 admet une unique solution, a savoir X = 0.

Proposition (Condition suffisante de non-inversibilité). Soit A € .4, (K).
Sil’équation AX =0 admet une solution non triviale, alors A n’est pas inversible.

« Autre formulation. S’il existe une relation de liaison non triviale entre les colonnes de A, alors A n’est
pas inversible.

« En maths.
(ax € M1 ()\{0}, AX= 0) —  A¢GL,(K)

n'est pas inversible. WHY? .................oooues.

(=R &) BN \S]
© o W

1
« Exemple. La matrice A= (4
7

Proposition (matrice diagonale et inversibilité).
Une matrice diagonale est inversible si et seulement si elle n’a aucun 0 sur sa diagonale.

dq
Plus précisément, pour D = diagonale de taille n, on al’équivalence
dp

DeGL,(K) < Vie[l,n], di#0

1

dy
Dans ce cas,ona D™ =

Proposition. Une matrice d’opération élémentaire est inversible.

Preuve.

T =T; jcodelopération .................. On peut défaire cette opération en effectuant ..................
D =D; codelopération .................. On peut défaire cette opération en effectuant ..................
P =P; jcodel'opération .................. On peut défaire cette opération en effectuant ..................
Enposant T'=............ ,onvérifieque TT' =TetT'T=1.

EnposantD'=............ , on vérifieque DD'=TetD'D=1.

EnposantP'=............ , on vérifie que PP’ =Tet P’P=1.

Les matrices T, D, P sont donc inversibles.
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Opérations élémentaires sur les lignes & caractere inversible

Lemme. Soit A € ./, (K).
Soit Q € GL, (K) une matrice inversible.
On al’équivalence
AeGL,(K) < QAeGL,(K)

Proposition fondamentale.

— En multipliant a gauche une matrice carrée par une matrice inversible, on ne change pas son
caractere inversible.

— En effectuant des opérations élémentaires sur les lignes d'une matrice carrée, on ne change
pas son caractere inversible.

« Preuve.
Le premier point revient a montrer que pour une matrice carrée A et une matrice inversible Q, ona:

A€eGL,(K) = QAeGL,(K) et A¢GL,(K) = QA¢GL,(K)

Ces deux implications résultent du lemme (WHY?).

Le deuxiéme point résulte du premier en prenant pour Q un produit de matrices d’opérations élémen-
taires (qui est bien une matrice inversible, WHY?).

1 a
Question. A quelle condition (nécessaire et suffisante), la matrice T = 1| b | est-elle inversible?
a
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Inversibilité d’'une matrice triangulaire

(1 a b ¢ d] (1 a b ¢ d

Question. 1 e f g 1 e [ g
Montrer que la matrice U = 1 h i| estinversibleetque V = 0 & i|nelestpas.

1 j 0 j

1] 1

'

Proposition (inversibilité d’'une matrice triangulaire).
Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si elle n’a aucun 0 sur sa diagonale.

a 1 quelque

ag chose
Plus précisément, pour T = ) triangulaire supérieure de taille 7, on a:

&n

TeGL,(K) < Vie[l,n], a;#0

Danscecas, T1=...

En particulier, T~! est également triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont les in-
verses de ceux de T.

« Attention. On remarque que 1'on n’a pas de formule explicite pour T~!, mais on a une formepour T~ !.

Preuve.

« Supposons les coefficients diagonaux de T non nuls.

On peut effectuer des opérations élémentaires sur les lignes ce qui ne change pas le caracteére inversible de T.
En effectuant les dilatations L; — al,-Li (licite, wHY?), on rend les coefficients diagonaux de T égaux a 1.

On se ramene donc a montrer qu'une matrice triangulaire supérieure a diagonale unité est inversible. Notons encore T
cette matrice.

En effectuant des transvections du type L; — L; — t; ,L,, pour i € [1,n—1], on annule, dans la derniére colonne, tous les
coefficients au-dessus de la diagonale et les autres coefficients de T sont inchangés.

On fait de méme avec la colonne n — 1. Puis avec la colonne n — 2 etc. jusqu’a la colonne 2.
On finit par obtenir la matrice identité qui est inversible.
La matrice initiale T est donc inversible (car effectuer des opérations élémentaires ne change pas le caracteére inversible).

» Supposons qu’il existe un coefficient nul sur la diagonale.
Posons ip = min{i eL,n]la;= 0}. C’est licite de considérer un tel ip, WHY?

En effectuant des opérations élémentaires comme précédemment, on peut rendre le bloc carré en haut a gauche (entre les
indices 1 et ip — 1) égal a I'identité, sans changer le caractere inversible de T.

1 0 5]
*
0 1| tip—1
0
* *
0 .
0 * ]

La derniére matrice obtenue n’est pas inversible (WHY, ce n’est pas évident; on peut par exemple dire que la colonne ij est
combinaison linéaire des premieres colonnes).

Donc la matrice initiale T ne l'est pas non plus (car effectuer des opérations élémentaires ne change pas le caractere
inversible).
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« Remarque importante. Au passage, dans la preuve, on a vu que, lorsqu’'une matrice triangulaire 7' n’a
aucun zéro sur sa diagonale, on peut effectuer des opérations élémentaires sur ses lignes et obtenir la
matrice identité (inversible). En particulier, on obtient que la matrice T est inversible.

Les opérations élémentaires utilisées sont :
— des dilatations, codées par des matrices diagonales (donc a fortiori triangulaires supérieures)

— des transvections du type L; < L; + AL; avec la condition i < j, codées par des matrices triangu-
laires supérieures (car i < j).

Matriciellement, on a donc montré qu'il existe des matrices triangulaires supérieures Qj,...,Q; (qui
codent les opérations élémentaires précédentes) telles que Qg--- QT = I.

Ainsi (WHY?), T7! = Q,--- Q.

Justifions ce WHY.
Comme T est inversible, on peut multiplier a droite par T~ et obtenir

Qg - UTT ' = IT!
Do T71=Q,---Qy.

On en déduit quelque chose qui n’est absolument pas évident, c’est que la matrice T~! est elle-méme
triangulaire supérieure (en tant que produit de matrices triangulaires supérieures).

Bref:l'inverse d'une matrice triangulaire supérieure inversible est une matrice triangulaire supérieure.
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Inversibilité d’'une matrice carrée quelconque

sol — 43

1
Question. A quelle condition sur x € R, la matrice B, = |4
7

(=3 &) BN \]

3
6| est-elle inversible?
X

Théoreme.

— Soit Ae 4, (K).

Il existe une matrice Q inversible (qui est méme un produit de matrices du type T-D-P) telle
que QA est triangulaire supérieure.

— En effectuant des opérations élémentaires sur les lignes d'une matrice carrée A, on peut la
transformer en une matrice triangulaire supérieure T.

Le caractere inversible de A est alors gouverné par la diagonale de T'.

Exemple. Montrons que la matrice A =

-1

1
1

-1
est inversible et déterminons son inverse.

=~ N O

1
6

Effectuons des opérations élémentaires sur les lignes de A et parallelement sur les lignes de I.

0

=N

[\

\S)

A}

[

0

1

!

1 00
01 0|=1I
0 01

Lo —Ly—1L,
‘Lg — Lg +-L1
1 0 0
-1 1 0
1 0 1
Ly L3—2L,
1 0 O
-1 1
3 -2 1
Liy—Li+Ls
Ly—Ly—2Lg
4 -2 1
-7 5 =2
3 -2 1
Ly —3L,
4 -2 1
=7/2 5/2 -1
3 -2 1

Bilan des calculs. La colonne de gauche montre que A est inversible : WHY?

Mais au fait, que vaut A~ 2 Pour répondre a cette question, contemplons et expliquons 1'égalité :

1 1 1 0 1)1 1 1
3 1 -2 1 1 1 -1 1 0|A=
1 1 1 -2 1] |1 01 1
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« Résumons. En effectuant des opérations élémentaires sur les lignes d’'une matrice carrée A, on peut
la transformer en une matrice triangulaire supérieure T.
Si la matrice T n’a aucun 0 sur sa diagonale, alors T est inversible, donc A 'est aussi (WHY?).
Dans ce cas, on sait alors que I'on peut trouver des opérations élémentaires nous permettant d’obtenir
la matrice identité I (WHY?).

Bilan. Si A est inversible, alors on peut transformer A en l'identité I en effectuant des opérations élé-
mentaires sur les lignes.
Dans ce cas, l'inverse de A s’obtient en faisant subir a la matrice identité I les mémes opérations

élémentaires.
0o 7 3
Question. Montrerque Z=| 1 0 2| estinversible et déterminer son inverse.
sol — 44
-1 50

1 -3 -13 2
2 -9 —-47 16
. . _ ) . a0
Question. La matrice V= | 4 10 38 1/3 est-elle inversible ?

0 1 7 -4

sol — 45
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IV. Inversibilité et systeme linéaire

Matrice de taille 2

Proposition (inversibilité des matrices de taille 2).

. a . . . P
Soit A = [c une matrice carrée de taille 2. On al’équivalence

d

AeGLy(K) <= ad-bc#0

1
ad - bc

d -b

Dans ce cas, A~} =
-c a

Preuve. On va utiliser le lemme suivant (que je vous laisse prouver) :

quelconque carrée de taille 2, on a I'égalité

. a
Pour une matrice A = [
c d

A>—(a+d)A+(ad—-bc)I=0

« Rappel de septembre.
Soit s, d € R fixé.

+ =
On a montré qu'il existe un unique couple (x, y) € R? vérifiant le systéme { i_ i _ ; .
- . s+d s—d
D’ailleurs cet unique couple vaut (T’ T)

Faisons une preuve matricielle.

1 1 S
Posons A = [1 1 d
Comme A est inversible (son déterminant 1 x (—1) — 1 x 1 est # 0), il existe une unique colonne X a
savoir X = A71Y.

etY = telleque AX =Y.

_ . X
et montrons qu’il existe une unique colonne X = [y

Bonus : on peut exprimer la solution X = A~'Y en déterminant A~!.

1 [-1 -1 11 1
-1_ - i
OnaA =51 1 511 _1].
11 1 S
. . _ -1 _ =
Ainsi X=A Y—Z[l _1] [d]
D’ou
s+d
X= 2
s—d
2
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Inversibilité et systémes linéaires carrés

Rappel. Soit f : E — F une application entre deux ensembles quelconques.

« Définition. On dit que f: E — F est bijective lorsque
pour tout y € F,I’équation f(x) = y d'inconnue x € E admet une unique solution
VyeF 3dlxeE, fx)=y

« Théoreme. On al’équivalence

gof=idg

f estbijective <= EIg:F—»Etelleque{fog:idF

« Remarque. On peut avoir go f =id et fo g #id.

Nouveauté. Soit A € .#,,(IK) une matrice carrée.

AB=1

« Définition. On dit que A est inversible lorsqu’il existe une matrice carrée B telle que { Ao

« Théoréme a venir. On al’équivalence

Aestinversible <« VYel,1(K), IXe 1K), AX=Y

« Remarque. On ne peut pas avoir AB = I et BA # I, comme nous le verrons en 2024.
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Théoreme (Caractérisation de I'inversibilité en termes de AX =Y)

A€CL,(K) <  VYeully (), NXetp(K), AX=Y

+ Reformulation.

En posant far Mpa ) — M () , '’équivalence se réécrit :
X — AX

A€GL,(K) <  VYelly 1K), NXe My (K), faX)=Y
Oou encore

Ainversible <= fj4 bijective

En francais.

Si A est inversible, alors pour tout second membre Y, I'équation AX = Y admet une unique
solution, a savoir X = A71Y.

Si pour tout second membre Y, I'équation AX = Y admet une unique solution, alors A est
inversible.

Preuve.

Supposons A € GL, (K).
Montronsque VY € 4,1(K), AXe 1K), AX=Y

Fixons Y une colonne.
Par hypothese, A est inversible, donc A1 existe.
Donc I'équation AX = Y d’inconnue X admet une unique solution, a savoir X = A7'Y.

Supposons VY € 4y, 1(K), 3 X € 4y 1(K), AX =Y ou encore supposons que f4 est bijective.

AB=1
Montrons qu'’il existe une matrice carrée B telle que { AT
Idée. On va construire B en colonnes. C’est-a-dire en imposant Col;(B) = qq-chose.

0]

— Par surjectivité de f4,1a colonne Ej = | 1| (qui estla j®™ colonne de I) est atteinte!

u
Ainsi, il existe X tel que fa(X;) = Ej ou encore tel que AX; = E;.

On construit alors la matrice B comme étant la matrice telle que V j € [1, n], Col j(B) = X;.
OnadoncV j€ [1,n], ACol;(B) = Col;(I) (WHY?).

Donc AB =1 (WHY?).

— Reste a vérifier que BA = I (c’est un peu atucieux).
En multipliant par A a droite I'égalité AB =1, ona (AB)A=IA.
Par associativité du produit matriciel et le fait que A commute avec I, on obtient A(BA) = A(I).
Ainsi (WHY?) :
Vje[l,n], ACol;(BA) = ACol;(I)

Ou encore

vje[l,n], fa(Colj(BA))= fa(Col;(D)
Par injectivité de f,, on en déduit V j € [1,n], Col;(BA) = Col;(I).
D’ou (WHY?) BA=1.
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Condition nécessaire et suffisante d’inversibilité d’'une matrice
« Le théoreme précédent permet a nouveau de répondre a un exercice du type
«la matrice suivante est-elle inversible, si oui, déterminer son inverse ».

« Pour cela, il suffit de se donner une colonne Y (souvent appelée second membre) et de déterminer le
nombre de solutions X telles que AX =Y.

1 0 -1
Question. Lamatrice A= | 1 2 1 | est-elle inversible? Si oui, donner son inverse.
-1 4 6
On utilise la caractérisation de I'inversibilité en termes de AX =Y.
N X1
Soit un second membre Y = | y» | et cherchons le nombre de colonnes X = | x, | de’équation AX =Y.
V3] X3
On ales équivalences (WHY?)
[1 0 -1 X1 n
AX=Y < 1 2 1 X2 = |)2
-1 4 6] |x3 y3
X1 + + X3 = N
— Xy + 2xp + X3 = Y
-x1 + 4xp + 6x3 = 3
X1 + + —X3 = N
— + 2.X'2 + 2.X'3 = Y20 L2 «— Lz — L1
+ 4x, + 5x3 = y3s+n Lg — L3 + L1
X1 + + X3 = N
— + 2x + 2x3 = Y2—)1
+ + X3 = Y3—2)2+3n Ly —L3—2L,
a ce stade, on peut dire que A est inversible;
en effet, on voit facilement que le systéme admet une unique solution
a cause de I'aspect triangulaire
X1+ T X3 =N
— + 2x + = Yo=n—2(03-2y2+3y1)  Lo—1Ly-2L3
+ + X3 = y3=2)2+3y
X1 + + = N+ (y3 - 2_)/2 + 3_)/1) L1 — L1 + L3
= + 2x + = =7y1+5)y2-2y3
+ + X3 = Y3—2)2+3n
X+ + = 4y1-2)y2+)3
— + xp + = ’77y1+gy2—y3 L2<—%L2
+ + X3 = 3y1-2)2+)3
x1 = 4n - 2 + 3
— X2 = 777}/1 + gyg - )3
X3 = 3y — 22 + 3
X1 4 -2 1 n
— X | = ’77 g =11 |y
X3 3 -2 1 3

Ces équivalences montrent que I'équation AX = Y admet une unique solution. Donc A estinversible et A~ =

-2 1
=7 5
2z 3 1
3 -2 1
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Autre facon de présenter le calcul.

On a les équivalences (WHY?)

0 —-1] [x 1 0
AX=Y < 2 1 x| = |0 1
-1 4 6 X3 0 0
X1 + + —X3 =
— X1 + 2x + X3
-Xx1 + 4x, + 6x3 =
X1 + + —X3 =
— + 2x2 + 2x3 =
+ 4xp + bxz3 =
X1 + + —X3 =
— + 2x2 + 2x3 =
+ + X3 =

N
N
N

N
N
3n

N
V2
V3
Y2
V3
+ )2
+ 3
+ V2
+ (=2)y2 +

a ce stade, on peut dire que A est inversible;
en effet, on voit facilement que le systeme admet une unique
solution a cause de I'aspect triangulaire

X1 + + =
— + 2xp + =
+ + X3 =
X1 4
— X2 = _77J/1
X3 = 3y1
1 0 0] [x; -2
— 0 1 0 ([x2] = _77 %
0 0 1] |[x3 3 -2
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_7y1

3n

+

+

Ly —Lr—1L,
Ly — L3+ 1L

V3 L3 —L3—-2L

+ (—2)_]/2 + V3 Ll‘—L1+L3
+ 5)/2 + (—2)y3 Ly—Ly—2L;3
+ (=2)y2 + V3
(=2)y2 + y3
3ve + (CDys La—3le
(=2)y. + y3
»n
Y2
3
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Encore une autre facon de présenter le calcul.

[ 1 0 -—1] X1 1 0 'y1’
AX=Y <— 1 2 1 x| = (0 1 V2
-1 4 X3 0 1] [ys]
[1 0 -1 [x; [1 0 0] [»n
— 0 2 2 X2 = |-1 1 y2 L2<—L2—L1
0 4 5 | X3 | 1 01 V3 Ly —Ls+1;
[1 0 -1 r)Cl [ 1 0 N4l
— 0 2 2]|x|l=]-1 1 Y2
[0 0 1] Lxs | 3 -2 1] V3 Ly —L3—-2L,
a ce stade, on peut dire que A est inversible
[1 0 0] [x1] [ 4 -2 1] 'ylﬂ Li—Li+Ls
— 0 2 Xo| = | =7 5 -2 Y2 L2 «— Lg - 2L3
[0 0 1] lxs] [3 -2 1] lys]
[1 0 0] [x1] -2 1] [n]
— 0 1 X2| = _77 % -1 2 Lg — %Lz
(0 0 1] [x3] 3 =2 1]yl
On retrouve les calculs faits précédemment :
1 0 -1 1 00
A=11 2 1 0 1 0of=I
-1 4 0 01
Ly—L,-1,
Ly — L3+ 1,
1 0 -1 1 00
02 2 -1 10
0 4 5 1 01
Ly —L13-2L,
1 0 -1 1 0
0 2 -1 1
0 0 1 3 -2 1
a ce stade, on peut dire que....
Li—Li+Lg
Ly—1,-2L3
0 0 4 -2 1
2 -7 5 =2
0 1 3 -2 1
L — 3L,
0 0 4 -2 1
I= 1 -7/12 5/2 -1|=A""
0 1 3 -2 1

32



V. Systemes linéaires

Des exemples

Voici un exemple de systéme qui n’est pas linéaire.

cos(x) + 2z =0
y + z¢ =0

Exemple (homogene et échelonné réduit).
Voici un systéme linéaire :
X + 6z = 0
7 |

y + 7z 0

« L'an dernier, vous avez appris que I'ensemble des triplets vérifiant .# est I'intersection de deux plans,
«donc » est une droite. Particularité, cette droite passe par l'origine; en effet, le triplet (0,0,0) vérifie
les deux équations de .%.

« L'an dernier, vous avez donné une équation paramétrique de cette droite. Cette équation paramé-
trique utilise 1 seul parametre (1, c’est la « dimension » d'une droite).

« Résoudre le systeme linéaire .%#, c’est trouver tous les triplets (x, y, z) vérifiant . et d’en donner une
forme paramétrique.

« Ona (WHY?):

x + 6z = 0 ¥ = -6
_ — JlekK, | y = -7A
y + 7z = 0 . = 1

Lensemble des solutions de .# est 'ensemble des triplets de K de la forme (—61,-71,1) avec A € K
ou encore ’ensemble :

X -6
{(x,y,z)eK?’H/leK, yl=2A[-7 }
z 1

Exemple (homogeéne, quelconque).

Voici un deuxieme systeme .. On a les équivalences
0 - X + 2y + 3z = 0
0 (=3)y + (-6)z

— x + 2y + 3z =0
y + 2z =0

X + 2y + 3z
4x + by + 6z

Il
o

- x + + (-1)z =0
y + 2z = 0
X = A

— 3JleK, [y = -2
z = A

Lensemble des solutions de .# est 'ensemble des triplets de K® de la forme (1, -21,1) avec A € K. ou

encore I'ensemble :
X 1

{(x,y,z)eK?’H/leK, yl=21]-2 }
z 1
Question. Résoudre :
X1 — X2 — X3 + X4 + b5x5 = 0
S 2x1 + 4x3 — 2x4 — 4x5 = 0
X1 + X2 + Xx3 + x4 + Tx5 = 0
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On a les équivalences (WHY?)

X1 - X2 - X3 + X4 + b5x5 = 0 X1 - X2 - X3 + X4 + 5x5
2x1 + 4x3 — 2x4 — 4x5 = 0 — 2Xp + 6x3 + (-dxg4 + (—1d)x5 =
X1 + X2 + X3 + Xg + 7x5 = 0 2Xx4 + 12x5 =
a ce stade, le systéme est échelonné
X1 — X2 - X3 + Xq4 + 555 = 0
== X + 3x3 + (-2))64 + (-7))65 =0
X4 + 6xs = 0
a ce stade, le systeme est échelonné avec des pivots = 1
X1 — Xo - X3 + — X5 = 0
— X + 3x3 + + 5x5 = 0
Xg + 6x5 = 0
X+ + 2x3 + + 4xs = 0
— X + 3x3 + + 5x5 = 0
Xg + 6x5 = 0
a ce stade, le systeme est échelonné réduit (des 0 au-
dessus des pivots)
X1 = —2u - 42
X = =34 — 51
«— 3dlpuek, X3 = u
X4 = —6A
X5 = A
X1 =2 -4
X2 -3 -5
— dlpuek, |x3| =pu|[ 1 |+A|0
X4 0 -6
X5 0 1

Ainsi, les solutions du systeme .# sont les 5-uplets (x1, X2, X3, X4, X5) € I® qui
sont de la forme
(—Zp —4), -3u-51, u 61, /1) ol A, e K

ou encore de la forme
u(—z,—s, 1,0, 0) + /1(—4,—5,0,—6, 1) ot A, pe K
ou encore qui sont combinaison linéaire de

(—2,—3,1,0,0) et (—4,—5,0,—6,1)
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Exemple (avec un second membre).
x + 2y + 3z = -3

Voici un systeme linéaire ./ { 4x + 5y + 6z = 9

On a les équivalences

x+2y+3z——3(:} x + 2y + 3z =
4x + 5y + 6z = 9 (=3)y + (-6)z =
— x + 2y + 3z = -3
y + 2z = -7
{x + + (-Dz = 11
—
y + 2z = -7
[ x = 11 + A
— 3JleK, [y = -7 + (=21
z = A
[ x 11 A
— 3JrekK, |y| = |-7|+[-22
| Z 0 A

Lensemble des solutions de .# est 'ensemble des triplets de K> de la forme

ou encore de la forme

[OQC—Matrices_Systemes.pdf, 6 novembre 2024, 21:12]

11+, =7-21, 1)

(11,-7,0) + (1,-24,1)

avec A e K

avec A € K
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Les définitions
On appelle systeme linéaire de n équations a p inconnues xi, X, ..., X, tout systeme du type :

an X1t aypXxo+---+ al,]-xj+---+ alypxp:bl

SR aiixt aipXptcco+ @ jxXjt++ aip Xy = b;

Ap,1 X1+ Ap2 X+ + Apj Xj+- -+ anpXp = by

avec (a;,j) 1<i<n une famille d’éléments de K et (by, by, ..., by,) € K".
I<j<p
— Les a; j sont appelés coefficients du systeme.
— Le n-uplet (by, by, ..., by) est appelé second membre du systeme.
— On appelle solution du systeme tout p-uplet (x1, X2,..., xp) € K? vérifiant les n équations de ..
— Le systeme . est dit compatible s’il admet au moins une solution.

— Lorsque b; = b, = --- = b, = 0, on dit que le systeme est homogeéne ou que le systeme est sans
second membre.

— Le systéeme ., obtenu en remplacant tous les b; par 0 est appelé systeme homogene associé a &% .
— Le systeme . s’écrit aussi :

p
Vie [[l,l’l]], Zai,jxj:bi.

j=1
— Reprenons le systeme .¥. Posons
[ h
x
a1 ai, aip 1
. X2 b
b
A= |a) ai, aip X=1. et B=1| . ],
bn
_an’l cee an'] cee an’p_‘ xp
L P

Le p-uplet (x,...,xp) est solution de .# si et seulement si la colonne X vérifie AX = B.
— Légalité AX = B s’appelle écriture matricielle du systeme ..
— La matrice A s’appelle la matrice du systeme.
— Le systeme homogene associé a . a pour écriture matricielle AX = 0.

Proposition.
— Un systeme homogene est toujours compatible.

— Lesysteme AX = B est compatible si et seulement si B est combinaison linéaires des colonnes
de A.

— En effectuant des opérations élémentaires sur les lignes d'un systeme linéaire (rectangulaire),
on ne change pas son ensemble des solutions. On obtient alors un systeme équivalent.

Proposition (Structure de ’ensemble des solutions).
Considérons un systéme linéaire d’écriture matricielle AX = B.
Notons S et Sy les ensembles des solutions des systemes AX = B et AX = 0 respectivement.

Supposons qu’il existe une solution particuliere X, du systeme AX = B.
Alors 'ensemble des solutions de AX = B est

S = {X | AXy €Sy, X:X,,+XH}
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Lalgorithme du pivot de Gauss

— Si tous les coefficients devant x; sont nuls, alors 'inconnue x; n’'intervient pas dans I'écriture du systeme.

On résout alors le systeme .#, qui a la méme écriture que ., mais que I’on voit comme un systéme a seule-
ment p — 1 inconnues qui sont x,..., Xp.
Les solutions de . sont alors les p-uplets :

(X1, X2,..., Xp) avec x1 €K et (x2,..., Xp) solution de 2

— Si au moins un des coefficients devant x; est non nul, alors choisissons-en un, que I'on appelle | pivot |.

* Ennotant iy 'indice de la ligne ol se trouve le pivot choisi et en réalisant 'échange de lignes L;, < Lj,
on obtient un systeme . équivalent a ¥ ou le pivot choisi est le coefficient devant x; a la premiere

ligne :
x1 + WXy e e e e+ AlpXy = by
Z Zizy.l X] e cee e e e f 52,;?xp = b
ap1 X1+ Cee e e e e 4 an,pxp — En

* On utilise alors la premiere ligne pour éliminer I'inconnue x; dans les autres. Plus précisément, en
réalisant les transvections suivantes :

Zi'
Vie[2,n], Li—Li—-=L,
ag,

)

on obtient un systeme équivalent a . de la forme ci-dessous :

al,lxl + 51,2162 e e e ey al,pxp = b
ﬁz,zxz F e e e ey aZ,pxp = by

3
/a\nyzxz + cee oo + Zl\n,pxp = b}’l

* Dans le systeme obtenu, on voit apparaitre :

— une équation linéaire E :
Zl\lyl X1 + Zl\l,zxz + e e+ &1,px,, = bl ;

— unsysteme a p — 1 inconnues formé par les n — 1 dernieres lignes :

Zl\z,ng + e e+ Zl\glpxp = b

an,2x2 B T T Zl\n,pxp = by

La résolution du systeme . mene alors a la résolution du systéeme .#.

En effet, une p-liste (xi,..., X)) est solution de . si et seulement si on a a la fois les deux propriétés
suivantes :

— (x2,...,Xp) estsolution de &

— (x1,...,Xp) est solution de E

Comme @y, # 0,1'ensemble des solutions de .# est doncl’ensemble des p-uplets (x1, ..., xp) vérifiant :

|~

X = (by—@ipxo—---—a1pxp) et (xp,...,Xp) estsolution de &

Q)

1,1

« Il s’agit désormais de résoudre le systeme . : pour ce faire, on peut itérer le processus précédent.
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Echelonnement

« Voici des exemples de systemes échelonnés réduits :

x Y 62z = 0 X + + 2x3 + + 4x5 = 0
+ 7z = 0 Xo + 3x3 + + 5x5 = 0
y - X4 + GX5 =0

« Voici des exemples de matrices échelonnées réduites :

1 02 0
1 30
1

[opI&) TN

Pour la culture (il est totalement inutile d’apprendre cette définition), on dit qu'une matrice est échelonnée réduite lorsque les trois conditions suivantes
sont réalisées :
— Siune ligne est nulle, toutes les lignes suivantes le sont aussi.

— Dans chaque ligne non nulle, le pivot (cad le premier coefficient non nul rencontré) est situé a droite du pivot de la ligne précédente.
D’oi1 un dessin en « escalier ».

— Chagque pivot vaut 1 et au-dessus d'un pivot, tous les éléments sont nuls.

Théoreme.

— Un systéme linéaire peut étre rendu échelonné (et méme échelonné réduit) a I’aide d’opéra-
tions élémentaires.

— Une matrice rectangulaire (donc en particulier carrée) peut étre rendue échelonnée (et méme
échelonnée réduite) a I'aide d’opérations élémentaires sur ses lignes.

Preuve. Appliquer I'algorithme du pivot de Gauss.
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Ag =

Ay =

A7 =

Ag =

&
Il
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Question. Résoudre AX =0 ot A€ #46(K) estla matrice A=

N O W

—

— W

o

o © O O

1/2

w = O W
[\

4/3

3 1/2

-8 1/2
0 5/6

3
0 5/12
1 -1/6

3 1/2
. 5/12
1 -1/6

. 5/12
1 -1/6

0 -1/4
. 5/12
1 -1/6

e i \ ]

N O N

a N w o

W —= W o

1/2

4/3
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VI. Compléments

« Une équivalence. On a déja vu une « caractérisation de I'inversibilité en termes de AX =Y »:
A€ GL,(K) — VY €MlMp1(K), XeMpi(K), AX=Y

Ce théoreme dit :
Si A est inversible, alors pour tout second membre Y, I'équation AX = Y admet une unique
solution, a savoir X = A71Y.

Si pour tout second membre Y, I'équation AX = Y admet une unique solution, alors A est
inversible.

« Une implication facile. On a facilement I'implication suivante (WHY?) :
AeGL,(K) = NXedn1(K), AX=0
que I'on peut reformuler en (WHY?)

AGLK) =  (VXelly(K), AX=0 = X=0)

Cela dit que :
Si A est inversible, alors I'’équation AX = 0 admet une unique solution, a savoir X = 0.

Théoreme (Caractérisation de I'inversibilité en termes de AX = 0)
Soit A€ M, (K).
Sil’équation AX =0 admet une unique solution (qui est nécessairement 0), alors A est inversible.

« Une équivalence. On en déduit une « caractérisation de I'inversibilité en termes de AX =0»:
A€ GL,(K) — (VXEJ%,M(K), AX=0 = X:O)

« Plus tard. En 2025, on définira ce qu’est le noyau d’'une matrice (rectangulaire non nécessairement
carrée) :
KerA = {X € Mu1(K) | AX = 0}

Le théoreme s’énoncera alors :

A€ GL,(K) — Ker A={0.¢,, 00}

« Preuve du théoréme. Par contraposée.
Supposons A non inversible.
Tout d’abord, il existe Q matrice inversible (produit de matrices d’opérations élémentaires) telle que
QA =T ou T est triangulaire supérieure.
Comme A est supposée non-inversible, on sait que T est aussi non-inversible.
Travaillons sur la matrice T.
Comme T est non inversible, il existe un coefficient diagonal nul, posons iy = min {i eL,n]lt;= 0}.

En effectuant des opérations élémentaires, on peut trouver une matrice inversible Q' telle que Q'T =

La colonne d’indice jj est donc combinaison linéaire des premieres colonnes de Q'T.
Il existe donc une colonne X non nulle telle que (Q'T)X =0.
Puis Q’QAX = 0. En multipliant par (Q'Q) ™!, on obtient AX = 0 (o1 X est une colonne non nulle!).
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On a A? = (CL)(CL) qui est donc égal, par associativité du produit matriciel a C(LC)L.
On remarque que la matrice LC est carrée de taille 1.

Elle posséde qu'un seul coefficient, que I’on note A.

On a donc A% = C[A]L.

Or on a C[A] = AC (faire un calcul par le dessin pour s’en convaincre si besoin).

D’ol1 A2 = ACL, c’est-a-dire A% = 1 A.

Supposons (v X € My (K), AX = BX).

Montrons que A = B, en montrant que V j € [1, p]}, Col;(A) = Col;(B).
Soit j € [1, p].

Appliquons I'hypothése a X = E;. On a alors AE; = BE;.

D’ou Col;(A) = Col;(B).

Penser a se faire la main avec des matrices de taille 2, puis de taille 3.
Ensuite généraliser ce que vous avez vu.

b + [a*+b* ac+bd
d .Onaalors AA' = ac+bd E+d |

Ainsi, si'on suppose AAT =0, on a alors a? + b*> =0 et ¢> + d> = 0.
D'oua=0,b=0,c=0etd=0.Ainsi, A=0.

L. a
Pour n =2, écrivons A =

Pour n quelconque, on examine les coefficients de la diagonale de AAT.
« Exprimons d’abord tous les coefficients.
Soit i, j € [1, n].
Ona ; ;
coeff; j(AAT) = Y coeff; r(A)coeffy, ;(AT) = Y coeff; (A)coeff; (A)
k=1 k=1
Ainsi, le coefficient d’indice (i, i) vaut :

n
coeff; ;(AAT) = Y coeff; ¢ (A)*
k=1

« Supposons maintenant AAT = 0.
En particulier, tous les coefficients de la diagonale sont nuls, d’ot :

n
Vie[l,n], coeff; 1 (A)* =0
k=1

C’est une somme de réels positifs nulle, donc tous les réels sont nuls :
Vie[l,n],Vke[l,n], coeff;(A)=0

On vient de montrer que tous les coefficients de A sont nuls, donc A =0.

Soit M € 4, (K).
i) Se F(K)
Montrons que 3!(S,A) € ./%H(K)Z, ii) A € of,(K)
i) M=S+A

Raisonnons par Analyse-Synthese.



Analyse. Soit (S, A) un tel couple.
On applique la transposée a I’égalité iii).
Par linéarité de 'application transposée, on a :

M = ST +AT

On utilise maintenant i) et ii). Ainsi, ST = Set AT = — A.

On a donc les deux égalités
M S + A
MT = ST + AT

Par somme et différence, on obtient

_ M+MT M-M"
2 2

Synthese. On pose (S, A) le couple défini par

g M+ M7 M-MT
2 2
On vérifie les points i), ii) et iii)

¢ i) Montrons que S € %, (K).

Ona -
+ MT+M") M'+M M+M"
S = = = = 5
2 2 2
e ii) Montrons que A € <, (K).
Ona -
+ MT—(M") MT—M M-MT
A = = = — = —A
2 2 2
e iii) Montrons que M = S+ A.
Ona
M+M"T M-MT
S+A = + =M
2 2
On a donc montré que :
i) Se F(K)
VM e My(K), (S, A) € nK)?, ii) A € o, (K)
iii)M=S+A

On effectue des opérations élémentaires sur les lignes de By ce qui ne change pas son caractere inver-
sible.

1 2 3
B,=14 5 6
7 8 x

1 2 3
-3 -6

7 8 X
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1 2 3
-3 -6
-6 x-21
1 2 3
1 2
-6 x-21
1 2 3
1 2
x-9
On a donc I'équivalence :
1 2 3
B, inversible <— .1 2 inversible

x—-9

On utilise maintenant le critere d’inversibilité pour les matrices triangulaires supérieures :

1 2 3
1 2 inversible < x—-9#0
x-9

Bilan :
By inversible <— x#9



On va utiliser le principe suivant « Si en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes de Z on arrive a faire
apparaitre la matrice identité I, alors la matrice Z est inversible. Dans ce cas, 'inverse de Z s’obtient en faisant
subir a la matrice identité I les mémes opérations élémentaires. »

7 3 1 00
Z=11 . 2 01 0|=I
-1 5 0 0 1
Ly~ L,

1 2 1 0
7 3 1
-1 5 01
Ly — L3+ 1L,

1 2 1 0
7 3 1 00
5 2 1 1
L —1L,

1 . 2 0 1 0
1 3/7 1/7 0 0
5 2 0 1 1
L3 —L3—5L,

1 . 2 0 1 0
1 3/7 1/7 0 O

-1/7 =5/7 1 1

a ce stade, on peut dire que Z est inversible

Ly ——7L;
1 . 2 0 1 0
1 3/7 1/7 0 0
1 5 -7 -7
Ly—Lp-313
1 2 0 1 0
1 -2 3 3
1 5 -7 -7
L, —L —2L;
1 -10 15 14
1 . -2 3 3
1 5 -7 =7
-10 15 14
On en déduit que Z etinversibleet Z7!=| -2 3 3
5 -7 =7
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Effectuons des opérations élémentaires sur les lignes de V, ce qui ne change pas son caractere inversible.

1 -3 -13 2
2 -9 -47 16

V=1_4 10 38 1/3
0 1 7 -4
Ly — L, -2,
Ly —L3+4L,
1 -3 -13 2
0 -3 -21 12
0 -2 -14 25/3
0 1 7 -4
L — 3L
1 -3 -13 2
0 1 7 —4
0 -2 -14 25/3
01 7 -4
Ly —L3+2Ly
Ly—Ls—Ly
1 -3 -13 2
0 1 7 —4
E= 0O 0 0 1/3
0 0 0 0

La matrice E obtenue a partir de V a partir d’opérations élémentaires n’est pas inversible (elle est trian-
gulaire supérieure avec au moins un 0 sur la diagonale), donc V n’est pas inversible.
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