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Exercice abstrait

Le complexifié d’un R-espace vectoriel
Soit E un R-espace vectoriel.

Montrer que le produit £ x F muni de Paddition usuelle (z,y) + (2/,y') = (x + 2',y + ¢/) et du
produit externe par les complexes défini par :

est un C-espace vectoriel (appelé le complerifié de E).

Sous-espaces vectoriels

Sous-espaces vectoriels de R? ?
Représenter les ensembles suivants. Sont-ils des sous-espaces vectoriels de R? (muni de sa structure
usuelle de R-espace vectoriel) ?

By = {(z,y) eR? | |z| = |y|}
Fy={(z,y) eR? | x>y}
Fy = {(z,y) e R* | 22 = -3y}

Sous-espaces vectoriels de R? ?
Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R? (muni de sa structure usuelle de
R-espace vectoriel) ?

Fy = {(x,y,2) € R® | 22 + 3y + 42 = 0}

= {(z,y,2) €ER3 |z +2y— 2+ 1=0}

F3= {(z,y,2) €ER3 |z +2y —2=0et 22 +y — 3z = 0}
Fy= {(z,y,2) €ER3 | . = 2y = 42}

Sous-espaces vectoriels de R? : d’une description a ’autre
Voici une liste de sous-espaces vectoriels de R? donnés soit comme sous-espace vectoriel engendré
par une famille libre, soit comme ensemble de vecteurs vérifiant une ou deux équations linéaires.
Pour chacun d’entre eux, donner une description de 'autre type.

A= {(x,y,z) € R3 | w—|—2y—z=0} E= {(:z:,y,z) €R3|x+y+z=2m—|—y—z=()}

B= {(x,y,z) € R3| —2x+2y—3z:O} F= {(m,y,z) €R3|m—2z=x+3y—2z:0}

C= Vect((1,2, ~1),(2,3, —3)) G = Vect((l,l—l))

D= Vect((L 1,1), (1,—1,0)) H= Vect<(2,37 —3))

Sous-R-espaces vectoriels de C
Les ensembles suivants sont-ils des sous-R-espaces vectoriels de C?

(i) Pour # € R fix¢, Fp = {re?, r ¢ R*}
(ii) Pour @ € R fixé, Fy = {re?, r € R}
(iii) Pour r € R fixé, F,. = {re?, 0 € R}

)

(iv) E = {rew, reRt, e {-I,1 }

(v) BE={re”, reR*, fe{-25}}

[11exo—EspaceSVectoriels.pdf, 22 décembre 2024, 19:22}




Sous-espaces vectoriels de suites
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Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de I'espace vectoriel des suites réelles ?
(i) I’ensemble des suites réelles convergentes ; divergentes
(ii) Pensemble des suites réelles convergeant vers 0; convergeant vers 1
I’ensemble des suites réelles bornées
I’ensemble des suites réelles croissantes ; monotones
I’ensemble des suites p-périodiques avec p € N* fixé
I’ensemble des suites réelles périodiques
Pensemble des suites géométriques (de raison quelconque)
I’ensemble des suites géométriques de raison ¢ avec g € R fixé
lensemble des suites arithmétiques (de raison quelconque)
I’ensemble des suites arithmétiques de raison r ou r € R fixé

Sous-espaces vectoriels de fonctions
Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de I'espace vectoriel des fonctions de R
dans R?

(i) I’ensemble des fonctions croissantes sur R

(ii) Pensemble des fonctions monotones sur R
I’ensemble des fonctions paires
I'ensemble des fonctions de R dans R qui prennent la valeur 3 en « (out (o, 3) € R?)

I'ensemble des fonctions T-périodiques (T° € RY. fixé)

)
)
(v) Pensemble des fonctions qui ne prennent qu’un nombre fini de valeurs
)
) ensemble des fonctions périodiques

)

I’ensemble des fonctions dérivables sur R

Opérations sur les sous-espaces vectoriels

Réunion
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriel d’un espace vectoriel E.
Montrer I’équivalence

F U G est un sous-espace vectoriel de £ <— FCG ou GCF

Suite croissante
Soit E un K-espace vectoriel. Soit (F},),en une suite croissante (pour I'inclusion) de sous-espaces
vectoriels de E (c’est-a-dire Vn € N, F,, C Fp,41) .

Montrer que U F,, est un sous-espace vectoriel de E.

neN
Egalité
Soient F', G, et H trois sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel F tels que :
) F+H=G+H i) FNH=GNH iii) F C G.

Montrer que F' = G.

Somme et intersection
Soient ' un K-espace vectoriel et A, B, C et D des sous-espaces vectoriels de E. Montrer les
assertions suivantes :

() ANB=A+B « A=B8B
(i) (ANB)+(ANC) ¢ AN(B+C)
(i) BCA = (ANB)+(ANC)=AN(B+C)

Déja vu en classe
Soient F', G et H trois sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E.
Comparer (F+G)NHet (FNH)+ (GNH).
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Sous-espaces supplémentaires

Supplémentaires dans un espace vectoriel abstrait
Soit A, B, C trois sous-espaces vectoriels de E tels que A@ B=FEet AcCC.
Montrer que A et BN C sont supplémentaires dans C.

:14 | Supplémentaires chez K"
Soit n > 2.

Soit H = {(xl,...,a:n) e K»

ixi = O}
=1

Soit D le sous-espace vectoriel de K" engendré par le vecteur (1,1,...,1).
1. Montrer que H est un sous-espace vectoriel de K.
2. Montrer que les sous-espace vectoriels H et D sont supplémentaires dans K™.

:15 , Supplémentaires chez les matrices
Soit Ag € M, (K) de trace non nulle. On pose H = {M € M,,(K) | tr(M) = 0} et D = Vect(Ap).
Montrer que M, (K)=H & D.

116 | Supplémentaires chez les suites
Soit E l'espace vectoriel des suites réelles convergentes.
Montrer que ’ensemble des suites constantes C' et ’ensemble Z des suites convergeant vers 0 sont
deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

17| Supplémentaires chez les fonctions dérivables en 3
) Soit E ’espace vectoriel (WHY ?) des fonctions de R dans R dérivables en 3.
Onpose F={feFE|fB)=f(3)=0et G={f€ FE|Ja,beR, f:x— ax+ b}
Montrer que E = F & G.

{:1:1:8?} Un supplémentaire de Vect(cos, sin)
Dans l'espace E = RE, on considére les parties
F= {f e E| f(0)= f(g) = f(ﬂ')} et G = Vect(cos,sin)
Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E puis montrer qu’ils sont supplémentaires

dans F.

Familles (finies) de vecteurs de K" ou de F quelconque

{il: :9?} Familles d’un sous-espace vectoriel et systémes linéaires
On consideére les vecteurs de M3 1 (K) suivants.
1 4 2 1 3 -1 2
a=|(2), b=|5], e¢=|1), d=[1], e= |7}, f=10], g=1|0
3 6 1 1 4 1 -2

Pour chacune des questions suivantes, indiquez ce qu’il faudrait vérifier pour répondre a la question,
sous la forme :

montrer que le systéme { i a des solutions / a une unique solution / n’a pas de solution.

Il 5 agit de trouver toutes les solutions du systéme { i

... (liste non exhaustive).

On ne cherchera pas a faire les calculs.
(i) Mountrer que la famille (a, b, ¢) est libre.
(if) Montrer que e & Vect(c, f).
) Montrer que la famille (d, e, f) est génératrice de M3 1 (K).
) Montrer que Vect(d, g) C Vect(a,b, f).
(v) Déterminer toutes les relations de liaison entre a, b, ¢ et d.

(iii

(iv
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Egalité de deux Vect dans R?

Dans R?, soient a = (—1,2,1) et b= (0,1, —1).
1. Déterminer un vecteur x € R3 n’appartenant pas a Vect(a, b).
2. Soit u = (1,0,-3) et v = (—2,5,1). Montrer que 'on a Vect(a,b) = Vect(u,v).

121 | Combinaison linéaire ?

1. Le vecteur (3,3,1) € R? est-il combinaison linéaire des vecteurs (1,2,0) et (2,1,0)?

2. Le vecteur (3,3,1) € R? est-il combinaison linéaire des vecteurs (1,2,0) et (1,1,1

1122 | Petites questions

1. La famille ((—1,2,3),(-3,-1,1),(2,0,—1),(0,1,1)) est-elle une base de R3?
2. Montrer que E = {(z,y,2) € R® | 2 — y + 22 = 0} est un espace vectoriel et en déterminer

une base.

3. Montrer, a l'oral seulement, que F = {(z,y,2,t) €ER* |32 — 2y +2 -2t =0et 22 +y =0}
est un espace vectoriel. Puis en déterminer une base.

:23 ! Base de K® et coordonnées
Montrer que ((—1, 1,1),(1,-1,1),(1,1,, —1)) est une base de K? et déterminer les coordonnées du
vecteur (3,7, —2) dans cette base.

124 | Belle famille!

Soit n > 2. Soit E un espace vectoriel et (e, e, ..., ¢e,) une famille libre de E.
Montrer que la famille (e; + ea, e2 +e3,..., en—1 + €,) est libre.
Commencer par n = 3, puis n = 4.

25| En ajoutant un méme vecteur a une famille libre
Soit (eq,...,e,) une famille libre de vecteurs de E.
Montrer que pour tout a € E'\ Vect (e1,...,ep), la famille (e; +a,..., e, + a) est libre.

126 | Condition pour étre liée

Soit E un K-espace vectoriel, (e1,...,e,) une famille libre dans E et aq,...,a, € K.
n

On pose u = Zakek, ainsi que, pour tout i € [1,n], v; = u + e;.
k=1

n
Montrer que la famille (vy,...,v,) est liée si et seulement si Z ar = —1.
k=1

Familles de matrices

Trouver une famille génératrice

1. Soit M € M,,(K). On suppose que M " = M + tr(M)I,,.
Montrer que M est symétrique et de trace nulle.

La réciproque est-elle vraie ?

2. Ici n = 3. Déterminer une famille génératrice de F' = {M EM3K) | MT =M+ tr(M)Ig,}

Base de M,,(K) formée de matrices inversibles
Montrer que on peut trouver une base de M3(K) formée de matrices inversibles.
Généraliser en taille n.
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Familles (finies) de vecteurs (suites, fonctions)

Combinaison linéaire ?

1. La fonction x + cos(2z) € R¥ est-elle combinaison linéaire des fonctions cos et sin ?

2. Montrer que les suites qui sont combinaison linéaire des suites (1)nen et ((—1)"), . sont les
suites 2 périodiques.

Espace vectoriel engendré par. ..

1. Dans l'espace vectoriel R®, montrer que Vect(ch,sh) = Vect(exp, exp), ot1 exp : & > exp(—z).
2

2. Dans l'espace vectoriel R¥, montrer que le sous-espace vectoriel Vect (a: — cos(2z), cos , sin’ )

peut s’obtenir comme Vect(f, g), pour deux fonctions f,g € R® bien choisies.

_31 . Deux familles génératrices des polynémes trigonométriques paires
Pour tout k € N, on pose p, : © — (cosz)* et ¢, : @ — cos(kx).
Pour tout N € N, on considére les sous-espaces vectoriels de R® suivants :

Py = Vect(po,...,pn) et Cn = Vect(cg,...,cn).
Montrer que, pour tout N € N, on a Py = Cy.

132 | Liberté?

1. Les fonctions cos, sin, exp sont-elles linéairement indépendantes ?

2. Les fonctions Arccos, Arcsin et z — 1 sont-elles linéairement indépendantes ?

3. Les suites (1)nen, (n2)nen et (2),en sont-elles lindairement indépendantes ?

133 | Liberté d’une famille d’exponentielles
1. Montrer que la famille F = (fo7 fi, fg) est libre ot f : 2 — eF?.
2. Montrer que VneN, F= (fo,fl, .. .,fn) est libre  ou fy, : & — eF®.

3. Soit n € N* et aq,...,a, des réels tels que a; < -+ < ay,.
Montrer que les fonctions f1,..., f, sont linéairement indépendantes sur R ou fi : © +— e“*7,

.eroidorol 290 ob otisdail mozisaidmios anu'b co+ 9 Fuamoadtoqmmon ol 1oibyiH

134 | Liberté des puissances de sinus

Montrer que pour tout n € N, la famille (sink) ke[o,n] est libre dans RE,

135 | Liberté des sin(kx)
Pour tout k € N*, considérons f,: R — R
x +— sin(kx)
Montrer que pour tout n € N*, la famille (f1, ..., f,) est une famille libre de R¥.

.eiot xwueb 1ovitdb Jo 9onoTiodfl

136 | Liberté d’une famille de suites
1. Soit a, b, ¢ trois réels distincts (et éventuellement positifs si vous voulez).
Montrer que la famille F = ((a")neN, (b”)neN, (c")neN) de RN est libre.
2. Soit 0 < a1 < -+ < ay des réels.
Montrer que la famille F = ((a’f

S

)nEN’ ceey (a”)neN) de RN est libre.

137 | Liberté des z +— | — ag|
Soit n > 1. Soit aq,...,a, des réels distincts.
Montrer que les fonctions g1 : @ — | — ay|,...,gn : © — |2 — ay| sont linéairement indépendantes
sur R.

.anoidornol 290 ob otisdail noeisaidmmos anu'b o 0o ddilidsvidb sl 1ibuit
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Autres

138 | Supplémentaire et intersection
Soient F' et GG deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E tels que F'4+ G = E.
Soit F’ un supplémentaire de F'N G dans F. Montrer que F' & G = E.

139 | Des supplémentaires pour un méme hyperplan
Soit H un sous-espace vectoriel de F et vy # Op.
Sion a E = H @ Vect(vy), alors nécessairement vy ¢ H. WHY ?
Mettons-nous dans les conditions précédentes.
Montrer que tout vecteur w ¢ H vérifie E = H @ Vect(w).
On montrera de maniére séparée que la somme est directe, puis qu’elle fait F tout entier.

40 ;| Réunion de sev stricts

Soit E' un K-espace vectoriel. Soit V1,...,V,, des sous-espaces vectoriels stricts de F.
n

On veut montrer que E n’est pas égal a la réunion (J V;.
i=1
On raisonne par ’absurde.

1. Expliquer pourquoi on peut se ramener au cas ol aucun V; n’est inclus dans V7 (pour j > 2),

n
et V1 n’est pas inclus dans |J V;.
i=2

On peut donc trouver, pour tout j > 2, un «z; dans V; \ Vi.

n
On peut aussi trouver 7 € V1 \ U V;.
i=2
Pour tout A € K et j > 2, on pose alors vy ; = Az + ;.

2. Soit j > 2 fixé.
Justifier lexistence de i € [1,n] et de A # p € K deux scalaires distincts tels que vy ; € Vj,
et v, ; € V.

3. Montrer que ¢y est nécessairement égal a 1.

4. Mettre en évidence une absurdité.

Réunion de sev stricts : meilleur énoncé

Soit E un K-espace vectoriel. Soit V1, ..., V,, des sous-espaces vectoriels stricts de F, avec n > 2.
On suppose que E=V, UL U---UV,.
1. On considére A = {z efl,n—=1] | Vi & Vixq U'--UVn}.
Montrer que A posséde un minimum.
Notons-le %g.
Montrer que I'on a alors £ =V;, UV; ;41 U---UV,,.
2. Quitte a renuméroter les V}, on suppose (sans perte de généralités, donc) que 39 = 1.
On suppose donc que V; ¢ Vo U---UV,,. On peut donc trouver y € (Vo U---UV,) \ V4.

(a) Montrer que Vo U---UV,, ¢ V5. On peut donc trouver z; € V1 \ (Vo U---UV,).
(b) Montrer que VA €K, Jiy € [2,n], y+ Az1 € V;,.
(¢) On peut donc considérer une application « choix »

p: K — [2,n]
A — iy tel que y+ Azq € Vi,

Montrer que ¢ est injective.
(d) Lorsque K =R ou K = C (ce qui est le cas en PCSI), mettre en évidence une contra-
diction.
On vient de montrer le théoréme suivant :

Lorsque K est infini, E ne peut pas étre la réunion de sous-espaces vectoriels stricts.
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Kholles

Soit E/ un espace vectoriel dans lequel tout sous-espace vectoriel admet un supplémentaire.
Soit F' un sous-espace vectoriel propre de E (c’est-a-dire que F' # {0} et que F # FE ).
Démontrer que F' admet au moins deux supplémentaires distincts.

Soit E V'espace vectoriel des fonctions de R dans R, F' le sous-espace vectoriel des fonctions pério-
diques de période 1 et G le sous-espace vectoriel des fonctions f telles que lim, o, f = 0. Démontrer
que FNG = {0}. Est-ce que F et G sont supplémentaires ?
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Grégoire Serres me dit de prendre u,, = " )
n—
Alors u,, — v, = (=1)™.

On montre & la main que u et v sont croissantes.

si n est pair

si n est impair

+ n—1 sin est pair
et v, = . . .
n sl n est impair
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Supposons que F'U G est un sev de F.
Montrons que F'C G ou G C F.

Raisonnons par 'absurde.

Alors on peut trouver vp € F\ G et vg € G\ F.

A fortiori, vp et vg appartiennent & F'UG.

Par hypothése, F UG est un sev de F, donc vp +vg € FUG.
Ainsi, on a ou bien vg +vg € F, ou bien vp +vg € G.
Traitons le premier cas (l'autre cas est analogue).

On a alors vg = (vp +vg) — vp qui est dans F' (WHY 7).

Ce qui contredit le fait que vg n’appartienne pas a F'.

Attention a la preuve fausse suivante.

Fixons vp € F et vg € G. Et montrons que vgp € G ou vg € F.

Il y a une erreur de logique subtile ici.
Pour la comprendre, méditer cela.

Pour z € R, on a ou bien x € R ou bien x € R™. Et pourtant, on n’a pas R C Rt ou R C R™.
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e Premiére rédaction.
Montrons que Ve € C, 3!(a,8) € Ax BNC, ¢c=a+ S.

Existence. Soit ¢ € C.

A fortiori, ¢ € F donc il s’écrit c=a+ b aveca € Aet b € B.
Commeb=c—aetque ACC,onabeC.

II suffit donc de poser 5 = b.

Unicité. A la main. Ou avec 'intersection.

e La méme solution, mais déguisée. Montrons que A ® (BN C) = C.
Pour cela, nous allons montrer que

@ A+ BNC
® An(BNC) = {0s)

C

(D On proceéde par double inclusion.
> Montrons que A+ BN C C C. Cette inclusion est cadeau.
On a

A C C (hyp) et BnCccC

Par somme de sous-espaces vectoriels de C, on a A + BN C est un sous-espace vectoriel de C.
> Montrons que C C A+ BN C.

Soit ¢ € C. En particulier ¢ € F P4 + B. Donc il existe a € A et b € B tels que c = a + b.

11 ne reste plus qu’a montrer que b € C (WHY ?).

Onab=c—a.

OrceCetac ACC,doncc—acC.

Finalement, b € C.

(2) Comme A et B sont en somme directe, on a AN B = {0g}. Ainsi, on a :

AN(BNC) = (ANB)NC = {0g}NC = {0}
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‘ Par analyse-synthése. ‘
Soit u € E. Notons ¢, sa limite (licite car u € E).

Analyse.
i) ceC
Soit ¢ = (¢,,) et (z,) deux suites telles que  ii) z€ Z
i) u=c+z
Comme c est constante, il existe A € R tel que Vn € N, ¢, = A.
Comme z € Z, on a z, — 0.
Par passage a la limite sur les suites convergentes, on a

by, = A+0.

Ainsi, A =/, donc on peut exprimer la suite ¢ en fonction de la suite u.
Précisément, on a Vn € N, ¢, = £, (ou encore 1’égalité de suites ¢ = £,,).
On peut alors exprimer la suite z en fonction de u.
Comme z=u—c,ona VnéeN, z, =u, — £, (ou encore 1'égalité de suites z = u — £,).
Synthése.
Posons c et z les suites définies par Vn € N, ¢, = £, et z,, = up — £y
i)y ceC
Je vous laisse vérifier sur votre copie que ¢ i) z€ Z
i) u=c+z

En deux temps.

La somme est directe. Montrons que CNZ = {0g}.

L’inclusion D est automatique.

Montrons ’autre inclusion.

Soitue CNZ.

Alors u est constante et converge vers 0.

Par unicité de la limite, la constante vaut 0, donc u est la suite nulle.
L’égalité £ =C + Z.

L’inclusion D est automatique.

Montrons 'autre inclusion.

Fixons u € E. Notons £, € R la limite de u (licite, car u € E).

Contemplons 'égalité

u = Ly + (u—~y).

Cette égalité montre (WHY 7) que u € C' + Z.
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1. Proposer un candidat et faire un mini-raisonnement par I’absurde.

2. Aller chercher dans son cours ou il est question de I'égalité de deux Vect.
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1. Non. En effet, une combinaison linéaire des deux vecteurs de I’énoncé est un vecteur s’écrivant
sous la forme
A(1,2,0) + 12(2,1,0) = (X + 24,2\ + 41, 0),

pour un certain couple (), u) € R?.

Un tel vecteur a manifestement sa troisiéme coordonnée nulle, ce qui n’est pas le cas de
(3,3,1).

2. Non. En effet, une combinaison linéaire des deux vecteurs de I’énoncé est un vecteur s’écrivant

sous la forme

pour un certain couple (\, u) € R2.
Pour que ce vecteur soit égal & (3,3,1), il faudrait avoir u = 1, ce qui entraine alors A + 1 =
2A + 1 = 3, ce qui est impossible.
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Soit A1,...,An_1 € K tels que
A1(er +e2) + Aaea+es)+ -+ An—1(en—1+e,) =0g
On peut réécrire cette égalité sous la forme
Arer + (A1 4+ Ag)ea + (Aa +Az)es + -+ (A2 + An—1)en—1 + An—16n = Op.

Comme la famille (e, eq,...,e,) est libre, cette relation de liaison est nécessairement triviale.
On a donc les n égalités suivantes :

A1 = 0
A+ g = 0
Az + A1 = 0
A1 = 0
En remontant le systéme, on obtient A,,_; = 0, puis A\,,_2 = 0, puis ..., puis A\; = 0.

Remarque. Le systéme linéaire n’est pas carré (ce n’est pas grave), donc on ne peut pas parler
d’inversibilité d’une certaine matrice (ce n’est pas grave).

Si ’on veut, on peut le rendre carré en disant que ’on a déja A\, _1 = 0, ce qui supprime une égalité.
On a donc n — 1 égalités et n — 1 inconnues, d’ou le systéme carré de taille n — 1 suivant :

A1 = 0
A+ g = 0
A2z + A1 = 0

Ce systéme est carré de taille n — 1. La matrice de ce systéme est (carrée) triangulaire inférieure
& diagonale unité, donc est inversible, d’ou la nullité de A1,..., Ap_o.
Comme on avait déja \,,_1 = 0, on a bien obtenu la nullité de tous les Ag.
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On va montrer I’équivalence sous la forme suivante :

Zak # —1 = famille (v1,...,v,) est libre et Zak = -1 = famille (vq,...,v,) est liée
k=1 k=1

— Supposons Z ap # —1.
k=1
Montrons que la famille (vq,...,v,) est libre.
Soit A1,..., A, € K tels que \jvy + -+ A\v, = 0.

Comme v; = g arer + €;, on a

k=1
)\1( E akek—i—el) ( E akek+en) =0
Regroupons les termes en fonction de ey, es, . . ., e,, c’est-a-dire faisons apparaitre une relation
de liaison entre les e;.

On a
Mar+--+ X ar+M)er+ -+ Anan+ -+ Apan +1)e, =0

En notant s = A\ +---+ \,,, on a

(say + A1)er + -+ (san + Ap)e, =0

On obtient une relation de liaison entre les e;. La famille (eq,...,e,) est libre, donc cette
relation de liaison est triviale.

Ainsi,

(%) Vke[l,n], sar+ A =0

Solution astucieuse.
Par somme de ces n égalités, on a

s(ar + -+ +an) + Z)\k =0
k=1
c’est-a-dire
s(ar+--+an)+s =0

dott s( > ap+1)=0.
k=1
Par hypotheése, la somme des ay, est différente de —1, donc s = 0.

En reportant cette information dans les égalités (%), on obtient
Vke[l,n], \e =0

Solution moins astucieuse, mais plus difficile.
On repart de ().

On renverse la vapeur en exprimant ces n égalités comme n équations en les inconnues

S P W
Ainsi,
(1—1—(11))\1 + airo + -+ aih, = 0
ash1 + (1+a))r + -+ + asN, = 0
anA  + anre + -+ (I+a)r, = 0
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Il n’y a plus qu’a montrer que la matrice suivante est inversible :

14+ aq a a
as l14+ay --- as
an, ay, e 14 ag,

ou de maniére équivalente, il suffit de montrer que sa transposée est inversible :

1_|_a1 a9 e an
a 1+ay --- ay
aj as e 14ag,

Un éléve de spé peut dire : il s’agit d’'une matrice du type A+ I avec A matrice de rang 1,
n

qui a pour valeur propre 0 et sa trace, & savoir g a.-
k=1

La matrice A + I est inversible si et seulement si —1 n’est pas valeur propre de A.
n

Comme on a supposé que Z ar # —1, on en déduit que A + I est inversible.
k=1

Un éléve de sup peut échelonner (plutot la transposée mais ce n’est pas du tout immeédiat,
ni facile; on peut quand méme y arriver...). On peut poser M = A + I et remarquer que

A% = A oﬁa:Zak.
k=1
Donc (M —1I)? = a(M —1), ce qui fournit un polynéme annulateur pour M avec un coefficient
constant non nul :
M? —24+a)M+(1+a)l=0

Comme « # —1, le coefficient constant de X2 — (24 a)X + (1 + «) est non nul, donc M est
inversible (savez-vous prouver ce résultat 7).

n
Supposons Z ar = —1.
k=1
Montrons que la famille (vy,...,v,) est liée.
11 suffit d’exhiber une relation de liaison non triviale entre les v;.
En voici une
avy + -+ apv, =0
Les aj sont non tous nuls puisque leur somme vaut —1.
Justifions I'égalité

av1+ -t av, = ar(uter)+--+an(utey,)
= (a1 4+ +apn)u+ (are; + -+ aney)
= (-Du+u
=0
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1. Soit M € M,,(K). On suppose que M " = M + tr(M)I,,.
Appliquons la transposée a cette égalité. On obtient, par linéarité de la transposée :

MY = M7+ te(M)I]

d’ott
M=M" +tr(M)I,

On obtient le petit systéme

MT M + tr(M)I,,
M = M7 +t(M)I,

Effectuons Ly — L. On obtient M T —M = M —M T, d’ott MT = M. Ainsi M est symétrique.
Et en reportant cette information dans I'égalité initiale, on trouve tr(M)I,, = Op4,, (x), donc
tr(M) = 0.

La réciproque est vraie.
Si M est symétrique et de trace nulle, alors on a MT = M et tr(M) = 0, d’ou l'égalité
MT =M + tr(M)I,.

2. On a montré que F est exactement I'ensemble des matrices symétriques de trace nulle.
11 est facile de vérifier que F' est un sous-espace vectoriel de M3 (K).
Ou bien vous faites la preuve standard, ou bien vous invoquez le fait que F' est I'intersection
de deux sev de M3(K), lesquels ?
Déterminons une famille génératrice de F'.
Soit M € F, c’est-a-dire une matrice carrée de taille 3 symétrique et de trace nulle.
Alors M est de la forme :

a b ¢
b d e aveca+d+ f=0
c e f
donc de la forme
a b
b d

Ainsi M s’écrit

1 0 O 010 0 0 1 00 O 0 0 0
al0 0O 0] +b(1 0 Of +c|0 O O] +d|0 1 0] +e|0 0 1
0 0 -1 0 0 0 100 0 0 -1 010

On a donc montré l'inclusion F' C Vect(ces 5 matrices).

On vérifie que les 5 matrices ci-dessus sont bien symétriques et de trace nulles, donc sont
dans F'

Comme F est stable par combinaison linéaire, on en déduit que Vect(ces 5 matrices) C F'.

BILAN. On a ’égalité F' = Vect(ces 5 matrices) ou les 5 matrices sont :

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 O 0 0 O
0 0 O 1 0 0 0 0 O 01 0 0 0 1
0 0 -1 0 0 O 1 0 0 0 0 -1 0 1 0

Ei1—Es3 Ei2+FE21 E13+E31 E22—FEss3 E23+E32
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La famille des E;; est une famille génératrice de M3 (K) (c’en est méme une base).
On a

Ms(K) = Vect(E11, Bag, E12, Fa1) "= Vect(E11, B, B12, Eo1, I) "= Vect(I+Ei1, [+Fag, [+E2, [+Fay, I)

Les 5 derniéres matrices sont inversibles (elles sont triangulaires/diagonales avec aucun 0 sur la
diagonale).

Le premier WHY est di au fait que I = E11 + Eas.

Le deuxiéme WHY se justifie par double inclusion :

— Il est clair que E;; est combinaison linéaire des matrices de droite : écrire E;; = (I+ Eij) —1.

— Et les matrices I 4+ F;; sont bien combinaison linéaire des matrices de gauche (facile).

Bilan : La famille (I + Eq1, I 4 E22, I+ E12, I+ E21, I) est génératrice de Mo (K) et formeée de
matrices inversibles.
Hélas, elle n’est pas libre. En effet, I est combinaison linéaire des I 4 E;;, puisque

(I+En) + (I+Ex») = 31
On peut donc reprendre les égalités précédentes et obtenir :
MQ(K) = VeCt(I+E11, I+E227 I+E12, I—|—E21)

Ainsi, la famille (I 4+ Eqq1, I + Eas, I+ E1a, I+ F21) est génératrice de Mo (K).
Je vous laisse montrer que cette famille (I + Eq1, I + Eaa, I + E1a, I+ F1) est libre.

Le cas n quelconque‘

— Déterminons une famille génératrice de M,,(K) formée de matrices inversibles.
On a

Mu(K) = Vect((Eij)i’j) Wiy Vect((Eij)i’j, I) Wiy Vect((]—i—Eij)i’j, I)

Or la matrice I est combinaison linéaire des I + F;;, car :

n

1
I = I+ E;
n+1;( + Eii)

On peut donc supprimer I « du Vect » et obtenir :
Mn(]K) = Vect((] + Eij)i,j)

Les matrices I + E;; sont inversibles (elles sont triangulaires/diagonales avec aucun 0 sur la

diagonale).

Bilan. La famille (I + E;;); ; est formée de matrices inversibles, et est génératrice de M,,(K).
— Montrons que la famille (I + E;;); ; est libre.

A vous!
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1. Non. Raisonnons par I’absurde.
Supposons que la fonction f : x +— cos(2x) soit combinaison linéaire de cos et sin.
On peut alors trouver A, u € R tels que

f = Acos+psin

D’ou
Vx € R, cos(2x) = Acos(x) + psin(z)
- o, 1=
En particulier pour x = 0 et x = 7, on a les égalités 1=\

D’ou une contradiction.

2. Posons P, l'ensemble des suites 2-périodiques, qui est un sev de KY.
Py = {u e KN |Vn e N u,po = un}

Montrons 1’égalité
VeCt((l)nENv ((_l)n)nEN) - PQ

Les suites (1)nen et ((—1)"), ¢y appartiennent a Ps.
Comme Py est stable par combinaison linéaire, on a I'inclusion [ C |

Soit (un), ey € Pa-

On peut donc trouver deux scalaires a,b € K tels que

a sin est pair
VneN,un:{ P

b sin est impair.

On a alors

VneN, Uy =

1 sin est pair L h 0 sin est pair
a
0 simn est impair 1 sin est impair

1+ (- 1—(-1"
- b
Ty * 2
b —b
_ a;r x1+ 222 % (-1

Ainsi, (un)nen est combinaison linéaire des deux suites (1)nen et ((—1)"),cn-

Autre preuve. Une suite 2-périodique est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, on
peut donc invoquer le cours (le polynéme caractéristique est X2 — 1 dont les racines
sont 1 et —1).
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1. e On a les égalités de réels :

Vz € R, chx:% et shx:%,

que l'on peut réécrire avec des égalités de fonctions :

exp + exp Sh_exp—e/x\p

h:
¢ 2 2

D’ou
ch € Vect(exp,exp) et sh € Vect(exp,exp)

Par stabilité par combinaison linéaire,
Vect(ch, sh) C Vect(exp, exp).
e Réciproquement, on a les égalités de réels
Vo € R, exp(z) = ch(z) +sh(z) et exp(—z) = ch(x)—sh(x)
que l'on peut réécrire comme égalité de fonctions :
exp=ch+sh et exp=ch-—sh,

D’ou
exp € Vect(ch,sh) et exp € Vect(ch,sh)

Par stabilité par combinaison linéaire,
Vect(exp, exp) C Vect(ch, sh).

2. Posons f : x — cos(2z).
On a l'égalité de réels
Va € R, cos(2z) = cos?(z) — sin?(x)

2

2 _ sin®.

qui se réécrit via ’égalité de fonctions f = cos
D’aprés le cours, on a donc Vect(f, cos?,sin?) = Vect(cos?, sin?).

Remontrons-le si vous n’étiez pas convaincu.

On a automatiquement cos?,sin? € Vect(cos?, sin?).
Par ailleurs, on a f = cos? —sin? € Vect(cos?, sin?).
Par stabilité par combinaison linéaire, on en déduit Vect(f, cos?,sin?) C Vect(cos?,sin?).

Réciproquement, on a automatiquement cos?,sin? € Vect(f, cos?,sin2), donc, par stabilité par combi-

naison linéaire, Vect(cos?,sin?) C Vect(f, cos?, sin?).
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1. Soit a, 8, tels que a cos 4 sin+vyexp = 0.
Dérivons deux fois cette égalité de fonctions.
On obtient —a cos —f sin +vyexp = 0.
Par somme, on a donc 2yexp = 0.
Comme la fonction exp n’est pas la fonction nulle (elle ne s’annule pas en 3 par exemple), on
avy=0.
Reportons cette information dans ’égalité initiale.
On trouve a cos 4+ sin = 0.
En prenant deux valeurs bien choisies, par exemple ¢ = 0 et © = g, on obtient a = 0 et

B=0.

Bilan : les fonctions cos, sin, exp sont linéairement indépendantes.
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1. Montrons que la famille F = (fo, f1, fg) est libre ot f : & — e®.
(a) Premiére solution (résolution d’un systéme en donnant des
valeurs particuliéres a x)
Soit Ag, A1, A2 € R tels que
Xofo + Aifi + Aafa = Ope

Cette derniére égalité est une égalité de fonctions.
Faisons-en des égalités de nombres réels. On obtient donc

VezeR, Ax1 4+ A\ xe® + \yxe® = 0g

En particularisant & x = 0, z = 1, x = 2, on obtient :

MM X1 + A x1 + A x1 = 0
X1l 4+ dixe 4+ Xdxe2 =0
X1 + dxe?2 4+ daxer = 0

que lon écrit matriciellement :

1 1 1 Ao 0
1 e €| |XM| = |0
1 e €| | 0

L’objectif est de montrer que ce systéme admet (0,0, 0) pour unique solution. Ceci sera
réalisé si on arrive & montrer que la matrice carrée du systéme est inversible.
Effectuons des opérations élémentaires sur les lignes de cette matrice, ce qui ne change
pas son caractére inversible.

1 1 1
1 e €2
1 2 et

Effectuons Lo < Loy — L4 et L3y < L3 — L1. On obtient :

1 1 1
0 e—1 e2-1
0 e2—1 e*—1

Effectuons Lo < Lo et Ly + Ls3. On obtient :
e—1 ez -1
11 1]
01 e+1
0 1 e+1)

Effectuons L3 < L3 — Lo. On obtient :

1 1 1
01 e+1
0 0 €2

e” —e

La matrice obtenue est triangulaire supérieure avec aucun 0 sur la diagonale donc elle
est inversible.

Donc A\p =0, Ay =0et Ay =0.

(b) Deuxiéme solution (passage a la limite aprés avoir divisé par le
terme dominant)

Soit Ag, A1, A2 € R tels que

Xofo + Mfi + dofo = Oge
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Cette derniére égalité est une égalité de fonctions.
Faisons-en des égalités de nombres réels. On obtient donc

VeeR, Xx1 4+ A\ xe® + A xe®® = 0p

2z

En divisant par le terme dominant en +o0o, & savoir e“”, on obtient :

VeeR, Xxe 2 + M xe @ + Aax1l = Op
En passant a la limite en 400, on obtient :
MX0 + A x0 + Xox1l = 0g

D’ou Ay = 0.
On injecte cette information dans 1’égalité initiale, et on obtient :

Xofo + Afi = Oge

On constate que l'on est dans la méme situation que la situation initiale, mais avec
seulement deux fonctions.

On peut donc recommencer le méme coup (égalité de réels puis division par e*) et
obtenir A1 = 0.
Puis, on obtient

Aofo = Ope

Comme fy n’est pas la fonction nulle (on a f((2022) = 1, c’est méme la fonction
constante égale a 1), on a A\g = 0.

2. Montrons que VneN, F= (fo,fl,...,fn) est libre ot f : x — e*®.

(a) par récurrence, en dérivant

Notons H,, la propriété : « la famille (fo,..., fn) est libre ».
> Initialisation.

La famille (fy) est libre, car c¢’est une famille & un seul élément qui n’est pas le vecteur
nul (ici qui n’est pas la fonction nulle).

> Hérédité.
Soit n € N fixé. Supposons que H,, est vraie.

Montrons H,+1 cad montrons que la famille (fo,..., fny1) est libre.
Pour cela, donnons-nous des scalaires Ag, ..., A,11 tels que
(%) XofotAfi+ -+ Aefe+ 0+ Agifor1 = 0F@p)

Pour tout k, les fonctions fj, sont dérivables, et on a f| = kfi.
Dérivons une fois (x), on obtient :

Mofo+Mfi+ A+ Mfr+ F g1 fr = 0Fr@p)
d’o
() 0Aofo+ IAifi+ -+ kX fie + -+ (n+ DAng1 far1 = OFr@r)

Multiplions (x) par (n + 1) et ajoutons lui —({).
Les termes en n + 1 disparaissent et on obtient :

S (n+1=k)Ax- fr = Or@mp)
k=0

Cette égalité est une relation de liaison entre (fo, ..., fn)-
D’aprés H,,, on en déduit que

Vke[0n], (n+1-k)l=0

D’ou (WHY ?)
Vk e [0,n], Ae=0
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Reportons cette information dans (x).
On obtient A714,1jyp+1 = OJE(R,R)'
Or f,+1 n’est pas la fonction nulle, donc A,,41 = 0.

On a donc montré que tous les A; sont nuls.
Ainsi H,, 11 est vraie.

Bilan. D’aprés le principe de récurrence, on a montré que

VneN, (fo,...,fn) estlibre
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(b) par récurrence, avec une limite

Notons H,, la propriété : « la famille (fo,..., fn) est libre ».
> Initialisation.

La famille (fy) est libre, car c’est une famille & un seul élément qui n’est pas le vecteur
nul (ici qui n’est pas la fonction nulle).

> Héréditeé.

Soit n € N fixé. Supposons que H,, est vraie.

Montrons H,+1 cad montrons que la famille (fo, ..., fn+1) est libre.
Pour cela, donnons-nous des scalaires Ag, ..., A,11 tels que

(%) Xofo+Afi+ -+ Afo + A1 for1 = 0rrp)
On a donc une infinité d’égalités de nombres réels :
Ve eR, Aofo(z) +Aifi(@) + -+ A ful@) + Ant1 faga(z) = Or
On utilise maintenant la définition des fy :
Ve eR, Aol+Ae” + -+ 1™ 4+ N emHT — o

(n+1)z qui n’est pas nul. On obtient

Divisons par e
Ve eR, e D% 4 Xe™ 44 Xe ™ 4 Mgy = O
Passons a la limite quand x — +o00. On obtient

/\0X0+)\1XO+"'+>\HXO+/\7L+1 :O]R

d’ott A1 =0.
En reportant cette information dans (), on obtient

Xofo+Afi+ -+ Aafn =0FrE)

Cette égalité est une relation de liaison entre (fo, ..., fn)-
On peut donc appliquer H,, et conclure que A\g = --- = A, = 0.
Résumons. On a A,y =0et Ag=--- =X, =0.

On a donc montré la nullité de tous les ;.
Ainsi H,, 11 est vraie.

Bilan. D’aprés le principe de récurrence, on a montré que

VneN, (fo,...,[fn) est libre

[1lexo—EspacesVectoriels.pdf, 22 décembre 2024, 19:22]




(c) Sans récurrence, en partant par la droite

Sans récurrence en fixant n € N une fois pour toutes.
Donnons-nous des scalaires g, ..., A, tels que

Mofo+Afi 4+ Aafn =0Fwp)

On a donc une infinité d’égalités de nombres réels :

Ve eR, Xofo(z)+Mfi(z)+ -+ A\fu(z) =0r
On utilise maintenant la définition des fy :

Ve eR, Ao+ e+ + 1" =0
Divisons par €"* qui n’est pas nul. On obtient
Ve eR, Xe ™ ++---F+Ao1e7 "+ A, =0r

Passons a la limite quand * — 4oc0. On obtient

M X0 4+ X x0 4+ - + X1 x0 + N, = 0p

D’ou A, = 0.
On reporte cette information dans I’égalité initiale :

VreR, Ao+ M\e® 4+ 4 Ay1e® D% = 0p

On recommence un nombre fini de fois ce processus, on obtient que tous les \; sont
nuls. CQFD.

On a donc montré que la famille (fo, ..., f,) est libre.

Finalement, on a montré que

VneN, (fo,...,fn) estlibre

(d) Par I’absurde, en partant par la droite

Soit n € N fixé une fois pour toutes.
Donnons-nous des scalaires g, ..., A, tels que

Xofo+Aifi+ -+ Anfn = 0r@R)

On veut montrer que tous les A\g sont nuls.
Raisonnons par ’absurde en supposant qu’il existe un Ay non nul.
Prenons l'indice ¢ le plus grand pour lequel \; est non nul.

On a donc :
Vz eR, Aofo(z)+Aifi(z) + -+ Aifi(z) = Or

On utilise maintenant la définition des fy :
Vz eR, Al+Ae® +---+ N\el® =0p
Divisons par e qui n’est pas nul. On obtient
VzeR, e @+ Xe 0D 4L 4\ e+ N =0p
Passons a la limite quand  — +o00. On obtient
A X0 + A x0 + - + N1 x0 4+ N = 0

On obtient A\; = 0, ce qui est une contradiction (puisque l'on avait supposé \; # 0).
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(e) Sans récurrence, en partant par la gauche

Sans récurrence en fixant n € N une fois pour toutes.
Donnons-nous des scalaires g, ..., A, tels que

Xofo+Afi 4+ Aafn = 0Frp)
On a donc une infinité d’égalités de nombres réels :
Ve eR, Xofo(z)+Mfi(z)+ -+ A\fu(z) =0r
On utilise maintenant la définition des fy :
Ve eR, Ao+Ae” 4+ X" =0p
Passons & la limite quand x — —oo. On obtient
A+ A X0 4+ oo+ A1 X0 + A x0 = 0

d’ott A\p = 0.
On reporte cette information dans I’égalité initiale :

VzreR, Are” + )\2e2r + -+ Ae™ = 0p
Et on divise par €* qui est non nul. On obtient
Ve eR, A+ e + -+ N, D7 = op

On est donc dans la méme situation que la situation initiale. On recommence un
nombre fini de fois ce processus, on obtient que tous les \; sont nuls. CQFD.

On a donc montré que la famille (fo, ..., f,) est libre.

Finalement, on a montré que

VneN, (fo,...,fn) estlibre

(f) Par ’absurde, en partant par la gauche

Soit n € N fixé une fois pour toutes.
Donnons-nous des scalaires g, ..., A, tels que

Xofo+Aifi+ -+ Anfn = 0r@®Rr)

On veut montrer que tous les A\g sont nuls.
Raisonnons par ’absurde en supposant qu’il existe un Ay non nul.
Prenons l'indice ¢ le plus petit pour lequel \; est non nul.

On a donc :
VeeR, Nfi(x)+ Nipifip1(@) + -+ A fu(z) = Or

On utilise maintenant la définition des fy :
VzeR, M\e®+ /\H_le(”l)‘” 4 Ape™ =0
Divisons par €™ qui n’est pas nul. On obtient
Ve eR, A+ Ap1e” 44+ e 9% = 0
Passons a la limite quand x — —oo. On obtient
Ai + A1 X0 + - + A x0 = 0p

On obtient A\; = 0, ce qui est une contradiction (puisque l'on avait supposé \; # 0).
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(g) Avec un polynéme

Soit n € N fixé une fois pour toutes.
Donnons-nous des scalaires \g, ..., A, tels que

Xofo+Afi 4+ Aafn = 0Frp)
On a donc une infinité d’égalités de nombres réels :
VzeR, Xofolx)+Mfi(z)+ -+ Anfnu(z) =0r
On utilise maintenant la définition des fy :
VezeR, Ml+XMe"+- -+ X" =0
Cette égalité peut s'écrire (c’est cela qui est remarquable) :
Ve eR, Xo(e®)?+ A (e®) 4+ -+ N\, (") = 0g

Introduisons le polynéme P(X) = Ag + M1 X + -+ + A, X" € R[X].
Il s’agit de montrer que ce polynéome est nul (WHY ?).

On a
VeeR, P(e")=0

Comme 'image de la fonction Pexponentielle est |0, +o0o[, on obtient
Vte 0,400, P(t)=0

On en déduit que le polynéme P admet une infinité de racines.

Donc P est le polyndme nul. Ainsi tous ses coeffs sont nuls, c’est-a-dire, tous les A; sont
nuls.

On a donc montré que la famille (fo, ..., f,) est libre.

Finalement, on a montré que

VneN, (fo,...,[fn) est libre
3. Donnons-nous des scalaires A\1,...,\, tels que
Afi+ o+ Afn = 0FrR)

On veut montrer que tous les \; sont nuls.
Raisonnons par ’absurde en supposant qu’il existe un A non nul.
Prenons l'indice r le plus grand pour lequel A, est non nul.

On a donc :
VeeR, Mfi(x)+-+ A\ fr(z)=0r
~—

#0

On utilise maintenant la définition des fj :

Ve eR, MeMT 4. 4 16T+ A % =0g
~
#0

Divisons par e~*"*_ on obtient :
VzeR, )\le(al—ar)x e )\Tile(arq—ar)x + A, = Og
Passons & la limite quand x — 4o00. On obtient grace & a1 < -+ < a1 < @ -
AM X0+ - + A1 X0+ A = 0p

On obtient A, = 0, ce qui est une contradiction (puisque I'on avait supposé A, # 0).
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On fixe n € N et on se donne une relation de liaison entre les n + 1 fonctions :

1

Xosin® 4+ Aysin! 4+ -+ 4+ A,sin® = Oge

En évaluant cette égalité de fonctions en 0, on trouve Ay = 0.
On reporte cette information dans I’égalité initiale :

1

Apsint + - 4+ A,sin® = Ope

On évalue en z et on divise par x pour x # 0 :

VieR sin'(z) N AzsinQ(x) - )\nsin"(x) _ 0
T T x
. . . sin x
On passe a la limite en 0 en exploitant le fait que —0> 1 et que
€T Tr—
sinf(z)  sinz b1
VEk > 2, = xsin® t(z) — 1x0=0
x x z—0
Ainsi,
AMX1T 4+ Xox0+4+ -4+ A, x0=0
D’ou )\1 =0.

On reporte cette information dans 1’égalité précédente, et on a :
A sin2 + o 4+ A, sin” = Ogr

On évalue en z et on divise par 22 pour x # 0, puis on passe & la limite quand = — 0.
On obtient Ay = 0.
On recommence ce processus un nombre fini de fois et on obtient la nullité de tous les A;.

Si vous n’étes pas satisfaits par cette preuve (vous avez tort), vous pouvez rédigez une récurrence
montante finie sur k € [0,n] (ici, n est fixé) :

Hi:  Vie[0,k], Ay =0

L’initialisation. Montrons que Ag = 0. A vous.
L’hérédité. Soit k € [0,n — 1] tel que Hy.
Montrons Hy11, c’est-a-dire (WHY ?) montrons que Ag+1 = 0. Je vous laisse rédiger cela.
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Montrons que  Vn € N*, (f1,..., fn) est libre.
Notons H,, la propriété : « la famille (f1,..., fn) est libre ».
> Initialisation.

La famille (f1) est libre, car c’est une famille & un seul élément qui n’est pas le vecteur nul (ici qui
n’est pas la fonction nulle : en effet, la fonction sinus n’est pas la fonction nulle).

> Hérédité.

Soit n € N fixé. Supposons que H,, est vraie.

Montrons H,41 cad montrons que la famille (f1,..., fnt1) est libre.

Pour cela, donnons-nous des scalaires Ay, ..., A\,41 tels que

(%) Arfr+ o+ Aefe + -+ A farr = 0r@®pr)
Pour tout k, les fonctions fx sont deux fois dérivables, et on a f/ = —k?fy.

Dérivons deux fois (x), on obtient :
M+ NS+ A = 0F@R)
d’ott
() M=) fr4 o+ M=) fio 4+ Anga (= (0 4+ 1)) fasr = Or@e)

Multiplions (%) par (n + 1)? et ajoutons lui ().
Les termes d’indice n + 1 disparaissent et on obtient :

n

(n+1)* k)X fr = Orrpr)
k=1

Cette égalité est une relation de liaison entre (fi,..., fn)-
D’aprés H,,, on en déduit que

Yk e [1,n], (n+1)*=kHX =0

D’ou (WHY ?7)
Vke[1,n], A =0

Reportons cette information dans (x). On obtient :
Ant1fnt+1 = 0F@®R)

Comme f,, ;1 n’est pas la fonction nulle, on obtient A\, 11 = 0.
Finalement, on a montré la nullité de tous les \.
D’ou Hn+1.
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Montrons que la famille F = ((a”)neN7 (b”)neN, (c”)neN) de RN est libre.

Premiére solution (résolution d’un systéme en donnant des valeurs par-
ticuliéres a n)
Soit a, 3,7 € R tels que

a(a")neN + B(bn)neN + 7(Cn)n€N = Opn

Cette derniére égalité est une égalité de suites.
Faisons-en des égalités de nombres réels. On obtient donc

VneN, axa” + xb" + yxc* = 0g

En particularisant a n =0, n = 1, n = 2, on obtient :

aad® + B+ 4 = 0
aal + Pt 4+ v = 0
aa® + P2 4+ 2 = 0
que 'on écrit matriciellement :
a® 0 & Ja 0 1 1 1| |« 0
at b | |p] = |0 ou encore a b c| |8l = |0
a®> b 2| |y 0 a?> v 2| |y 0

L’objectif est de montrer que ce systéme admet (0,0,0) pour unique solution. Ceci sera réalisé si
on arrive & montrer que la matrice carrée du systéme est inversible.

Effectuons des opérations élémentaires sur les lignes de cette matrice, ce qui ne change pas son
caractére inversible.

1 1 1
a b ¢
a? b 2

Effectuons Ly < Ly —aL; et L3 < Ly — %L :

1
0 b—a c—a
0 v —a? 2—a?

Comme b? — a? est multiple de b — a, en effectuant Lz < L3 — (b + a)Ls, on obtient :

1 1 1
0 b—a c—a
0 0 E—a®2—(b+a)(c—a)

Le coefficient en bas a droite vaut (¢ — a)(c+a) — (b+a)(c—a) = (¢ —a)(c = D).
La matrice obtenue est triangulaire supérieure avec sur la diagonale :

1 b—a (c—a)(c—1b)

Aucun de ces coeflicients n’est nul, car a, b, ¢ sont distincts deux a deux.
Bilan, la matrice est inversible.
Donc a=0,8=0et vy=0.
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Deuxiéme solution dans un cas particulier (passage a la limite aprés avoir
divisé par le terme dominant)

Attention, cette solution ne fonctionne que dans le cas ou a, b, ¢ sont positifs. . .
Soit «, 8,7 € R tels que

a(a")neN + ﬁ(bn)neN + Py(cn)neN = Opv

Cette derniére égalité est une égalité de suites.
Faisons-en des égalités de nombres réels. On obtient donc

VneN, axa” + xb" + yxc" = 0

Quitte a permuter les suites (ou & les renommer), on peut supposer que 0 < a < b < ¢, de sorte

que
b

Cc

f(<1 et <1

(question au lecteur : pourquoi peut-on diviser par ¢?)
En divisant par ¢, on obtient donc

a\m a\m
Vn eN, a><<f) +6><(7) + v = 0r
c c
Par passage a la limite, on obtient (WHY ?)

ax0 4+ x0+ v =0

D’ou v = 0.
On injecte cette information dans 1’égalité initiale, et on obtient :

a(an)nEN + B(bn)neN = ORN

On constate que 'on est dans la méme situation que la situation initiale, mais avec seulement deux
suites (toujours avec a,b distincts!). On peut donc recommencer le méme coup (division par b :
pourquoi b est-il non nul), et obtenir 5 = 0.
En injectant dans I’égalité initiale, on obtient
a(a”)

neN ORN

Or la suite (a") n’est pas la suite nulle (car son premier terme vaut a® = 1), donc o = 0.

neN

Bilan. On a montré que a =0, 3 =0et v=0.

[11exo—EspaceSVectoriels.pdf, 22 décembre 2024, 19:22}




137

Donnons-nous des scalaires \q,..., A, tels que
A191 + -+ Angn = Oge

Fixons ¢ € [1,n] et montrons que A; = 0.

On a
Xigi = Y kgr
ki

On sait que :
— La fonction g; est non-dérivable en a;.
— Les fonctions g pour k # i sont dérivables en a;. Par combinaison linéaire, il en est de méme
de Z )\k gk
ki
Montrons que A; = 0. Raisonnons par I’absurde un court instant !
Si \; était non nul, alors la fonction g;, non dérivable en a;, serait égale a la fonction —% Z AkGk,

v ki
qui elle, est dérivable en a;. D’ou la contradiction.
Ainsi, \; = 0.
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Somme. Montrons que E = F' + G.
L’inclusion D est automatique.
Montrons 'autre inclusion. Soit = € E.
Comme E = F' + G, on peut trouver (zp,zg) € F X G tel que x = zp + z¢.
Comme F = FNG+ F’, on peut trouver (yrg,yr) € FNG x F' tel que xp = yrpg + yp.
En combinant les deux égalités, on a x = (yrg + yr') + 2g, Aot © = y& + (yra + 2a).
Comme yr € F' et ypg +2g € G,onaxz e F' +G.
Somme directe. Montrons que F' NG = {0g}.
Comme F” est un sous-espace vectoriel de ', on a F' C F, donc F' = F' N F.

Ainsi, FFNG=(F'NF)NG =F N(FNG). Comme F' et F NG sont en somme directe,
cette derniére intersection vaut {Og}, d’od F' NG = {0g}.
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Le fait que la somme soit directe est facile. wHY 7

Justifions la somme.

Ecrivons w = wy + Aypvg. On a nécessairement A, # 0. WHY 7

Soit © € E que 'on essaie de décomposer sur H & Vect(w).

Par hypotheése, on sait que = se décompose sur H & Vect(vg), disons x = zg + Avg.
1 A

En remplagant vg par )\—(w —wpg ), on obtient (aprés agencement) x = (z H— )\—gcw H) + )\—mw qui
w w w

est bien une écriture du type « un vecteur de H + un vecteur de Vect(w) »
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On commence par fixer G un supplémentaire de F'.
Soit z un vecteur qui n’est ni dans F, ni dans G (par exemple, si 1 # 0 € F et x5 # 0 € G, alors
21 + x9 n'est ni dans F' - sinon x5 serait dans F', ni dans G - sinon z; serait dans G).
Posons F' = F @ vect(z) et considérons G’ un supplémentaire de F’ dans E.
Alors, Gy = vect(z) @ G’ est un supplémentaire de F dans E.
En effet
— si z € F, alors il s’écrit sous la forme z = y; + 92, avec y; € F’ et y3 € G'.
De plus, y; s’écrit sous la forme Ax + u, avec u € F.
Finalement, z = u + (Ax + y2), avec u € F et Az + y € G1.
— size FNGy,alors z=Ar+uavecu € G’ etdoncu=z2—- Xz e G NF".
Puisque F’ et G’ sont en somme directe, on a v = 0. On en déduit que z — Az = 0 soit,
puisque z ¢ F,z=0et A =0.
Finalement, on a prouvé que F NGy = {0}.
Bien stir, G # G puisque = € G1\G.
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Soit f € FNG et prenons x € R. Alors f(x +n) = f(z) puisque f est 1 -périodique. Mais d’autre
part, f(z + n) tend vers 0 quand n tend vers U'infini puisque f est élément de G. Ainsi, f(z) =0
et puisque c’est vrai pour tout x € R, on a f = 0. D’autre part, considérons la fonction f(x) = z.
Alors si f € F+ G, f s’écrit f = g+ h avec g périodique de période 1 et h qui tend vers 0 en +o0.
Mais alors,

f(n) = g(n) +h(n) = g(0) + h(n) — g(0) € R

alors que f(n) — +o0. On obtient une contradiction et donc F + G # E. F et G ne sont pas
supplémentaires.
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Traitons les exemples dans le désordre, afin d’expliquer une méthode systématique.

T
1. On résout le systéme. Pour tout [ y | € R3, on a la chaine d’équivalences
z
T H+y+z= z+y+ 2z =0 B
{Qx—i—y—z— < { —y— 3, —0 [L2<—L2 2L1]
x+y+2—0
<~ '{ Y {—:32 = [1;2 “— —-1;2]
T —2z—
< {: y 43— [1;1 — 1;1 — 1;2]
donc
z 2z
{ Y 6R3|x+y+z=2x+y—z:0}:{ -3z |ZGR}
z z
2
:{z -3 |Z€R}
1
2
= Vect -3
1

2. On procéde de méme : aprés résolution, on obtient

1) Rt S S ) LR ()

z{ 0 |26R}
z
2
= Vect 0
1

On peut traiter de la méme fagon les questions (v) et (vi), méme si la résolution du systéme peut
ici se faire quasiment de téte, les équations étant plutdt simples. En tout état de cause, on obtient

0
1. {(x,y,z)eR3|x=z:O}=Vect 1
0
0
2. {(:c,y,z)eR3|x=x+y+z:0}:Vect -1
1

Dans l'autre sens, le plus simple est sans doute de trouver deux équations (non triviales et non
trivialement équivalentes) vérifiées par le vecteur donné, puis de refaire le méme genre de calculs
que plus haut pour vérifier I’égalité.

Attention! chaque question a une infinité de réponses possibles, et il n’est pas nécessairement
évident de passer de 'une a 'autre. Si vos deux équations ne sont pas proportionnelles et que le
vecteur donné en est solution, votre réponse est correcte. Voici donc des réponses parmi d’autres
(on a choisi celles qui donnaient des systémes linéaires échelonnés).

[\
8

1. Vect

Il
=
N <

€R3|y:z=0}.

2. Vect

_ == OO
8

I
=
<

€R3|x—y:xfz:0}.

IS
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3. Vect 2 :{ y €R3|x+z:y+2220}.
-1 z
2 T

4. Vect 3 :{ y €R3|x+§z:y+z:O}.
-3 z

[1lexo—EspacesVectoriels.pdf, 22 décembre 2024, 19:22]




	
	Exercice abstrait
	Sous-espaces vectoriels
	Opérations sur les sous-espaces vectoriels
	Sous-espaces supplémentaires
	Familles (finies) de vecteurs de Kn ou de E quelconque
	Familles de matrices
	Familles (finies) de vecteurs (suites, fonctions)
	Autres
	Khôlles

