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I. Définitions, exemples

Définition. Soit E et F deux K-espaces vectoriels.
Une application f : E — F est dite linéairelorsque

YvweE, VApuek, fAv+pw) = Af(v)+puf(w)

Proposition (propriétés immédiates).
Soit f: E — F une application linéaire.
Alors,ona:

— f(0p)=0Ff
— VneN*, VYuy,...,vp €E, YA1,..,Ap €K, fAvr+--+A,v,) =1 f(v1) +--+ A f(vn).

— Larestriction de f a un sous-espace vectoriel de E est une application linéaire.

Vocabulaire et autres notations tres imporantes.

*

Lensemble des applications linéaires de E dans F est noté £ (E, F).

Lorsque F =K, on dit que f est une forme linéaire sur E.
L'ensemble des formes linéaires sur E est noté Z(E,K).

Lorsque F = E, on dit que f est un endomorphisme de E.
Lensemble des endomorphismes de E est noté £ (E).

Lorsque f € Z(E, F) est une application linéaire bijective, on dit que f est un isomorphisme.

Lorsque f € Z(E) est un endomorphisme bijectif, on dit que f est un automorphisme.
Lensemble des automorphismes est noté GL(E).

Exemples.

Proposition. Soit A € .4, (K).

Lapplication fa: AMp1(K) — My1(K) estlinéaire.
X — AX

C’est I'application linéaire canoniquement associée a A.

Proposition.
— Lapplication 0¢E,r: E — F estlinéaire: c’est]’application linéaire nulle.

— Lapplication 0¢E: E — E estlinéaire: c’est'endomorphisme nul.

— Lapplication idg: E — E estlinéaire: c’est’endomorphisme identité.
v — v

— Soit A e K. U'application Aidg: E — E estlinéaire: c’est ’homothétie de rapport A.
v — Av




II. Opérations sur les applications linéaires

Rappel. Soit F est un K-espace vectoriel (donc muni de loi + et -), et QQ un ensemble quelconque.
Alors 'ensemble F est un espace vectoriel pour les lois + et - suivantes :
f+tg: Q — F et af: Q — F
x — f(x)+gk) x — a-fx)

Proposition (opérations + et - ). Lensemble £ (E, F) est un sous-espace vectoriel de F 14

« Détails. Cette proposition dit que I'application nulle est une application linéaire et que toute combi-
naison linéaire d’applications linéaires est une application linéaire.

Plus précisément
— Soit f,ge Z(E,F).Alors f+ge€ Z(E,F).
En francais : la somme de deux applications linéaires est linéaire.
— Soit fe Z(E,F)etackK.Alorsa-f € Z(E,F).

En francais : en multipliant par un scalaire une application linéaire, on obtient une application
linéaire.

Proposition (opération de composition).
Soit f € £(E, F) et g€ Z(F,G).
Alors go f e Z(E,G).

« Enfrancais. La composée de deux applications linéaires est une application linéaire.

@ ' Proposition (propriétés de la loi o).

— Associativité :
Vfe#(EF), VgeL(FG), Vhe£L(GH), ho(gof) = (hog)of
— Distributivité a droite de o sur + :
VfeZL(EF), Vg,8eZ{FEG), (g1+8)of =giof +8g-of
— Distributivité a gauche de o sur + :
Vh e Z(EF), VgeZEQ), golh+f) =8°h+gof
— Lois-eto:
Vfe¥(EF), Vge (G, VYAecK, A(gof) = A-gof = goA-f)
— Composition par l'identité :

VfeZ(EF), foidg=/f et idpof=f
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Cas des endomorphismes

Proposition (opérations sur £ (E)).
— Z(E) estun espace vectoriel pour les lois + (loi interne) et - (loi externe).

— XZ(E) est muni d'une autre loi interne : I'opération de composition o.
Cette loi posséde idz comme élément neutre, c’est-a-dire

« Remarque. La loi o est non commutative : en général fog # go f.
Il n'y a pas de propriété d’intégrité : en présence de f o g = 0 #(g), on ne peut rien dire.

En maths, on dit que (Z(E), +, -, 0) est une [K-algebre. Elle est non commutative, et non integre.

« Puissance d'un endomorphisme.
Soit f € Z(E).
Soit k € N. Alors fo---o f est un endomorphisme de E, noté f*. on prononce « f puissance k» ou « f composé k fois »
—

k fois
Ona f°=idg.

Proposition (identités remarquables).
Soit f, g € Z(E) deux endomorphismes | qui commutent |

VI EN, (4 @) o

4



Cas des isomorphismes

« Rappel (début de 'année).
Proposition (bijectivité de la réciproque). Soit E et F deux ensembles quelconques. Soit f € FE.
Si f est bijective, alors f~! est bijective et 'application réciproque de f~! est f, c’est-a-dire (f~1)~! = f.
Proposition (Chaussettes et chaussures). Soit f € FF et g € GF.
Si f et g sont bijectives, alors go f est bijective et (go f)™! = flog™l.

Définition.
Un isomorphisme est une application linéaire bijective.
On trouve la notation Iso(E, F) pour 'ensemble des isomorphismes de E dans F.

Proposition.
Soit f € Z(E, F) un isomorphisme.
Alors sa bijection réciproque f~!: F — E (aussi appelée son inverse) est une application linéaire.

« Enmaths. Si f € Iso(E, F), alors f ' eIso(FE) et (f )" = f.

« Chaussettes et chaussures. Soit f € Z(E,F) et g€ Z(F,G).
Si f et g sont des isomorphismes, alors g o f est un isomorphisme etona (go f) ' = flog™L.

Cas des automorphismes

' Définition.
Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.
On note GL(E) '’ensemble des automorphismes de E.

Proposition (propriétés de I'inverse). Soit f € Z(E).
— inverse
Si f € GL(E), alors f ' e GL(E) et (f )~ ! = f.
Linverse d’'un automorphisme est un automorphisme.
— composition — chaussettes et chaussures —
Si f et g € GL(E), alors go f e GL(E) et (go f) 1 = flog™.
La composée de deux automorphismes est un automorphisme et I'inverse de la composée est la composée des inverses.
— Ppuissance
Si f € GL(E), alors pour tout k € N, f¥ e GL(E) et (f©)~! = (f 1%, que'on note £

Une puissance d'un automorphisme est un automorphisme et I'inverse de la puissance est la puissance de I'inverse.
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III. Noyau et image d’'une application linéaire

Proposition. Soit f € Z(E, F).
— Si E’ est un sous-espace vectoriel de E, alors f(E’) est un sous-espace vectoriel de F.

— Si F' est un sous-espace vectoriel de F, alors 'image réciproque £V (F’) est un sous-espace
vectoriel de E.

Définition/Proposition.
Soit f € Z(E, F) une application linéaire.
Le noyau de f est le sous-espace vectoriel de E suivant :

Kerf = {x€ E| f(x) =0}

Limage de f est le sous-espace vectoriel de F suivant :

imf = {yeF|3xeE y=f}

Question. Montrer que f: /,(K) — K est une forme linéaire.
M — tr(M)
Déterminer une base de son noyau.

Proposition. Soit f € Z(E,F).Ona:
f estinjective <= Ker f ={0g}

Une application linéaire est injective SSI son noyau est réduit au vecteur nul.

Question. Montrer que I'application D: 2(R,R) — R® estlinéaire. Est-elle injective?
¢ — ¢
Question. Soit b, c € K. Soit F, . = {(un)neN ekKN|IVreEN, o+ buysr +cuy, = 0}.

Montrer que I'application f: Fp. — K2 est un isomorphisme.
(Un)nen —  (Uo, U1)

| Lemme trés utile. Soit feZ(EF)etge L(FQG).
preuve

— On atoujours:
gof:()jf’(E,G) — Imcherg

— On atoujours :
Ker f cKer(go f) et Im(gof)clmg

Question. Soit f € Z(E). On pose f2 = fo f (c'est un endomorphisme de E).

1. Montrerque ImfcKerf < f?=0.

2. Montrer que Ker f < Ker f.

3. Montrer que Im f2 < Im f.

4. Montrer que Ker f = Ker f? <= Ker fnIm f = {0g}.

6




IV. Des caractérisations

Avertissement. Dans ce chapitre, il y a beaucoup de résultats qui nécessitent que 1'espace de départ possede une famille

génératrice finie. Bien sir, tous les espaces vectoriels n’ont pas forcément une famille génératrice finie. Exemples?

Proposition (famille génératrice de 'image).
Soit f € £(E, F).
Soit¥ = (e, ..., e,) une famille génératrice finie de E. Alors I'image de f est donnée par:

Im f = Vect(f(e1),..., f(en))

Morale de I'histoire : sil'on dispose d'une famille génératrice de 'espace de départ, on connait une famille génératrice de I'image de f.

« Exemple. Soit f: K2 — K2 .Mq fe 2(K?) etdéterminer une base de Im f et de Ker f.
(x,y) — 10

Proposition. Soit f € Z(E, F).
— Soit £ une famille libre de E.
Si f estinjective, alors f (%) est une famille libre de F.

— Soit ¢4 une famille génératrice de E.

Alors . .
f estsurjective < f(%) génératrice de F

« Aretenir.
Limage par f d'une famille libre (de E) est libre pourvu que f soit injective.
L'image par f d’'une famille génératrice de E est génératrice de F pourvu que f soit surjective.

Proposition (caractérisation de I'injectivité, surjectivité, bijectivité avec une base de E)
Soit f € Z(E, F). On suppose que E est muni d'une base finie % = (ey,..., ey).

— [ estinjective <= la famille (f(el), .. .,f(en)) est une famille libre de F.
— [ estsurjective <= la famille ( fle),....f (en)) est une famille génératrice de F.

— f estbijective < la famille (f(el), . .,f(en)) est une base de F.

Proposition. On suppose que E est muni d'une base finie (ey, ..., e;).
Soit f, g€ Z(E, F) deux applications linéaires. On a :

(Vie[[l,n]], f(ei)zg(ei)) — f=g

« Si deux applications linéaires coincident sur une base, alors elles sont égales. »

Proposition. On suppose que E est muni d'une base finie (ey, ..., e;).
Pour toute famille (vy,..., v,) de vecteurs de F, il existe une unique application linéaire h € £ (E, F)
telle que i € [1,n], h(e;) = v;.

«Une application linéaire est entiérement déterminée par les images des vecteurs d’une base. »

« Stratégie. Pour construire une application linéaire h : E — F, il suffit de se donner les h(e;).
« Exemple. Lendomorphisme de transposition de .4, (K) est 'unique endomorphisme f tel que...

« Exemple. La forme linéaire trace sur .4, (K) est 'unique forme linéaire f telle que....
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V. Etude du sous-ensemble de £ (E) formé des polynomes en f

Définition (Polynome d’endomorphisme). Soit f € £ (E) un endomorphisme.

— Une expression du type af? + bf + cidg, ol a, b, c € K, est «un polyndme en f » de degré < 2.

— Un «polynéme en f » est une expression du type

Am ™ + amar f™ L+ o+ af? + aif + apidg oimeNetay,...,am€K.

m
« Notation. En introduisant le polynome P(X) = Z ar X, I'expression ci-dessus est notée P(f).
k=0

+ Résumons.

Avec un endomorphisme f € Z(E) et un polynéme P € K[X], on peut créer un nouvel endomor-
phisme, a savoir 'endomorphisme P(f).

« Cas particuliers extrémement importants.
Pour P=X% onaP(f)=... Pour P= X' onaP(f)=... Pour P = X?,onaP(f)=...
Pour P=X?>+aX+B,onaP(f)=... Pour P=(X-a)(X-b),onaP(f)=...

« Petits calculs.

Pour p,geN,ona fPo f9= fP*d= f9%P = fd0 fP,

Soit g =3f +2idg. Déterminer fogetgo f.

Définition (Polyndme annulateur pour un endomorphisme).
Soit f € Z(E) un endomorphisme et P € K[X] un polynome.
On dit que P est un polynéme annulateur de f lorsque P(f) = 0« ).

« Soit f € ZL(E) tel que f? = idg. Alors f admet un polynome annulateur, par exemple ..................
« Soit f € Z(E) tel que f2 = f. Alors f admet un polyndme annulateur, par exemple ..................

« Soit f € ZL(E) tel que (f —Ay1idgp) o (f — A2idE) = 0 (f). Alors f admet un polynéme annulateur ......

Tres important. Soit f € Z(E) et L e K.
— OnaKer(f—Aidg) = {er | f(x):/lx}
— Si A #0, alors Ker(f — Aidg) cIm f.

— Ona:
(f-Aidp)of=09E <= Imf c Ker(f-Aidg)

Question. Soit f € Z(E) tel que f2—-5f +6idg = 0. (f).
“=* Montrer que
E = Ker(f —2idg) ® Ker(f —3idg)

8
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VI. Applications linéaires et décompositions en somme directe

Proposition.
On suppose que E est équipé d’'une décomposition en somme directe E; @ E».
Soit f,g e £(E, F) deux applications linéaires. On a :

(ﬁEl =85 et fig, = glEz) = f=8

« Si deux applications linéaires coincident sur des sous-espaces supplémentaires, alors elles sont égales. »

Proposition.
On suppose que E est équipé d'une décomposition en somme directe E; @ E».

Pour toute application linéaire h, € £ (E, F) et toute application linéaire h, € £ (E>, F), il existe une
unique application linéaire h € Z(E, F) telle que

hug1 =h et h|E2 =hy

«Une application linéaire est entiérement déterminée par sa restriction a des sous-espaces supplémentaires.

« Exemple. On rappelle que I'on a ./, (K) = %, (K) & </, (K).
On rappelle également qu'une matrice M n’est PAS ou bien dans .#,(K) ou bien dans <7, (K).

En revanche, pour construire une application linéaire définie sur .4, (KK), il suffit de la construire
sur %, (K) et sur <7, (K).
Par exemple, 'endomorphisme de transposition de .4, () est 'unique endomorphisme f tel que...
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VII. Endomorphismes remarquables

Projection

On rappelle que toute matrice s’écrit de maniere unique comme la somme d'une matrice symétrique et
d'une matrice antisymétrique. Autrement dit, .4, (K) = %, (K) & o, (K).
Précisément, pour une matrice M € .4, (K), on al’égalité

1 o1 -
M= -(M+M") + S(M-M")

Le projeté de M sur I'espace .#,(K) parallelement a ’espace <7, (K) est la matrice %(M +MT).
Le projeté de M sur I'espace 7, (K) parallelement a I'espace .#,(K) est la matrice %(M -M").
Associés a cette somme directe E = F @ G, il y a deux endomorphismes remarquables :

— la projection sur F = %, (K) parallelement a I'espace G = o/, (K), notée pg ¢

— laprojection sur G = o/, (K) parallelement a I'espace F = #,(K), notée pg ¢

Prjc: E — E et pyr: E — E
M — 3M+M") M — IM-M")

Définition/Proposition (projection sur F paralellement a G).
Soit E un espace vectoriel équipé d'une décomposition en somme directe E = F & G.
On rappelle que tout vecteur x € E s’écrit de maniere unique xg + xg avec xr € F et xg € G.

La projection sur F parallelement a G est'application

pF//G: E — E
X — Xp OUX=Xp+Xg

C’est une application linéaire, et méme un endomorphisme de E.

« Reformulation. La projection sur F parallelement a G est 'unique endomorphisme p de E défini par :

VxeF px)=x et VxeG, px)=0

Cette derniéere phrase a bien un sens, car on a vu que pour définir une application linéaire sur E = F & G, il suffit de se
donner les images des vecteurs de F et des vecteurs de G.

Pour autant, il n’est pas vrai qu'un vecteur de E est « ou bien dans F, ou bien dans G ».

« Remarque. Bien sir, on peut intervertir les roles joués par F et G.
On peut définir la projection sur G parallelement a F. C’est 'application

pG//F: E — E
X — Xg OUX=Xp+Xg

10



Question.

« On sait que toute matrice s’écrit de maniére unique comme la somme d’'une matrice de trace nulle et
d'une matrice scalaire.

Autrement dit, en notant H = {M € /,,(K) | tr(M) = 0} et D = Vect([,;),ona .4, (K) = He D.
Exhiber la projection sur D parallelement a H.

« Dans R?, considérons les droites vectorielles F = Vect((1,0)) et G = Vect((1,1)). Ona (WHY?) R* = F& G.
Exhiber la projection sur F parallelement a G.

Proposition (propriétés d’une projection)
Soit E un espace vectoriel équipé d'une décomposition en somme directe E = F & G.

— La projection pp g sur F parallelement a G vérifie :

() prjc estun endomorphisme de E
(i) PrjGc°Pr)G =Pr/c
(iii) Ker Prjc=G
(iv) Imppyg=F
(V) Ker(idg — prye) =Impg /g
— Résultats analogues pour la projection pg /.

— On ales relations entre pr ) et pgr :

Prjc + Pg)r = idg Pr)G°Pc)r = 0zE) PG)r°Prjc = 02@E)
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Projecteur

Définition (projecteur)
Un projecteur p de E est un endomorphisme de E vérifiant po p = p.

2z 9z

Remarque. Cette égalité s’écrit encore
2 _ 2 _ 2 _
p“=p ouencore p“—p=0gpE ouencore p-—p°=0g@r.

Autrement dit, le polynome X? — X est un polynéme annulateur de p.
L'égalité s’écrit aussi :

po(idg—p)=0grE ouencore (idg—p)op=0xE).

Autrement dit, le polynéme X (1 — X), qui vaut (1 — X)X, est un polyndme annulateur de p.

Proposition (propriétés d’'un projecteur)
Soit p € Z(E) un projecteur.

— OnaKer(p—-idg) =Imp.

— Le projecteur p fait naitre la décomposition en somme directe de E :

E =ImpeKerp que I'on peut encore écrire E = Ker(p—idg) ®Kerp

Précision. Un vecteur x de E possede une écriture unique sur la somme directe Im p @ Ker p, a savoir :
x = px) + (x—px)

qu’il faut penser comme

X p (x) + n'y a plus le choix

Question. Dans la proposition précédente, le projecteur p fait naitre une décomposition E = F & G
avec F =Ker(p —idg) et G =Ker p.

Quelle est alors la projection sur F parallelement a G, notée pr?

Et la projection sur G parallelement a F?

Attention. Soit f € Z(E) tel que E =Im f & Ker f. Alors cela n'implique pas que f est un projecteur!

Autre attention. Pour un endomorphisme f € Z(E), il n'y a aucune raison que Ker f et Im f soient
supplémentaires dans E.

Donner un exemple pour E = K2,

Question.
« Soit f: R? — R? . Montrer que f est un projecteur de R>. A-t-on E =Im f @ Ker f?

x,y) — -0

« Lendomorphisme f: 4,(K) — .#,(K) est-ilun projecteur? A-t-on E =Im f @ Ker f?

M — M+M'

12
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Proposition (projecteurs associés). A ne pas apprendre, mais savoir faire les preuves.

— Soit p € Z(E) un projecteur.
Alors idg — p est un projecteur. Il est appelé le projecteur associé a p.

— Soit p, g € Z(E) deux projecteurs associés, c’est-a-dire p + q = idg.

* Onapog=0grE etqop =0z
e Le noyau de l'un est'image de 'autre :

Kerp=Img et Kerg=Imp

¢ On ales décompositions

(une avec que des images, 'autre avec que des noyaux, une avec que des p, I'autre avec que des q)

E=Impelmg E = KerpeKerqg E=ImpeKerp E =Imge®Kerqg

Proposition récapitulative.

— Une projection est un projecteur.

— Un projecteur est une projection.
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Symétrie

Définition.
Soit E un espace vectoriel équipé d'une décomposition en somme directe E = F & G.

On rappelle que tout vecteur x € E s’écrit de maniere unique xg + xg avec xr € F et xg € G.

La symétrie de E d’axe F parallelement a G est’application

Sppgt E — E )
X — Xp—Xg ou X = Xp + Xg

C’est une application linéaire, et méme un endomorphisme de E.

+ Reformulation. La symétrie d’axe F parallelement a G, notée sp ¢, est I'unique endomorphisme s
de E défini par:
VxeF sx)=x et VxeG, sx)=-x

Cette derniére phrase a bien un sens, car on a vu que pour définir une application linéaire sur E = F & G, il suffit de se
donner les images des vecteurs de F et des vecteurs de G.

Pour autant, il n’est pas vrai qu'un vecteur de E est « ou bien dans F, ou bien dans G ».

Question.
« Onrappelle que 4, (K) = %, (K) & ), (K).
Exhiber la symétrie d’axe .#;,(K) parallelement a <7, (K).
« Dans R?, considérons les droites vectorielles F = Vect((1,0)) et G = Vect((1,1)). Ona (WHY?) R* = Fe G.
Exhiber la symétrie d’axe F parallelement a G.

Proposition.
Soit E un espace vectoriel équipé d'une décomposition en somme directe E = F & G.

— Lasymétrie sp ¢ de E d’axe F parallelement a G vérifie

() spjc estun endomorphisme de E

(i) spjcosryc=1de donc sf est un automorphisme de E et s;}/G =Sp/G
(iii) F=Ker sy~ ide]
(iv) G= Ker(sF 16+ idE)

— Résultats analogues pour la symétrie sg /.

— On ales relations entre sg ) et g :

SF//G i SG//F = Og(E) SF//GOSG//F - _idE SG//FOSF//G = —ldE

14



Involution (ou symétrie)

Définition.
Une involution (ou symétrie) s de E est un endomorphisme de E vérifiant so s =idg.

z 92

« Remarque importante. Cette égalité s’écrit encore

s> =idgy ouencore s’—idg= O0¢@E ou (s—idp)o(s+idg) =0¢E) ou (s+idp)o(s—idg) =0¢ ()

Autrement dit, le polynome X2 — 1 est un polyndéme annulateur de I'involution s.

« Alire. Une involution s est un automorphisme et 'automorphisme réciproque est s lui-méme!

Proposition.
Soit s € Z(E) une involution.
Linvolution s fait naitre la décomposition en somme directe de E :

E = Ker(s—idg) ® Ker(s+idg)

« Précision. Un vecteur x de E possede une écriture unique sur cette somme directe, a savoir :

X+ s(x) x—s(x)
+
2 2

« Question.
Dans la proposition précédente, 'endomorphisme s fait naitre une décomposition E=F & G
avec F = Ker(s—idg) et G =Ker(s +idg).
Quelle est alors la symétrie d’axe F parallelement a G, notée sg g ?
Etla symétrie de E d’axe G parallelement a F?

« Exemple. Dans R?, 'application f: R? — R? est une involution.
(x,y) — (x=2y,-y)

« Exemple. Dans ./, (K), une involution est ...
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VIII. Formes linéaires et hyperplans

« Question fondamentale. Que peut-on dire de 'image d’'une forme linéaire? Et d'une forme linéaire
non nulle? Méme question avec son noyau.

Proposition.
Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur E.
Pour tout vecteur vy € E n'appartenant pas a Ker¢, on a

E = Kergp & Vect(vp)

« Précision. Un vecteur x de E posséde une écriture unique sur cette somme directe, a savoir :

@(x)
@ (vo)

X = iln'y a plus le choix + Vo

« Exemple. Avec E = /4,(K) ...

Définition.

Un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel de E admettant une droite vectorielle comme sup-
plémentaire.

« Reformulation. Soit H un sevde E.
H est un hyperplan lorsqu'’il existe vy # Og tel que H = Vect(vy).

Proposition.
— Le noyau d'une forme linéaire non nulle est un hyperplan.

— Un hyperplan est le noyau d’'une forme linéaire non nulle.
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Question. Soit A =

IX. Un premier lien entre application linéaire et matrice

Considérons fa: My ([K) — n,1(K) (ici p vaut 5 et n vaut 3).
X — AX

(c’est l'application linéaire canoniquement associée a la matrice A).

Décrire le noyau de f4.

Déterminer une famille génératrice de Im f.

Définition. Soit A € .4, ,(K).
— On définit le noyau de A comme étant le noyau de f}4.

Autrement dit
Ker A = {X € 4ty ()| AX = 0.45,,00}

— On définit 'image de A comme étant I'image de f4.
Autrement dit (WHY?)
ImA = Vect(Col; (4),...,Col,(A))

Proposition.

— En effectuant des opérations élémentaires sur les ............ d’'une matrice, on ne change
pas son noyau.

— En effectuant des opérations élémentaires sur les

............ d’'une matrice, on ne change
pas son image.
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Applications
linéaires

preuve et éléments de correction



Supposons que go f =0¢(E,6)-
Montrons que Im f < Ker g.

Soit y € Im f. Alors on peut trouver x € E tel que y = f(x).
Ona

g(f(x) défde y

= gof(x) defde o

= 0k (x) hypothese

= 0Og déf de 'app nulle

8()

On a montré que g(y) =0g.
Donc y e Kerg.

Supposons que Im f c Ker g.
Montrons que go f =0¢g,6)-

Soit x € E. Montrons que go f(x) = 0g.
Ona go f(x) = g(f(x)).

Or f(x) eIm f et par hypothese Im f < Ker g.
Donc f(x) e Kerg.

Donc g(f(x)) =0g.

D’ou go f(x) =0g.

OnamontréqueVxeE, go f(x) =0g.
Donc go f =0¢E,6)-

» Montrons 'inclusion Ker f < Ker(g o f)

Soit x € Ker f.
Montrons que x € Ker(go f).
Ona
gof(x) = g(f(x)) défdeo
= g0p) carxeKerf
= Og car f estlinéaire
Donc x € Ker(go f).

» Montrons I'inclusion Im(go f) cImg

Soit y e Im(go f).

Montrons que yeImg.

Par définition de y, on peut trouver x € E tel que y = go f(x).

Alors y = g(f(x)).
Enposantt= f(x),onate Fety=g(t),donc yelmg.

On veut montrer qu’'un vecteur x de E s’écrit de maniére unique comme la somme d’un vecteur y €
Ker(f —2idg) et d'un vecteur z € Ker(f —3idg).
Procédons par analyse-synthese (I'analyse prouve 'unicité et la synthése prouve ’existence).

On fixe x € E une fois pour toutes.

i) yeKer(f-2idg)
Analyse. Soit y,z € E tels que { ii) z e Ker(f —3idg)
i) x=y+z
Prenons I'égalité iii) et appliquons f.
Par linéarité de f, on obtient f(x) = f(y) + f(2).
Or d’aprési),ona f(y) =2y etdapresii),ona f(z) =3z.

[12c—AppLineaires.pdf, 9 décembre 2024, 11:52]




X = y + z
flx) = 2y + 3z
Avec ces deux informations, on va pouvoir tirer y et z en fonction de x et f.
En effectuant 3L; — Ly, on obtient y = 3x — f(x).
En effectuant L, — 2L, on obtient z = f(x) — 2x.

Ainsi, on a {

Synthése. On pose y =3x— f(x) et z = f(x) —2x.
i) yeKer(f—-2idg)
On vérifie que { ii) zeKer(f—-3idg)
i) x=y+z
Une facon agréable de vérifier i) et ii) est de constater que I'égalité f>—5f +6idg = 0.4 () s'écrit encore
(f —=2idg) o (f —3idg) = 0 ) ou encore (f —3idg) o (f —2idg) = 0% (p).

Ainsi, (f ~2idp)(y) = (f - 2idg)Bx— £(0)) = (- (f - 2idp) o (f ~3idp) | (¥) = 07 (x) = O
On vient de montrer que y € Ker(f —2idg).

La vérification du point ii) est similaire.

Le point iii) estimmédiat car y + z= (3x — f(x)) + (f(x) —2x) = x.

Pour alléger, posons Fy = Ker(f — Aidg) et F, = Ker(f — pidg).
Fixons x € E.
i) x) € Fy
Analyse. Soit xy, x;, € E tels que { ii) xu€Fy
i) x=x3+x,
Appliquons f aiii), on obtient :
f) = flxp)+ fx)

En utilisant i) et ii), cette derniére égalité s’écrit f(x) = Axy + ux,.
Résumons. On est en présence de deux égalités :

X = X +Xxy
{ f(x) Axp+ pxy
On cherche x) en fonction de x (et de f bien str!). Chassons x, en réalisant I'opération uL; — L :
px—f(x) = (u-ANxy
D’ou ) ) )
X = m(ux - ) = ﬁ(f(x) - px) = T Hide )
Pour trouver x, en fonction de x, chassons x, et réalisons AL; — L :
Ax—=f(x) = A-wxy

D’ou 1 1
Xy = ru(/lx— ) = U Mide

1 1
Synthese. Posons x; = m(ux—f(x)) etx, = m(/lx—f(x)).



i) x) € Fy
Vérifions que { i) xu€eF,

i) x=x)+xy,
Remarque : on n’a pas encore utilisé le fait que (X — A)(X — u) est un polyndme annulateur de f.
Dans la premiére preuve maladroite, on va utiliser que ce polynéme vaut X2 — (A + u) X + Ap.
Donc f? = (A + ) f — Auidg. En particulier f2(x) = (A + ) f(x) — Apx.
Dans la deuxiéme preuve plus jolie, on va utiliser que (f — Aidg) o (f — pidg) = 02 (p).-

» i) Montrons que x, € F).
Premiere preuve maladroite. Montrons que f(x)) = 1x;,.

fa = f——(ux-fw))

p=A
uf@ - f20)
—(pufxX)-A+pf(x)+ )L,ux)

-Af(x) +/lux)

Deuxiéme preuve beaucoup plus jolie. Montrons que (f — Aidg)(xy) = 0g
Commencgons par remarquer que x, s'écrit a 'aide de 'endomorphisme f — pidg :
Xy =

1 1
A(ux f(X)) = T'u(f_”idE)(x)

Appliquons I'’endomorphisme f — Aidg a x, ; on obtient :

1
(f —Aidg)(xy) = —(f Aidg) o (f — pidg) (x) = —MO_%(E)(X) = Og
» ii) Méme principe que i).
» iii) On a
1 1 1
x0tx, = m(,ux—f(x)) + m(&x—f(x)) = m(,ux—/lx) = X
S
=j(f(x)—/lx)

Pour la culture. Plus généralement, on peut montrer 1'énoncé suivant, appelé Lemme des noyaux :
Soit A #pekK. Soit P= (X -V (X —p) e K[X].
On suppose que P est un polynome annulateur de f c'est-a-dire (f — Aidg)o (f —pidp) =0
Alors
E = Ker(f - Aidg) @ Ker(f — pidg)
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