Primitives

exercices



De téte

) . o 1
Déterminer une primitive de ¢ 1
n

, sur 11, 4o0].

102 | Avec des fonctions rationnelles

Pour tout entier n, on note f,, : t — et F, la primitive de f, s’annulant en O.

1
oy
1. Déterminer Fy, F; et Fb.

2. Soit n € N*. Déterminer une relation entre F;, et F, 1.

3. En déduire F3.

103 | Calculs d’intégrales (1)
Calculer les intégrales :

41_ 2 € el n 1 2
I:/ Vi, J:/ © _dz K:/ﬂdx L:/ R
1Vt 1 14e® 1 o 1+2f

104 | Un calcul d’intégrale (2)

x
1
1. Soit & > 0. Calculer I'intégrale / ——dt.
1e t(1+ 1)
* 1
2. Retrouver ce résultat en dérivant f : x — / —dt.
1w L+ 1Y)

1105 Un calcul d’intégrale (3)

NEE-
t N
Calculer / mdt. A T’aide du changement de variable 2 = t2, en déduire que
1

3
VI e — 2\/3—%—2

1 z+1

{;l 6 ! Deux calculs
En intégrant par parties, calculer

2 1

In(1+¢

A:/ %dt et B:/ z(Arctan z)?dx
1 0

Sk N N N
T o — Qe (Q)al& + (U%fii = N 1ovpord xoveb apoV

Sn[é +
IPP

Une petite IPP seul

Considérons f: R — R
x — ze ”

b
1. Pour tout a,b € R, déterminer / f(&)de.

2. Donner une primitive de f.

3. Donner la primitive de f qui s’annule en 0.

Dérivons!

1
1. Vérifier que z +— In (gc + V2 + 1) est une primitive de x — Wipwr sur R.
+x

2. Déterminer une primitive sur R de = — /1 + 2.
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Une intégrale classique

1
Pour tout (p,q) € N, on pose I(p,q) = / 2P (1 — z)%dz.
0

1. Soit (p,q) € N* x N. Trouver une relation entre I(p,q) et I(p — 1,q + 1).
2. En déduire I(p, q) pour tout (p,q) € N2.

Wallis, 1% version

Soit (un)nen la suite définie par

/2
VneN, u, :/ cos™t dt
0

. Soit n € N. Exprimer u,2 en fonction de u,.
. Soit n € N. Exprimer us,, en fonction de n.

. Montrer que Vn € N, (n+ 1)upi1u, = 5.

W N

. Soit n € N. En déduire la valeur de ug,1 en fonction de n.

Wallis, 2é™e version

w/2
Pour tout n € N, on pose I,, = / sin™ t dt.
0

1. Calculer Iy et I.

2. Lorsque n > 2, donner une relation entre I,, et I,,_o.
En déduire la valeur de I,,1,,_1 pour tout n > 1.

3. Calculer Iy, pour tout p € N. En déduire Ip1.

Primitives a I’aide d’une IPP

En intégrant par parties, déterminer une primitive des fonctions suivantes :

f:x— Arctan(z) g: x> (Inx)? h:xw— sin(lnx)

113 | Une primitive de Arcsin
Déterminer une primitive sur |]—1, 1] de la fonction « — Arcsinz. Et sur [-1,1]?

114 | L’exponentielle comme limite d’une somme
Pour tout n € N et tout a € R, on pose

L(a) = / P etar
o n!

Fixons a € R une fois pour toutes.

1. Soit n € N.
Etablir une relation de récurrence entre I,,,1(a) et I,,(a).

2. En déduire que
no ok
AN~ O
VneN, I(a) = 1—e kg o
=0

3. On montrera dans le chapitre « Intégration » qu’il existe K, € R tel que
|a‘n+1

< Lt I
VneN, |I,(a)] < K“(n—i—l)!

nook
a
En déduire que nll)riloo ,;_O o existe et la déterminer.

Quelle belle égalité a-t-on démontrée dans cet exercice 7
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Changement de variable et fonctions trigonométriques

Avec du cosinus et du sinus
/2 /2
On pose I = / sin?zdz et J = / cos? z dx.
0 0

1. Calculer I + J.

2. A T'aide d’un changement de variable affine, montrer que I = J et en déduire leur valeur
commune.

w/2
3. Donner, sans faire de calcul de primitive, la valeur de K = / cos? x sin® z dx.
0

{_1_ 6| Exponentielle et sinus
s T
Soit I :/ e'sintdt et K :/ e 'sintdt
0 0
A . s . . e +1
1. A T'aide d’une double intégration par parties, montrer que I = 5

2. A l'aide d’un changement de variable affine, montrer que K = e~ "1.

!

11

Astucieux!

/8
Calculer I = /

—m/8 1+$2

4
Arctan (H—_x) Vsin 23 sin (\/ 1— 1‘2) dz.

118 | Pariteé...

1
Calculer I = / Va?+ztde.
1

119 Changement de variable (1)

1
1_
En posant le changement de variable x = cost, calculer / . L dz.
0 x
120 | Changement de variable (2) difficile
1. En utilisant le changement de variable 6 — tan (g), déterminer une primitive sur |-, 7|
1
de f:z+— —m-
efiw 24 cosx

2. Donner une primitive sur R de f On s’aidera de la primitive trouvée a la question précédente. On
déterminera son ensemble de définition, puis, on donnera une expression d’une primitive sur R utilisant la

fonction partie entiére.

121 | Changement de variable (3)

™
Calculer ———dxz. On utilisera une symétrie pour réduire le domaine d’intégration. Puis, on posera t =
0 +smnx

tan (é)

122 | Changement de variable (4)
Soit a > 0. En utilisant le changement de variable y = v/e! — 1 que 'on justifiera, calculer :

a et
= —_—d¢
/1 (3+et)vet —1
123 | L’exo de kholle!

Soit f : [a,b] — R continue telle que
voelob, fla+b—z)=f()

/abxf(x)dx = a;—b/abf(x)dx

Montrer que
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Faire ses gammes

PR
1124 | Primitives
Déterminer, sans aucun calcul d’intégrale, les primitives des fonctions suivantes.

flzacn—MEe*z“c2 fs:x—sin®x fis x> 1
fz.x’_)lnx fo: x> tan?(x) TZ\/‘f
: — 1 n(lnz
{E. fl():SL‘l—)il 1 f16:x»—>7
f _, _ sinz z(Inz) x
T — e“+x
3 1+cos?2z Fiica e 1 firix—es T
I = cos(lnx) tan2x Frs: s
CTey — :
4 T flo: @ — z + x(lnx)?
. 1+1’3
F; _, Sz in(22) f . 1
DT in B
> cosd x fiz:x— e oL 19 zv1+1Inx
1+ cos?(x)
fo:x—av1l—2a? 1 f20: T+ e " sin(27)
fr: @ cosxsin®x hawe cos2(z)v/tan z fo1: @+ shz sinz.
125! 1PP

En utilisant une intégration par parties, calculer les intégrales suivantes.

1 1 1
t Arctan(x)
L= t2et dt I :/ —dt I :/ —=d
' /0 ° T Vit ")y (1) !
e 2 1
Int
I, = t?Intdt 1. :/ ———dt 1, =/ Arcsin(z)? dz
’ ./1 ! ° 1 (1+1)? o (@)
V3

T 1
I3 = / tsin(3t) dt Is = / el dt Iy = / x? Arctan(z) dz
0 0 0

[

{il 6 | Changement de variables

A T’aide d’un changement de variable, calculer les intégrales suivantes.

T

1 1
t e 1
L= —dt Is = in(Int) dt Iz/ dz
' /0 Vit1 ¢ /1 sin{ln) U)o et

1 1
1
L= [ zeVoda I = / S S e .
0 s (@ + 1)z Iy — /

3 t 2
13 = / ﬁdt 18 = (1111')2 dz
2 (t _1) 1 T in ¢
Vo — bog? Iis = / L L,
14:/ ]_—LEQd.'E IQ:/ dx 0 3+C082t
-1

0 .’1,'6 + 1
In2 1 2
In(1+¢t) — In(t
Is = ver —1dx 110:/ $2V1_$2d$ 1142/ Wdt
0 -1 1
{il:Z:'?j Dérivation d’intégrales a bornes variables
Soit f : R — R une fonction continue.
Justifier que les fonctions suivantes sont de classe C' et exprimer leurs derivées.
¥, : R — R Us: R — R
(E2 x
2x
T: R — R Gi: Ry — R
xr us t
T — / x f(t)dt T — / COSE 2) dt
0 T
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Primitives

corrigés



101

Notons f la fonction de I’énoncé, & savoir t — ——

tInt
u'(t)
u(t)
Ainsi, une primitive de f est ¢t — In |u(t)].
Sur |1, +o00[, une primitive de f est donc t — In(Int).

Posons v : t — Int.

La fonction f s’écrit donc ¢ +—
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102

1. On a
1 1

t—=1 e — Tt —
fo fi F2it e

Une primitive de fy est ¢t — t. Donc la primitive de fy qui s’annule en 0 est Fy : ¢ — t.

Une primitive de f; est t — Arctant.
Donc la primitive de f; qui s’annule en 0 est F} : t — Arctant.

La fonction f; est continue sur R.

x
La primitive de fo qui s’annule en 0 est F5 : z +—> / f2(t)dt d’aprés le théoréme fondamental
0

de ’Analyse.
Fixons = € R et calculons cette intégrale. En remarquant que

1412 —¢2

PO = e

on a, par intégration par parties :
| r 2t
(z) o 1+ 1+1¢2 o (1+1¢2)2

t
2
Arctan(x)JrL_i_t2 ] /1+t2 ft

1
=3 Arctan(x) +

—dt

2(1 +w2)

2. Soit x € R. Par intégration par parties, on a :

T 1+t —1?
F, = ——dt
+1(CU) /0 (1—|—t2)n+1

f/I;dt+/zixidt
CJo (L2 o (L+#2)nt1 7 2n

1 R | 1
:n@+4——fx—'f/————x—&
A+ " 2n], Jo @+e) " 2n

2n—1 x
2n(1 4 x2)"

3. Soit x € R. En utilisant 'expression de F5 et la question précédente, on trouve :

x 3

Fy(z) = 2
3@) = i T3

+ g Arctan(z).
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103

e Ona: . .
1—+/t 1 4
r= [P = (e = ] =
1 Vit 1\t 1
e On a: ) )
Jz/ de = [ln|1+ez|} = ln( te )
1 14e* 1 1+e
——
du type %
e On a: .
¢ (1 " 1 1
K:/ o)™y, = 1(lnsc)"“] = —
1 T n+ L n
du type u'u™
e Ona

/

2

1 +m6dw

"1 3z? 1 3 7r
= /O g m dz = |:§ Arctan (.’L‘ ):| = —-
———

du type

’
2

u
1+u
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104

1. On peut remarquer que, pour tout ¢ € R* :

I a2 1
1+t (1t 14+ )
Posons u : t — t*. Il s’agit d’une fonction de classe C! sur R, a valeurs dans R et u/(t) = 4¢3

pour tout ¢t > 0. La fonctions+—>lf
s 1+s
/x dt _/”” u'(t) (1_ 1 )t
[ln(t4) —In(1+ t4)} ’
(= (=
1+t 1+ X
N W AR S
1+ zt A -

1
2. Notons G une primitive de g : t +— m sur U'intervalle I} .

On a pour tout x > 0, f(x) = G(x) — G(1/x) donc f est dérivable sur RY et :

étant continue sur R7, on a :

1/x

N N

—
=

1 1 1 1 3 1
Vo eR:f (z) = v

dirah) BRI L) w(itah)  Ttat 7

De plus, f(1) =0 donc Vz € RY f(z) = In(x).
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107

Considérons f: R — R
T — ze "

b
1. Pour tout a,b € R, déterminer / f()de.
a
On trouve, aprés une intégration par parties avec des fonctions de classe C! :

b b
/f(t)dt = [~etaen] = e+ et(ra)

a

2. Une primitive de f est z — / f)dt = —e (1 +x)
~1

Remarque intéressante.

Cela vaut le coup de vérifier au brouillon que la dérivée de z +— —e™*(1 4+ z) est © —> xe™”.

Allons-y, dérivons (un produit) :

—(—e ") x(14+2z) + (—e ) x1 = e "1+xz)—e® = xe®

3. La primitive de f qui s’annule en 0 est x / fA)dt=—-e""1+2z)+1
0
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1. Montrons que la fonction F': z — In (z + V&% 4 1) est définie sur R, puis dérivable sur R de
dérivée la fonction proposée.

— Soit x € R. Par stricte croissance de la fonction racine carrée :

lz| = Va2 < Va2 +1
et donc 0 < z + |z| < x + Va2 + 1. Ainsi, F(x) existe.

x+— x+ V2?2 + 1 est dérivable sur R a valeurs dans ]0, +oo|

— On sait que )
t +— Int est dérivable sur ]0, +o0]

Par composition, la fonction F': z +— In (gc + V2 + 1) est de classe C! sur R.

De plus,
z+Vaz2+1 1
VzeR, Fl(z) = Verltl
@) r+Va2+1 Vo241

Ainsi, F' est une primitive de la fonction proposée dans ’énoncé.

2. Soit x € R.
Considérons les fonctions w : t — t et v : ¢t — V2 + 1.

Elles sont évidemment de classe C! sur Ret ' :t+— 1let v/ :t — —=

V2L

Ainsi, une intégration par parties fournit :

x T x t2
V2 +1dt = [t t2+1] —/ L
/0 0 0o VtZ+1

Prenons l'intégrale de droite. Aprés un jeu d’écriture, on obtient :

/zﬂdt_/mmdt
o VE+T  Jo VEE+1

x x 1
= V t2—|—1dt—/ —dt
/0 0o ViZ+1

En utilisant les deux égalités précédentes, on a donc

x x x xT 1
t2 1dt = [t\/t2 1 — t2 1dt — —dt
[ v = v - ([ v [ )

D’ou . . )
2| Vezsidt = [t t2+1} n / &t
/0 0 0o VtZ+1

Bilan. Une primitive sur R de z — v/x2 + 1 est :

xH%(mx/xQ—i—l—i—ln(x—i— x2—|—1))
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109

_p)att
% et v : x> P sont de classe C! sur R et

wiwes (1—x)et v a— prP L.
Par intégration par parties, on a donc :

1. Les fonctions u: z — —

1 D !
Ly = | — aP(1 —z)?H! +7/ 2711 — )7 da.
v = |- ga-0) L [oa-a
1
La quantité —qJ%lgz:p(l—Jc)q‘Irl est nulle car p > 0 et ¢+ 1> 0. D’ou
0

D
I,,=——1,_ .
p,q g+1 p—1,q+1

2. Soit p € N. D’aprés la question précédente, on a, en itérant un nombre fini de fois la formule :

I _ p p—1 1
p.q g+1qg+2 q+p 0,p+q
I o
= &IO,erq
(p+4q)!

o [l faut savoir rédiger une récurrence sur p en notant Hyp : «Vq €N, Ip 4 = % Io,ptq »-

e On peut faire une autre preuve, en admettant pour linstant que I(p,q) # 0. On verra cela plus
tard dans le chapitre intégration.

D’apres la question précédente, on a en posant A = {(k,¢) € [1,p] XN |k+£=p+q} :

I k
V(k0)eA —mt - O
Iy 1,041 {41

Par produit pour (k,l) € A, on en déduit par télescopage :

Ivag  _ I _k

To.p+a ppea L1
P k
Le produit de droite vaut H ——————  c’est-a-dire
iy (PTa—k)+1
11
k
ﬁ k k=1 plg!
ooy (Pta—k)+1 pta (p+9)!
J
Jj=q+1
: _ 1
Par ailleurs, on a Io,p4q = 577 (WHY 7).

Bilan :
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u:t—sint
1. Soit n € N. Effectuons une intégration par parties avec qui sont C!
vt (cost)nHl

On obtient
/2
Upta = / cos™ Tt x cost dt
0

/2 m/2
= [Sint(cost)"ﬂ}o - / sint x (n+ 1)(=1)(sint)(cost)™ dt
0

/2
= 0+ (n+l)/ (sint)?(cost)™ dt
0 ~——

1—cos?t

w/2 /2
= (n+1) (/ cos"t dt — / cos™ 2t dt)
0 0

= (n+1)(un — unt2)

On en déduit que

n+1
Un+42 Tl+2 n
Autre solution.
On peut aussi écrire
/2 N )
Upto = /0 cost x cos“t dt

1—sin?t

En utilisant la linéarité de I'intégrale, on obtient
/2
Upts = Up — / cos™ t x sin®t dt
0

Dans l'intégrale de droite, la fonction intégrée est encore égale & sintcos™t X sint.

/2
Upts = Up — / sintcos™t x sint dt
0

. . L . w:it— cos™ 1 ¢
Effectuons une intégration par parties pour calculer I'intégrale de droite en posant n+
v:t>sint
On a
m/2 1 ™/2 /2 1
/ sintcos"t x sint dt = cos™ 1 ¢ x sint — / cos" Tt x cost dt
g ="~ n+1 o n+1
u/(t) v(t) 0
1 /2 o
= cos" "t dt
n+1 J,
1
= U
n + 1 n+2
Résumons. On a 1’égalité
1
Un+2 = Up — n+ 1un+2
D’ou
(1 + L)u = u
n + 1 n+2 — n
2. Soit n € N.
D’aprés la question précédente, on a
k-1
Vk e [[1,77,]], Uk — ok U2k —2
Or Vi, u; # 0 (wHY ? Il faut attendre le chapitre Intégration pour la justification). D’ou
Uk 2k —1
Vke[l,n], =
[1.7] Uk—2 2k
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Par produit pour k € [1,n] on a par télescopie :

U2, - L 2k —1
= 1=
k=1

n . 2n)!
Le membre gauche vaut u% Le membre droit vaut (2(717:3)2
5 .
BILAN : )
@2n)! 7 o encore ()
n = ———— U encor Uy = —
12 (2mn!)2 2 2 A 2

. D’aprés la question 1, on a
VneN, (n+42)upr2=n+1u,
D’ot, en multipliant par ;41 :
VneN (n+2uprotntr = (n+ Duptngr

™
La suite ((n + 1)unun+1) est donc constante. Son premier terme vaut (04 1)ugu; = 5

BILAN -
VneN, (n+ Duppiu, = =

2
. Soit n € N.
D’aprés la question précédente, on a (2n + 1)ugpuo,+1 = g
En remplagant us,, par I’expression précédente, on trouve
(2mn!)?
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1. Ona:

/2 /2
10:/ dex = g et 11:/ sinzdx = [—cossc]g/2 = 1.
0 0

2. Soit n > 2.

Les fonctions u : © + —cosz et v : x + sin” " 2 sont de classe C! sur [0, Zlet:

u iz sin(z) et v :x e (n—1)cos(z) sin™ % (z).

Ainsi :

/2
I, = / sinz x sin" " (z) dz
* v ’
u’ (x v(z)

w/2

= { — cos(x) sin”fl(a:)]o +(n—-1) /07?/2 cos?(z) sin" 2 (z)dx

Puisque n > 2, on a — cos(0) sin” ' (0) = 0 et cos(Z)sin" ' (%) = 0.

Par conséquent :
/2
I, =(n- 1)/ cos?(z) sin" 2 (z)dx
0

w/2
=(n— — sin?(z)) sin” " 2(2)dz
=(n=1) [ (1= sin(@)) sin" (@)
= (n - 1)(17%2 - In)

Ainsi, nl,, = (n — 1)1, —o.
En multipliant par I,,_1, on a :

’)’LIn In—l = (n — 1) In—l In_g.

On en déduit que la suite (nf,,I,,—1), oy~ €st constante.
OI‘1><11XIOZg,d’OI\1

VneN*, nl,l,: :g.

3. Soit p€ N. On a
(2p-1)(2p—3)---1

b = a2

I.

Par ailleurs,
2p)(2p—2)---2 = 2Pp(p—1)---1 = 27l

Pour le produit des impairs, il est classique de multiplier et diviser par le produit des pairs,
pour obtenir :

_ (2p) x(2p—-1)x(2p—2)x (2p—3)x---x2x1 _ (2p)!

(2p—-1)(2p—3)---1 (2p) X (2p — 2) x -~ x 2 ~ 2epl

2p)! m
2% (pl)? 2

Avec la relation (2p + 1)1z, 4112, = 5, on obtient :

Ainsi Iy, =

I B 1 T 227 (p!)?
T Op+ 1)Ly 2 (2p+1)!
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112

Les fonctions proposées sont continues sur leur ensemble de définition.
On utilise dans chacun des cas le théoréme fondamental de I’Analyse.

x
e Une primitive de f : x — Arctan(z) est donnée par x +— / Arctant dt.
0

x
Fixons = € R et calculons / Arctant dt en effectuant une intégration par parties.
0

it 1t
On pose qui sont de classe C! sur R.
v:t— Arctant

On a

xT T xr 1
/ Arctantdt = [t x Arctan t] - / t x ——=dt
0 0 0 1 +‘t2

1 x
= zArctanz — [iln(1+t2)}
0

1
= xArctanz — iln(l—f—xQ)

BILAN : Une primitive de f : z — Arctana est F : x + z Arctanz — 3 In(1 4 22).

Je vous invite & dériver la fonction donnée pour voir si I’on retombe bien sur I’arctangente !

x
e Une primitive de g : x +— (Inx)? est donnée par x — / (Int)? dt.
1

x
Fixons x € |0, 4+00[ et calculons / (Int)? dt en effectuant une intégration par parties.
1

b=t
On pose b , quisont de classe Ct sur ]0, +o0f.
v:t— (Int)

On a N . )
x
/(lnt)zdt = [tx(lnt)z} — / tx2-Intdt
1 1 1 t

x
= ... fQ{tlntft]
1

= z(lnz)? —2(90111:5—3:) -2

BILAN : Une primitive de g : x +— (Inx)? est G : 2 — z(Inx)? — 2<x Inz — x) —2.

Je vous invite & dériver la fonction donnée pour voir si 'on retombe bien sur le logarithme au carré
x
e Une primitive de h : z — sin(lnx) est donnée par x / sin(ln t) dt.
N 1
Fixons z € )0, 4o00[ et calculons / sin(ln¢) d¢ en effectuant une intégration par parties.
1

b=t
On pose “ . qui sont de classe C! sur ]0, +o0].
vt sin(Int)

On a . ” )
/ sin(lnt)dt = [t x sin(ln t)} - / t x —cos(Int) dt
1 1 1 t

= ... - / cos(Int) d¢
1

Effectuons & nouveau une intégration par parties sur I'intégrale de droite. On a

/ cos(Int) dt [t x cos(In t)] - / t x — sin(Int) dt
1 1 1 t

+ / sin(Int) dt
1

On a donc

x

/w sin(lnt)dt = [t X sin(lnt)rlc - [t x cos(In t)] L /x sin(In t) d¢
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[t( sin(Int) — cos(In t))} j

[N

T
/ sin(lnt)dt =
1

1
BILAN : Une primitive de h : z + sin(lnz) est H : z — ix(sin(ln z) — cos(Inx)).

Je vous invite & dériver la fonction donnée pour voir si I’on retombe bien sur le sinus du log.
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D’aprés le théoréme fondamental de I’Analyse, une primitive est

xT
:cr—>/ Arcsin tdt
0

x

Soit x € |—1, 1. Calculons Arcsin ¢ dt.

0
Procédons par intégration par parties en posant w: ¢t +— ¢t et v : ¢+ Arcsint.
Ces fonction sont de classe Ct sur |—1,1].
D’ou :
x xr t
Arcsintdt = [t Arcsint]] — / —dt
/ tAvesinly — [ o

® t
= zArcsinz — —dt
A V1—1t2
= gz Arcsinx + {\/ 1— tQ}
0

= zArcsinz++vV1-—22—-1.

Bilan. Une primitive sur |—1, 1] de la fonction x — Arcsinz est donc :

F:x v+~ xArcsinz + 1 — 22.

Primitive sur [-1,1].
On pose & : [—1,1]

— R
xr — X

Arcsinz + 1 — 22
Cette fonction est

— continue sur [—1,1]

— dérivable sur |—1,1[ et &' : x +— Arcsinzx

Y inl== / in(—1) = —=
P’ (x) - Arcsinl = 7 et ®'(x) — Arcsin(—1) 5

D’aprés le théoréme de la limite de la dérivée, on en déduit que ® est dérivable en —1 et 1 et 'on a

o [-1,1] — R
xArcsinz + V1 —22 size]-1,1]

xr —> siz=1

[SE]

vl

siz=-1

D’ou @' = Arcsin.
BILAN : ® est dérivable sur [—1,1] et &' = Arcsin.

Remarque. La technique de calcul utilisée (qui nécessite une fonction de classe C') ne nous a
permis d’en faire le calcul que sur |—1,1].
Or d’aprés le théoréme fondamental de I’analyse, la fonction Arcsin étant continue sur [—1, 1], elle
admet une primitive sur [—1, 1].
Si 'on note ® la primitive de Arcsin sur [—1,1] (intervalle fermé) valant 1 en 0.
Cette primitive coincide sur |—1, 1] (intervalle ouvert) avec la primitive trouvée précédemment (qui
vaut bien 1 en 0) :

Veel]-1,1[, @(z) = F(x).

La fonction @ est dérivable sur [—1,1] (en tant que primitive sur [—1, 1] d’une fonction, a savoir
Arcsin), donc est a fortiori continue sur [—1,1].

Par ailleurs, la fonction F, a priori définie sur |—1, 1], est prolongeable par continuité sur [—1, 1],
et le prolongement est IT:: z — x Arcsinz + V1 — x2.

On en déduit que ® et F' coincident sur [—1,1] (intervalle fermé).

Autrement dit :

Ve e[-1,1], ®(x)=xzArcsinz+ /1 — 22
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u:t —et
1. On pose ; Akan qui sont de classe C! sur R.
vit —————
(n+1)!

Avec une intégration par parties, on a :

a tn+1 . ‘ tn+1
——e 'dt = —e ') X ——
/0 (n+1)! ( ) (n+1)! .

-1 —a,n
In+1(a) = ]ﬁ(a) + Z;;qjijie a +1

D’ou

. Nous n’allons pas faire de récurrence (on pourrait).

Fixons donc n € N. D’aprés la question précédente, on a

-1,
Vk e ﬂO,n/—-lﬂ, Ik+1(@) —-]k(a) = ZZ;;jiSTe ak+1
Par somme et télescopie, on obtient
n—1 1
I,(a) — Ip(a) = e gk t!
|
= (k+1)
D’ou
—a — -1 —a
I(a)—(1—e7%) = Z?e a’
j=1
D’ou
_ Can=dF
I,(a) = 1—e % —e ZE
k=1
no ok
LN
I(a) = 1—e*)_ o
k=0
. ® On montrera dans le chapitre « Intégration » qu’il existe K, € R tel que
VneN, | g,
E Pl n < a
" (@) (n+1)!

n+1
Comme |a|™ = o(n!), on en déduit que KaL —emy
(n + 1)! n—+o00

D’aprés le théoréme des Gendarmes, on en déduit que I,,(a) —+> 0.
n—-—+0oQo

e En multipliant par e* 1’égalité obtenue a la question 2, on a

no ok

a
E — = e —eI,(a)
— k!

aF

n
Par opération sur les limites, on en déduit que la limite de Z o existe et vaut e®.
k=0

e Dans cet exercice, on a démontré la belle égalité :

n—-+oo

nook
a
a1
VaeR, e = lim g o
k=0
ce qui s’écrira plus tard dans le chapitre « Séries »

VaeR, e = Za—
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1. Par linéarité :

w/2 /2 -
I+J = / (coszx+sin2w)dm = / dr = —
0 0

2. En posant le changement de variable affine x = 7 —t qui fait intervenir la fonction ¢ — 3 —

qui est de classe C!, on obtient :

m/2
I = / sin? z dz
0

0
sin? (Z - t) (—=1)dt
/2 2
w/2
sin? (z - t) dt
2
w/2

= cos? tdt

1
o—

I
~ S

Par conséquent, I = J = %

1 7\'/2
3. Ona K = Z/ sin?(2x)dz (WHY ?).
0

Le changement de variable affine (ici linéaire!) x = %, codé par la fonction t +—> % qui est de

classe C!, donne :
K= 1 / sin? ¢ dt
8 Jo

Puis

1( 2 i 1
K = (/2sin2tdt+/ sithdt> = -(I+J)
8\ Jo x 8

2

En effet, I'intégrale de droite vaut aprés changement de variable :

2

Bilan :

e g %
/ sin®tdt = / sin(s + g)ds = / cos’sds = J
z 0 0

[13exo—Primitives.pdf, 20 décembre 2024, 11:11]




117

Soit f : x — Arctan (%) Vsina? sin (V1 — z2).
Cette fonction est correctement définie et continue sur [—1,1] et donc sur [—7/8,7/8].
Elle est de plus impaire.

Le changement de variable x = —t fournit :
/8 —7/8 —7/8 /8
'= / fle)de = / F=0(=1)dt = / f(dt = —/ f(dt = 1.
—7/8 /8 /8 —7/8
Ainsi, I = 0.
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La fonction a intégrer est paire et continue sur [—1, 1], donc (WHY, ce n’est pas évident) :

1 1
I:/ |z| V14 22de = 2/ xV 1+ 22dz
—1 0

Or
1 1
/ 201+ 22dx = [;(1—1—:52)3/2}
0 0

On en déduit que I = 4‘[% .
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La fonction cosinus étant de classe C' sur R, le changement de variable = cost donne :
1 0
1-— 1—cost
/ 1/ xdx:/ Uﬂ(fsint)dt.
0 1+ z 1+ cost

Vte [O,g], 1 — cost = 2sin?

Par ailleurs,

t t
- t 1 t =2cos® =
5 e -+ cos coSs 5

et donc

/11— t t t t t t
Tzzztsint = ‘tani‘ sint =" (tan§>2sin§cosi = 2sin2§ = 1—cost

Par conséquent :
L z B T
/ de = / (1—cost)dt = [t—sint} = ——1.
o V14w 0 0 2

Autre solution. Au lieu de manipuler les formules de trigo dans tous les sens, Luigi me dit que
'on peut remplacer sint par v'1 —cos?t (car t € [0, 5]) aprés le premier changement de variable.
Et du coup, on tombe tout de suite sur la derniére intégrale.

Autre solution.

On peut aussi écrire :

/1 /1_xd$ — 11—7xdx
o V1t 0o V1—2a2
1
1 T
= — dx
/o(\/l—a:2 \/1—x2>

= [Arcsin(m) +v1-— x2](1)

T
2
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1. Une primitive de f est donnée par

”” 1
T —dt
o 24 cost

o . 1-tan()
En utilisant le fait que cost = L(f)
2

Soit x € |-, 7[. On a :
T * 1+ tan (4)°
[ [l
0 2+cost 0 3+ tan (%)

En considérant le changement de variable ¢ +— tan (%)2 qui est de classe C!, la derniére

intégrale vaut :
/tan(g) ) 4 2 |:A ( ¢ >:|tan(’2”)
——du = — |Arctan | —= .
o 3t V3 V3l

Bilan. Une primitive de f sur |—m, 7| est la fonction :

F:z— % Arctan (\}g tan (g)) .

2. La fonction f étant continue sur R, elle admet des primitives.
Notons G l'unique primitive de f sur R qui s’annule en O.
Posons également F' la fonction

2 1 T
F:x v+~ — Arctan | — tan ()) ui est définie sur —m + 2km, m + 2k7
e rean (e (3)) U |

Les fonctions F' et G ont des dérivées qui coincident sur les I, donc il existe une constante ¢
telle que G = F + ¢, sur Ij.

Déterminons la constante ci. Notons aj et by les bornes inférieure et supérieure de Ij.
Comme G(0) = 0 (définition de G) et F(0) = 0 (calcul), on en déduit ¢y = 0.

Soit k € Z. Par opérations sur les limites, on a :

11@F:71 et limF = —

ay \/g by %
L’égalité G = F + ¢, sur I fournit

G(ay) = *%Jrck et  G(by) = %

Comme G est définie sur R et que by = ag41, on a G(bg) = G(agy1).

+ ¢k

Ainsi,

™
top = ——=

™

—= +c

\/g Vﬁ; k+1
27

D’ou ¢xy1 = ¢k + —. Or ¢p = 0. On en déduit (récurrence sur N, puis extension a Z) que

V3

2
VkeZ, c.=—k
V3

En résumé :
Flx)+ %2k size J Iy
G:x —> Ve keZ

=+ %k si x s’écrit m + 2k7w

S
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Cherchons une expression sans disjonction de cas et sans utiliser l'indice k de Uintervalle Iy,.
Pour cela, cherchons qui est k par rapport a x.
On a les équivalences :

xel, < 2tk<z+rn<2rk+1) <= k<m+ﬂ<k+1
Ainsi, lorsque = € Iy, alors k = V; + WJ.
™
Bilan : 9 n
T|T+T
G o B+ 2| 2T
x (gc)—i—\/g 5

Remarque. Si vous demandez & votre logiciel préféré (moi, c’est GeoGebra) de tracer cette
fonction, vous devez trouver une fonction continue, qui coincide avec F' sur |—m, 7[.

[136xo—Primitives.pdf, 20 décembre 2024, 11:11]




Posons f : 7+ —+—. On a f(7 — 2) = f(x) pour tout = € [0, 7).

1+sinz*®
Par linéarité de 'intégrale, puis changement de variable affine t — 7 —¢ qui est de classe C!, on a :

™ /2 T

[ raae = [T st [ faps

0 0 w/2

/2 0

/0 f(x)x—i—/ﬂ/zf(w—t)(—l)dt
/2 1 q

= 2 —_—
/0 1+sinz

Orona: ) 1 1
x
= = 1+7%) ouT =tan(=
1+sinz 9T Aot tT) ot an ()
14
1472
D’ou /2 12
T 1 4 1
o T T ()
Yo
Avec le changement de variable z — tan (%) qui est de classe C', I'intégrale précédente vaut / mdt,
0

1
B NI —1 _
c’est-a-dire [m} 0=

1
5.
4 1
Par conséquent, on a / —dx =1
o l+sinz
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Effectuons le changement de variable y = ve! — 1

Plus précisément, la fonction ¢ : ¢ +— v/et — 1 est C! sur ]0,+oo[ et on a ¢’ : t —

Ainsi
a 1 et Ver—1

L:/ —t—dt = 21 (21 1)
1 3+e el —1 Joo1i 3+ (wr+1)

La derniére égalité utilise le fait qu’une primitive
dériver pour justifier cela).
D’ou

L = Arctan

()

qui est C!.

m 1 1 Y e?—1
2dy = 2 ———dy = 2[— Arctan (—)]
V=1 Y + 2 2

1
dey — pim

— Arctan (

et

2/et =1

2

e—1

est y — 1 Arctan(¥) (il suffit de

)
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En utilisant le changement de variable ¢ : ¢t — a + b —t qui est de classe C', on a

b a
/ zf(z)dz = / (a+b—t)fla+b—1t)(—1)dt
a b

On utilise ensuite le signe —1 pour permuter les bornes de 'intégrale, et on utilise aussi I'égalité
de I’énoncé :
b b
/ xf(z)dr = / (a+b—1t)fla+b—t)dt
a a \—v—/
")

En développant le membre droit, on trouve

/abxf(a?)da? = (a—i—b)/abf(t)dt — /abtf(t)dt

On obtient donc . X
2/ zf(z)dzr = (a+b)/ fe)de

D’ou le résultat.
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