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Dans ce chapitre, on utilisera la lettre K pour désigner I'’ensemble des nombres réels ou I'’ensemble des
nombres complexes. Ainsi K =R ou K = C. Un élément de K sera appelé « un scalaire ».

I. Généralités

La notion de polynéme vous est déja familiere via les fonctions polynomiales x — ayp + a; x +--- + a, x"
définie sur R. La plupart des propriétés de ces fonctions polynomiales sont « formelles », c’est-a-dire ne
dépendent que des coefficients.

D’ou I'idée d’introduire une nouvelle notion, celle de « polynéme (formel) », en se basant uniquement
sur la suite des coefficients, qui est une suite nulle a partir d'un certain rang : on dit que la suite est
presque nulle.

Construction formelle (HP, MAIS...)
On rappelle que 'ensemble KN des suites a coefficients dans K, muni des lois + et - définies par :

U+ v = (Up+tVp)nen A-u = (Aup) nen

est un K-espace vectoriel.

Proposition. Lensemble des suites presque nulles, noté ici KN, est un sous-espace vectoriel de KV,

Preuve.
— La suite nulle est évidemment une suite presque nulle.
— Soit A = (ap)ken €t B = (bg) ren deux suites de KN, Soit A pek.
Comme A et B sont deux suites presque nulles, il existe p et g tels que Vk>p, ar=0 et Vk>gq, bpy=0
La suite 1- A+ pu- B est la suite de terme général Aay + uby. Donc pour tout k > max(p, q), ce terme est nul.
Donc A A+ p- B est une suite presque nulle.

Définition (loi x pour 'ensemble KN des suites presque nulles).
Considérons A = (ay) ken €t B = (by) xen deux suites presque nulles.
On définit A x B, noté encore AB, comme étant la suite (ci)xen de terme général

Ci = Z aibj

(i,))eN?
i+j=k

Cette suite AB = (ci) ren €St une suite presque nulle.

« Preuve. Comme A et B sont deux suites presque nulles, il existe p et g tels que
Vk>p, ar=0 et Vk>gq, bp=0

Montrons que pour tout k> p+ ¢, ona ci = 0.
Considérons un couple (i, j) tel que i + j = k. On a nécessairement i > p ou j > g (sans quoi on aurait i + j < p+ g < k).
Ainsi, tous les termes de la somme ¢ = Z a;bj sont nuls, donc ¢ =0.
« Propriétés. Le produit ainsi défini sur KN est
— associatif, autrement dit (AB)C = A(BC)
— commutatif, autrement dit AB = BA
— distributif sur la loi +, autrement dit A(B+ C) = AB+ AC
— compatible avec laloi -, autrement dit A - (AB) = (1- A)B = A(A- B)

— muni d’'un élément neutre, a savoir la suite U définie par (1,0,0,...), cC’est-a-dire la suite de terme
général (6,0 ken. Autrement dit, ona AU = UA = A.
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« Puissance d’une suite presque nulle.
Ca iR e . . . A’=U
Soit A € KN. On définit par récurrence les puissances successives de A en posant : e
VneN, A" = AA"

« Remarque. On peut reformuler la loi - avec laloi x :
Viek, A-U = (A4,0,...,00xU
En effet, (1,0,0,...,)xU = A-U)yxU = A-(UxU) = A-U

Autrement dit, étant donné un scalaire A € K, on peut sans ambiguité le « plonger » dans KN, c’est-a-
dire le voir comme la suite presque nulle (4,0,0,...). Cette derniere phrase signifique que 'application

K — KN estlinéaire injective.
A — AU

Lapparition de la suite X = (0,1,0,0,...)

« Action de décalage!
Soit A € KN, Que vaut XA? ouX=(0,1,0,0,...) estla suite de terme général (6k,1) keN-

Réponse. C’est la suite de terme général c; ou

k .
0 sik=0
Ck = Zéi’lak_i - { a sinon
i=0 k-1

Ainsi, XA = (0, ay, a, ay,...).
« Puissance de X.
Que vaut X°?
Que vaut X??
Réponse. En écrivant X? = X x X et en prenant A = X dans le point précédent, on obtient
X%=(0,0,1,0,0,...).
Par récurrence, on montre que : VpeN, XP=(,...,0, ’1?, 0,...)

. Lienentre KN etles X*. Une suite presque nulle est une combinaison linéaire de puissances de X.

Preuve. Soit A € KN. Alors il existe n € N tel que A = (ag, a1,...,ay,0,0,...).
On ne dit rien sur la nullité des ay : ils peuvent étre nuls ou pas.
Par définition des lois + et - , on a alors :

A = a-(1,00,...)
+
a - (0,1,0,...)
+
a - (0,0,1,...)
+
+

a, - 0,...,0,1,0...)
En utilisant la suite X, cela se réécrit :
A=ay- X +a- X' +ap- X* + - + a, - X"

De plus, on a vu que X = U et que A- U peut s'identifier a 1.
Ainsi, ag- X° s'identifie 4 ay et on peut donc omettre le X° dans I'écriture.
On peut aussi omettre le - partout pour alléger :

A= ay+a X+aX?+-+a, X"

Et voila un polynome formel d’indéterminée X.
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Définition informelle

Définition.

n
— Un polynome P a coefficients dans KK est une expression de la forme ) a;X k. cest-a-dire
k=0

P=a,X"+a, 1 X" '+ +a; X+ apX°

ou ayp, a,...,a,€KetneN.
— Les scalaires ay, ..., a, sont appelés les coefficients du polynéme.

Le scalaire ay s'appelle le coefficient en X* de P. En PCSI 3, il sera parfois noté coeffy« (P)
— Lensemble de ces polynomes est noté K[X] (onlit«K crochet X»).

La «lettre » X s’appelle |'indéterminée.

« Reformulation. Par définition, se donner un polyndéme revient a se donner la suite (nulle a partir d'un
certain rang) de ses coefficients.

« Exemple.
Le polynéme 7X? + 1 peut s’écrire 7X? +0X +10ou0X3 +7X?+0X +1 ou 0X* +0X3 +7X? +0X + 1.
Ce polyndme est codé par la suite presque nulle (1,0,7,0,0,...).

« Coefficient constant. Le coefficient constant de P est ay.

Le polynéme nul. Il y a un polyndéme tres particulier, c’est le polynéme nul, celui dont tous les coeffi-
cients sont nuls! Il est noté O ;.

« Polynéme constant. On peut considérer un scalaire a € K comme le polynéme aX° (que I'on notera
simplement a). Un tel polyndme est appelé un polynéme constant.

« Notation.
Un polyndme se notera P ou bien P(X) (cela dépendra des jours de la semaine).
Mais attention, en analyse, une fonction s’appelle toujours f (jamais f(x)).

« Inclusion. Comme R c C, un polynoéme a coefficients réels peut étre vu comme un polyndéme a coeffi-
cients complexes. On a donc R[X] c C[X].

Par construction de K[X],on a:

Faits.

— Identification des coefficients.
Deux polynomes sont égaux si et seulement s’ils ont les mémes coefficients.

— Le polynéme nul. Le polyndme nul est le polynd6me dont tous ses coefficients sont nuls !
Autrement dit :

anX”+an_1X”_1+---+a1X+a0 = OK[X] — Vke[[O,n]], ap=0

4



Définition (opérations algébriques).

p q
Soit P, Q € K[X] deux polyndmes que I'on écrit P = Z aka et Q= Z kak
k=0 k=0
. a,=0 pourk>p
Il est pratique de poser { by=0 pourk>gq

p
« La multiplication de P par A € K, notée A- P, estle polynome ) AaiX k
k=0

C’est le polynome dont le coefficient en X* est :

coeffy«(A-P) = Acoeffyi(P)

o En prenant n supérieur a p et g (par exemple, en prenant n = max(p, q)), les deux polyné6mes
s’écrivent :

n n
P=Y ax* et Q=) bX*
k=0 k=0

n
La somme P + Q est le polynome Z (ay + bk)Xk.
k=0

C’est le polyndme dont le coefficient en X* est :

coeffyx (P + Q) = coeffyx(P) + coeffyr(Q)

b+q k k
e Le produit P x Q est le polyndme Z cka oucy = Z aiby_; = Z ag-jb; = Z aib;
k=0 i=0 j=0 i+j=k

C’est le polyndome dont le coefficient en X* est :

coeffy (PQ) = ) coeffyi(P)coeffy; (Q)

i+j=k

« Structure. Muni des lois + et -, 'ensemble K[X] est un K-espace vectoriel.

« Liberté. Pour tout n € N, la famille (X°, X!,..., X") est une famille libre.

« Produit de mondémes. La loi x est faite pour que X? x X9 = XP*4, La vie est belle, n’est-ce pas?!
« Regles de calcul.

— Laddition des polynémes est commutative et associative :
VPQeK[X], P+Q=Q+P et VPQReK[X], (P+Q+R=P+(Q+R
— La multiplication des polynémes est commutative et associative :
VPQeK[X], PQ=QP et VPQReK[X], (PQR = P(QR)
— La multiplication est distributive sur I’addition :
VPQ,ReK[X], P(Q+R) = PQ+PR

« Newton et Bernoulli.
Ces propriétés impliquent que 1'on peut calculer avec des polyndmes comme usuellement. On a

m m—1
k=0 k=0
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« Un polynome particulier.
. A n-: . N ’ n & n k
Soit n € N. Le polyndme (X + 1)” intervient tres souvent en maths. C'est (X +1)" = Z ( k)X :
k=0

-1 -1
(X+D" = X"+ nX" 14 %x”‘z n (:)X”_?’ - (Z))ﬁ' n %XZ X+l

Pour tout k € [0, n], le coefficient en X* du polynome (X +1)" est (});
c’est méme valable pour tout k € N (WHY?).

@ Quizz. Soit n € N*. Donner rapidement le coefficient en X" des polyndmes suivants (méme question
avec le coefficient en X°, qui s’appelle le coefficient constant; puis avec X* ot1 k € N) :

Pi=X+D"+X-1", P=X+D"-(X-1D",
P3=X+D"+01-XxX)" Pi=X+D)"-01-XxX)".

Loi de composition

n
Définition. Soit P, Q € [K[X] deux polynémes. On écrit P = Z ap Xk,
k=0

n
Le polyndome composé P o Q est défini par PoQ = ) arQF.
k=0

« Composition avec le polyndme Q = —X.
Soit P un polyndéme. On croisera souvent I'objet P(—X).
C’est un polyndéme! Plus précisément, c’est le polynome composé Po Q avec Q = —X.
Etl'on a, sans surprise :

n n
siP=) apX¥alors P(-X)= Y (-D*ar x*.
k=0 k=0

« Composition avec le polynéme Q = X.
On a évidemment Po X = P.
Onaaussi XoP =P.

« Attention. En général, PoQ # Qo P.
Prenons P=aX+betQ=X?0Ona
PoQ=P(X*)=aX*+b et QoP=Q(aX+b)=(aX+b)?=a’X*+2abX + b*
Il est alors facile de construire un contre-exemple, par exemple prendre ............
« Attention. En général, Po (Q+R) # PoQ+ PoR.
Prenons P = X2. On a alors
Po(Q+R)=(Q+R?> et PoQ+PoR=Q*+R?
Il est alors facile de construire un contre-exemple, par exemple prendre ............
« Propriétés. La composition est associative :
VPQ,ReK[X], (PoQ)oR = Po(QoR)
La composition est distributive a droite sur I’addition et la multiplication :
VPQ,ReEK[X], (P+Q)oR = PoR + QoR
VP Q,ReK[X], (PxQ)oR = (PoR) x (QoR)

Question. A votre avis, que représente (PQ)(X?)?
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Aparté sur la parité

On définit 'ensemble des polynémes pairs comme étant :
2 ={PeKIX] | P(-X) = P(X)}
et ’ensemble des polynomes impairs :

y:{PeK[X] | P(=X) :—P(X)}

' Proposition.

Tout polyndme s’écrit de maniere unique comme la somme d'un polynéme pair et d'un polynéme
impair.

@ Proposition (caractérisation de la parité).

n
— Soit P e K[X] que 'on écrit sous la forme Z ap Xk,
k=0
On al’équivalence
P pair <= Vkimpair, a;x=0

— Résultat analogue pour P impair.
— On ales égalités :

P = {PEK[X] | 3Q e KI[X], P:Q(Xz)}

et
= {PEK[X] | 3Q e K[X], P:XQ(XZ)}

Question. Les polyndmes de Tchebychev.
On consideére la suite (7}) ,en de polynomes de R[X] définie par

To=1
T =X
VneN, Tpp=2XTyi1— Ty

Calculer T> et T3.
Emettre une conjecture sur la parité de T),. La prouver.
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II. Degré d’'un polynome et K [ X]

Définition.

n
* Soit P € K[X] un polyndme non nul que I'on écrit ) | aipXx*.
k=0

— Lentier suivant est bien défini
d = max{ke [0,n] | ak;éO}

C’est le degré de P, noté deg P.

— Le coefficient a, est appelé le coefficient dominant de P;
le monoéme ay X% est le monéme dominant de P.

— On dit que P est unitaire lorsque son coefficient dominant vaut 1.

« Par convention, le degré du polynéme nul est —oco (le polyn6me nul n’a ni monéme dominant, ni
coefficient dominant).

. - si P est le polyndme nul
« Aretenir. Le degré de P vaut . . poiyn
un entier N sinon

« Pour calculer avec des degrés (a utiliser avec modération).
Rappelons les conventions usuelles de calcul dans N U {—oo} :

(—00) + (—00) = —0c0 et VneN, n+(—oo) = —oo et VneN, —co< n

Proposition (opérations algébriques et degré). Soit Qe K[X] et A, u e K.

Multiplication par un scalaire. Ona deg(1-P) = { (_liip : 1 ig
Somme.
— Ona deg(P+Q) < max(degP, degQ).
— De plus, degP #degQ — deg(P+ Q)=max(degP, degQ).
La réciproque est fausse.
Combinaison linéaire. Ona deg(AP + uQ) < max(degP, degQ).
Produit. Ona deg(PQ) = degP +degQ.

Composition. Si Q est non constant (degQ > 1), onadeg(PoQ) = degP x degQ.

« Des exemples et contre-exemples.

— Les polynémes P=-X*+ X3+ X et Q = X* — X3+ 1 ont pour somme P+ Q = X + 1.

Ona:
deg(P+ Q) =1 < max(degP, degQ) =4

— Prenons P=X3+1et Q= X*-X®+1.Le polynéme P+ Q = X* +2 est de degré 4.
Comme deg P # degQ, on vérifie bien la formule :

deg(P+ Q) = 4 = max(degP, degQ)

— Les polynémes P =2X* - X3+ X +1et Q= X*+ X3 +1 ont pour somme P+ Q =3X*+ X +2.
Bien que les polynomes aient le méme degré, on a ici :

deg(P+ Q) = 4 = max(degP, degQ)

— Que vaut le degré de P(X3)?
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Le sous-espace vectoriel [ ,[ X]

The définition ! Soit 7 € N.
On définit K[ X] comme étant I’ensemble des polynomes de degré au plus 7.

Proposition. Soit n € N.

Lensemble K, [X] est un K-espace vectoriel.

C’est le sous-espace vectoriel de IK[X] engendré par la famille (X°, X1,..., X™).

Mieux, la famille (X°, X!,..., X") est une base de K ,,[ X]; c’est la-base-canonique de K, [ X].

« Aretenir. Le polyndome nul est dans KK ,,[X], et K ,,[X] est stable par combinaison linéaire.
« Remarque. L'ensemble K, [X] n’est pas stable pour le produit (sauf pour n = 0).

« Cas particulier n = 0. [K([X] est 'ensemble des polyndmes constants : il contient le polynome nul
et les constantes non nulles.

Question. Soit F = {P eK3[X] | PQ-X) = P(X)}.
Montrer que F est le noyau d’'un certain endomorphisme.
Et déterminer une base de F.

Question. Les polyndmes de Tchebychev.
To=1
On considere la suite (7,) ,en de polynomes de R[X] définie par { 17 = X
VrneN, Ty 2=2XTypi1— Ty
Pour tout n € N, conjecturer le degré et le coefficient dominant de T5,.
Une telle conjecture peut étre prouvée par récurrence sur 7. Enoncer clairement une assertion 7,.
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Liberté!

Vrai ou Faux?

(i) Soit a, b,c e K. A-t-on

a=0
a(X-28%+b(X-3)°+c(X-4) = 0gx] — b=0
c=0
(ii) Soita,b,ceK.A-t-on
a=0
a(X-2)+b(X-3)+c(X—4) = Okx - b=0
c=0

(iii) Soit a, b € K. A-t-on

S Q
Il
oS o

aX-2)+b(X-3) = O[K[X] = {

' Proposition. Pour Py,...,P; € K[X], on a

preuve

P;,...,P¢ NON NULS
— lafamille (P,..., P;) est libre

deg(Py) <--- < deg(Py)

« Une famille de polynomes non nuls échelonnée en degré est libre».

« Certains ouvrages omettent le « non nuls » en prenant comme définition d'une famille échelonnée en
degré, une famille (Py,..., Py) telle que 0 < deg(P;) < --- < deg(Py), ce qui assure qu'aucun des P; n’est
nul.

Question. On définit les trois polyndmes suivants :
sol — 27

Li=X-2)(X-3), L=X-DX-3), L3=X-1X-2)

Montrer que la famille (L;, Ly, L3) est une famille libre de R[X].

Produit de polynomes

Proposition (intégrité de [K[X]). Soit P,Q € K[X]. On al’équivalence

preuve

PQ=0kx) < P =0kxjouQ=0gx

« Un produit de polynémes est nul si et seulement si l'un des polynomes est nul. »

Proposition (simplification par un polynéme non nul). Soit P, Q, A € K[X].
Ona

{ AP = AQ o reo

A# Okx
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III. Evaluation d’'un polynéme en...

« Avertissement. Quand on voit un « grand X » dans ce chapitre, il s’agit d’'une indéterminée, d'un élé-
ment abstrait, formel. Ce grand X n’est pas un « nombre ».
Il n'y aura donc jamais de quantificateur V devant ce X.
Bien que X ne désigne pas un nombre, on peut le « remplacer » par un nombre z € K.

n
Définition. Soit P = ) ar X" e K[X] et z€ K.
k=0

n
On définit I’évaluation de P en z comme étant le scalaire P(z) = Z akzk .
k=0

« A retenir. Pour z = 0, on a P(0) = ay. Ainsi « Lévaluation en 0 d'un polynéme fournit son coefficient
constant ».

Proposition (évaluation en un scalaire). Soit P, Q € K[X]. Soit A € K.
Pour tout scalaire z €K, on a:

(A-P)(2) = AP(2) (P+Q)(=2) = P(2)+Q(2) (PQ)(2) = P(2)Q(2)
« Reformulation. L'application éval,, : K[X] — K est une forme linéaire.
P — P(z)

Bonus : éval,, est une forme linéaire non nulle.

Question. On considére H = {P eK[X] | P(3) = 0} et D = Ko[X].
Montrer que K[X] = He& D.
Question. On définit les trois polyndmes suivants :
Li=X-2)(X-3), L=X-DX-3), L3=X-DKX-2)

Montrer que la famille (L;, Ly, L3) est une famille libre de R, [ X].

Proposition (évaluation en une matrice carrée/un endomorphisme). Soit P, Q € K[X]. Soit 1 € K.
Pour toute matrice M € .4, (K) carrée,on a:

(A-P)(M) = AP(M) (P+Q)(M) = P(M) +Q(M) (PQ)(M) = P(M)Q(M)
Pour tout endomorphisme f € Z(E),ona:

(A-P)(f) =AP(f) P+Q)(f) = P(H+Q(N PQ() = P(HeQ(f)

« Reformulation. Les deux premiers points se reformulent en disant que les applications
évaly/: K[X] — H,([K) et évalr: K[X] — ZL(E)
P — P(M) P — P(f)
sont des applications linéaires.
Question. Soit f € Z(E).
On suppose que
i l’On peut trouvel’ I A, € K et X € E\ {OE} tel que f(x) = A,x. En Spé, vous direz que « A est une valeur propre de f ».
— f vérifie f2 - 5f +6 ldE = Og(E) :le polynome P = X2 —5X +6 est un polynome annulateur de I'endomorphisme f.
Montrer que Az —5A + 6 = 0:le scalaire A est racine du polynéme P.

1. Ce n’est pas toujours vrai! Cela signifie qu'il existe une droite vectorielle stable par f.
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IV. Divisibilité et division euclidienne

Définition. Soit A, B € K[ X].
On dit que B divise A, et on note B | A, lorsqu’il existe Q € K[X] tel que A = BQ.

« Remarque. Si B # Ok x], un tel polyndme Q est nécessairement unique. WHY ?

« Divisibilité sur K[ X] VERSUS ordre naturel < sur N.

......

VY A, B e K[X]\{0}, B|A = degB<degA
Ce résultat est faux dans K[X] puisque, par exemple, X210, mais 2&=00 .
« Remarque intéressante. Soit U, V € K[X] tels que U, V = 1. Que peut-on dire de U et V' ?
« Exemple. Soit n € N.

Le polynéme X — 3 divise X" —3". WHY?
Le polynome X3 — 1 divise X3" — 1. wHY?

Proposition. Soit A, B € K[X].
Si A|BetB]| A, alors il existe A € [K* tel que A= AB.

Proposition (Division euclidienne dans K[ X]). Soit A, B € K[X] avec B # 0.
A=BQ+R

Alors il existe un unique couple (Q, R) € K[X]? tel que
q pie Qi = d {[0.2cm] degR < degB

« Outil. Pour montrer que R est le reste de la division euclidienne de A par B, il est équivalent de montrer
que degR <degBet B| A—R.

« Exemple. Ecrire la division euclidienne de 2X° —3X* +3X3 +5X + 1 par X? + 2.

Question. Soit P € K[X] et a, b € K deux scalaires distincts.
Exprimer le reste de la division de P par (X — a) (X — b) en fonction de P(a) et P(b).

Question. Soit f € Z(E) tel que f2—-5f +6idg = 0. (f).
Pour tout m € N, exprimer f” comme un polynéme en f de degré < 1.

On pourra considérer la division euclidienne de X" par X2 -5X+6.

12



'

preuve

'

V. Racines et critere de nullité

Définition. Soit P e K[ X] et a € K.
On dit que a est une racine de P lorsque I’évaluation de P en a est nulle, id est lorsque P(a) = 0.

« Exemples.
2023
— Le scalaire 1 est racine de P = Z (—l)ka.
k=0

— Lesracines de X? + 1 sont i et —i. Les racines de X? + X + 1 sont j,j>.
— Lesracinesde X3—1sont .............

— 3,-5et % sont des racines, par exemple, du polynéme ........................

Proposition. Soit P e K[ X] et a € K.
On al’équivalence
aracinede P < X — «a divise P

Question. Démontrer le résultat suivant :

Soit P e K[X] et a, B € K des racines distinctes de P.
Alors (X — a)(X — B) divise P.

Proposition (divisibilité et racines). Soit P € K[X] et a;,..., a, € K des scalaires.
On al'implication

ai,...,a, racines de P o
= (X—-aj)---(X—a,) divise P

les a; distincts

« Remarque. Il va sans dire que I'on retrouve ce qui précéde. La proposition précédente concerne le cas
r =1 etla question concerne le cas r = 2.

Proposition (racines n¢mes de 'unité).
Soit n € N*. On a les deux égalités remarquables suivantes

: 2km
e X"-1= J] X-w) quelonpeutencoreécrirec  X"-1= [] (X—e‘ZT)
wel, k=0
o X"I4 X" 44 X+1= [] X-w)
weU,\{1}

« Avertisement. Ce résultat est fondamental. C’est peut-étre la seule chose a retenir du chapitre sur les
nombres complexes.

Il faut savoir retrouver les arguments de la preuve, surtout pour la deuxieme égalité.
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Théoreme (critere de nullité). ©

i) SoitneN.
Si P € K,[X] admet n + 1 racines distinctes, alors P = 0.

Un polyndme de degré au plus n ayant n + 1 racines distinctes est nul.
ii) Un polyndéme non nul ne peut pas avoir plus de racines que son degré.

iii) Le seul polynome ayant une infinité de racines est le polyné6me nul.

« Encore une reformulation.
Si un polyndme admet strictement plus de racines que son degré ris aansnui-on, alors il est nul.

« Question rapide! La fonction sinus est-elle une fonction polynomiale?

Corollaire du critere de nullité.
— Deux polynomes de K ,[X] qui coincident en 7 + 1 points distincts sont égaux.

— Deux polyndmes qui coincident sur une partie infinie de K sont égaux.

« Retour au lycée!
SoitneN. Soit ag,...,a, eRetby,..., b, €R.

Siona
VIER,  apt"+ap1t" ' +--+ajt+ay = byt"+b,1t" +---+bit+ by
alors
an = bn
an-1 = bpa
ap = bo

n n
En effet, en posant P = Z aka etQ= Z kak, I'hypothese s’écrit  VteR, P(1) = Q()
k=0 k=0
Ce qui implique....

Petit quizz!

i) Trouver deux polynomes différents P et Q telsque Vre{m, v2}, P(1)=Q(1)
ii) Trouver un polynéme P, différent de X2, vérifiant

P2)=4 et P(3)=9 et P@4) =16
iii) Soit P € K»[X] vérifiant
P2)=4 et PB3)=9 et P4)=16

Que peut-on dire de P? Preuve?

Question. Prouver I’énoncé suivant :
sol — 28

On a l'égalité d’ensembles :
{Pe[K[X] | P(X)=P(X + 1)} = KolX]

En francais : « un polynome 1-périodique est constant, et réciproquement ».
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VI. Multiplicité d’'une racine

Définition et amélioration du critére de nullité

Question avant de commencer.

Donner un polynéme de R[X] de degré 4 qui admet exactement 3 racines réelles, disons 7, 8, 9.
Donner un polynéme de R[X] de degré 4 qui admet exactement 2 racines réelles, disons 7 et 8.

Donner un polynéme de R[X] de degré 4 qui admet exactement 2 racines réelles, chacune de multi-
plicité 1.

Définition (ordre de multiplicité d’'une racine).
SoitPeK[X]eta ek, meN*.

— On dit que « est racine-de-multiplicité-au moins-m du polynéme P lorsque
(X —a)™ divise P c’est-a-dire lorsque P s’écrit (X —a)"Q
— On dit que «a est racine-de-multiplicité-exactement-m du polynéme P lorsque

(X —a)™ divise P P s'écrit (X —a)™Q

(X — a)"™"! ne divise pas P el avec Q(a) #0

Remarque.
Dans la définition, on a fixé P, a et m et on a défini la locution « a est racine de multiplicité m de P ».

On a donc défini la locution « étre racine de multiplicité m » (qui nécessite de fixer m), mais on n’a pas
défini la notion de « multiplicité ».

Question que 'on peut alors se poser : peut-on définir «la multiplicité de a en tant que racine de P »?

Autre définition a connaitre.

Soit P € K[X] , eta € K uneracinedeP.

La multiplicité (ou l'ordre de multiplicité) de a en tant que racine de P est
U= max{kel\l* tel que (X—a)k|P}

Encore plus général. jeu des7 gittérences.

Soit P € K[X] | non nul] et a € K.

La multiplicité (ou U'ordre de multiplicité) de a en tant que racine de P est
U= max{kel\ltelque (X—a)klP}

Exemple. Soit P = X* +3X%-3X?-7X+6.0na (WHY?) P= (X -1)?>(X?>+5X +6).
Ainsi, 1 est racine de multiplicité au moins 2. Pourquoi 1 est racine de multiplicité exactement 2?
Décompte des racines.
Lorsque I'on dénombre les racines d’'un polynome non nul, on peut :
— ou bien parler du nombre de racines distinctes

— ou bien parler du nombre de racines-comptées-avec-multiplicité.
Par exemple, le polynéme (X —9)(X — 8)2 (X - 7)3 possede
— trois racines distinctes : 9, 8, 7

— six racines-comptées-avec-multiplicité : 9, 8, 8,7, 7, 7.
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|

Proposition. Soit P e K[X] et a;,..., @, € K des scalaires distincts et m;, ..., m, € N.
On al'implication
;

Vie€[l1,r], a; racine de multiplicité au moins m; de P — H (X —a;)™ divise P
i=1

Proposition (amélioration du critére de nullité).

i) SoitneN.
Si P € K, [X] admet n + 1 racines-comptées-avec-multiplicité, alors P = 0.

ii) Un polyndme non nul ne peut pas avoir plus de racines-comptées-avec-multiplicité que son degré.

Proposition. Soit P e K[X] et a;,..., @, € K des scalaires distincts et m;, ..., m, € N.
On a l'implication :

Vie€[1,r], a; racine de multiplicité au moins m; de P

r
r — 3JlekK, P=A||[X-ap™

degP =) m; z=l_[1 l
i=1

« Remarque. Pour la preuve, mieux vaut enlever le polynome nul de la circulation!

Que dit cet énoncé pour le polynome nul? Je vous annonce que, méme si ce n’est pas passionnant,

I’énoncé est vrai pour le polyndme nul!
En effet, 'assertion (2 = 2) est logiquement équivalente a (NON@ ou Q)

Or £ est vraie pour le polyndme nul (prendre A = 0).
Donc I'implication est vraie.

D’ailleurs, juste pour le plaisir, on peut se demander ce qu’il en est de NON 2. Et bien, elle est égale-

ment vraie (car le degré du polyndme nul n’est pas égal a la somme d’entiers).

16



Relation coefficients-racines pour un polyné6me scindé

Définition (polynéme scindé).
Soit P € K[X] un polyndéme .

n
On dit que P est scindé sur K lorsqu’il existe A e K*, n €N, fB1,...,B, € Ktelsque P = AH(X—,B,-)
i=1

« Remarque. On peut faire « naviguer » le A dans un des facteurs (par exemple le premier).
un polyn()me constant non nul (c’est-a-dire de degré 0 exactement)
Un polyndéme scindé est donc { oubien

un polynéme s’écrivant comme produit de polynémes de degré 1

« Vocabulaire. Un polyndme de degré n € N qui admet 7 racines distinctes dans K est scindé sur K.
On dit qu'un tel polyndme est scindé a racines simples.

« Mieux. Un polynome de degré n € N qui admet n racines-comptées-avec-multiplicité dans K est
scindé sur K.

« Exemple.
Le polyndme X2 + 1 appartient 2 R[X]. Est-il scindé sur R?
Le polyndme X2 + 1 appartient & C[X]. Est-il scindé sur C?
Le polyndme X3 — 1 est-il scindé sur R? sur C?

Proposition (relation coefficients-racines).
Soit P = a, X"+ a,_1 X" 1 +---+ a; X + ap un polynéme de degré n (donc a, # 0).
On suppose que P est scindé, c’est-a-dire que P s’écrit

P=AX-a)X—-a2) - X—-ap)

On a alors

= —an-1 n @0
A=ap et Y ai = et [Ta:i = "=
i=1

Aan i=1 apn

« Aretenir. Pour un polynéme scindé unitaire de degré 7 :
— la somme des racines est égal a «1'opposé de son coefficient en X"~ 1 ».

— le produit des racines est égal a « (—1)" x son-coefficient-constant ».

« Lerésultat du lycée.
Soit P = aX? + bX + c est un polynéme de degré 2 (donc a # 0).
Si P est scindé, disons P = A(X — x7) (X — x»), alors on a les relations :

-b c
A=a et X1+x = — et X1Xp = —
a a

« Application. Soit n > 1.
Que vaut la somme des racines n®™¢ de I'unité ? Et le produit?
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VII. Dérivation chez les polynomes

Polyn6me dérivé

n
Définition. Soit P = Z aiX 5= [K[X]. On définit le polynéme dérivé de P, noté P/, comme étant

k=0

n
Pl = Z kaka_l si n =0, lasomme porte sur le vide
k=1

« Vocabulaire. Dans ce cours, on n’écrira jamais la phrase « P est dérivable ». En effet, il n'y a pas de
notion de dérivabilité pour un polynéme formel. En revanche, il y a la notion de polynéme dérivé. On

pourra donc dire directement « le polynd6me dérivé de P est ... ».

15
« Quizz. Que vaut le polynome dérivéde P= ) X k+lg
k=0

« Polynome dérivé d'un monoéme. Pour tout d € N, on a par définition :

(x7) = {

dx%l sid>1

OK[X] sinon

Proposition (polynome dérivé d’'une somme, d’'un produit). Soit P, Qe K[X] et A, p € K.

peave | Alors
AP+uQ) = AP +puqQ’ et (PQ) =P'Q+PQ

« Reformulation. L'égalité de gauche dit que I'application K[X] — K[X] estlinéaire.

P — P

' Proposition (degré du polynéme dérivé). Soit P € K[X].
Alors
degP — 1 sidegP>1
degP' =

—00 sinon

« Inégalité dans N U {—oo}.
Dans tous les cas, on a degP’ < degP -1

« Une équivalence. On a (WHY?) degP' = —0co < degP <0

18



Un peu de « primitivation »

Question.

Montrer que tout polynéme P est le polyndme dérivé d'un polyndme Q. outpolynome p est primitivable »
Plus précisément, soit P € K, [X]. Montrer que I’on peut trouver Q € K, [X] tel que Q' = P.

Proposition. Soit P € K[X].

0) Ona
P'= O[K[X] — PelKylX]
En francais : Si un polynéme admet pour polynome dérivé le polynéme nul, alors il est constant.
1) Ona
P eKylX] & Pelk;[X]

2) SoitneN.Ona
P eK,[X] & PeK,lX]

Polynomes dérivés successifs

Définition (polyndmes dérivés successifs). Soit P € K[X].
Pour r € N, on définit le polynome dérivé d’ordre r, noté P\, par la formule de récurrence suivante :

120 = J2
VreN, pr+b = (pn)y

« Linéarité. Soit r e N.
Lapplication K[X] — KI[X] estlinéaire. Onadonc (AP + ,uQ)(’) = AP + ,uQ(r).
p — pW0n
« Polyndmes dérivés successifs d’'un mondéme. Soit 7 € N.
Pour tout r € N, le polynéme dérivé d’ordre r de X" est

' .
T xn-r sir<n nn-1---(n-r+ X" sir<n
(n—n)! ou encore
Ok [x] sinon O x7 sinon

[ Proposition (degré des polynémes dérivés successifs). Soit P € K[ X].
Ona
degP — r sidegP>r

VreN, degP(r) =
—00 sinon

« Inégalité dans N U {—oo}.
Dans tous les cas,ona degP'” < degP - r.

« Une équivalence.
On a (WHY?) degP(’) =—-00 < degP<r-1 ouencore p = Okx) &= PekK,1[X].
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Deux belles formules!

' Proposition (formule de Leibniz).
Soit BQeK[X]etneN.
Ona
PO =
Ona
PO D =
Ona
PO =

Proposition (base de Taylor en a).
prewe | Sojt neNet a € K.
La famille ((X — a)k) ke[o,] €St uUne base de K, [ X].

« Question! D’apreés le caractere générateur de la base de Taylor, on en déduit que :

Tout polynome de K ,[X] s'écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des poly-
nomes:
X-a)°, X-a)!, X-a)? ...,(X-a)"

Mais au fait, quelles sont les coordonnées de P sur cette base?

Proposition (formule de Taylor).
SoitneN, PeK,[X]etaekK.
Ona

« Aretenir. Il est bon d’apprendre la formule de Taylor sous la forme :

n P(k) ((X)
Tout polynome P de K, [ X] s'écrit Z A (X — a)k avec Ay = o
k=0 .
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Retour sur la multiplicité : critére différentiel

Proposition (caractérisation de la multiplicité avec les polyndomes dérivés successifs).
SoitPeK[X]etael, meN.

— Le scalaire a est racine de multiplicité au moins m si et seulement si
Vikelo,m-1], PP@=0
Ily a m conditions d'annulation P(a) =0, P! (@) =0, ..., P/ D(a)=0.
— Le scalaire a est racine de multiplicité exactement m si et seulement si

Vke[o,m-1], P®(a)=0
P(’")((x) 20

Il'y a m conditions d’annulation, et 1 condition de non-annulation.

« Exemple. Soit P = X% +2X? —8X +5. Alors 1 est racine de P (WHY?) et son ordre de multiplicité est ...

« Remarque importante pour la preuve. Rappelons, qu’ici, P € K[X], @ € K et m € N sont fixés.
Prenons n > m tel que P € K,[X] (un tel n existe, WHY?).
Alors on peut écrire la formule de Taylor :

n p) m=1 p(k)
P = X-o"x) @ x a4 @
k=m k! k

N J/ N J/

Q R

C’est la division euclidienne de P par (X — a)™, car degR < m.

Racine d’'un polynome a coefficients réels

Proposition. Soit Qe R[X] et B C, meN.

preuve

Bracinede Q < pracine de Q

« Remarque. Cette équivalence est bien sr vraie si § € R, mais n’est pas passionnante.
Elle souvent utilisée pour g€ C\R.

Proposition. Soit Pe R[X] eta € C, m e N.
a est racine de P de multiplicité au moins m <= «a estracine de P de multiplicité au moins m.

idem en remplacant « au moins » par « exactement »
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VIII. Factorisation

Polynomes irréductibles

Définition.
P est non constant doncnonnul

Un polyndme P € K[X] est irréductiblelorsque
VA BeK[X], P=AB — degA=0o0udegB=0

« Analogie. On remarquera |’analogie avec les nombres premiers.

p est différent de 1
Un entier p € N est premier lorsque
YabeZ p=ab= a=xloub=+=1

« Petits degrés.

— Le polyndéme nul n’est pas irréductible. WHY?
— Les polynémes de degré 0 ne sont pas irréductibles. WHY?
— Les polynomes de degré 1 sont irréductibles.

Soit P un polynome de degré 1 (donc il est non constant).
Supposons qu'il existe A, B € K[X] tel que P = AB.
On adoncdegP = deg A+degB (cest a priori une égalité de N U {—oo}, WHY 2).
Doti1 =degA+degB.
Cette égalité est une égalité deN, d'otideg A=0 oudegB =0.
— Les polynomes de degré 2 : ca dépend! wHY?!
— Les polynomes de degré 3 sont non-irréductibles : c’est «facile » pour K = R, plus difficile pour K = C.

— En degré > 4, ils ne sont pas irréductibles, c’est un théoreme.

« Irréductibilité VERSUS racines.
Grosso modo, un polynéome irréductible a fortement tendance a ne pas avoir de racines.
— Un polyndme irréductible de K[X] admettant une racine est de degré 1.
Soit P € K[X] irréductible. Si P admet une racine a, alors P s'écrit (X — @) Q. Par irréductibilité, on a degQ = 0. Ainsi deg P = 1.
— Les polynomes irréductibles de degré > 2 n'ont pas de racine.

Laréciproque est fausse. Par exemple, dans R[X], le polynome X*+ X?+1 n’a pas de racine dans R
et pourtant il n’est pas irréductible puisque :

X+ X241 = (XP+X+D(X2-X+1)

Proposition (Décomposition en Facteurs Irréductibles = DFI).
vewe | Tout polyndme non constant s’écrit comme produit de polyndémes irréductibles.

Quid des polynomes constants?
Est-ce qu'un polyndme constant est produit de polynomes irréductibles?
Avec la convention classique sur le produit vide, on en déduit :

Tout polynome non nul s'écrit, a K* pres, comme produit de polynomes irréductibles.
« Analogie. En arithmétique :
Tout entier de Z non nul s'écrit, a +1 pres, comme produit de nombres premiers.

Important. Quitte a mettre en facteur le coefficient dominant du polynéme considéré, les polynémes
irréductibles intervenant dans le produit peuvent étre pris unitaires. Ainsi :

Tout polynome non nul s’écrit, a IK* pres, comme produit de polynémes irréductibles UNITAIRES.

« Remarque. Ce résultat ne dit encore rien sur la non-irréductibilité d'un polyné6me de degré > 3.
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Théoreme de d’Alembert-Gauss

On admet le théoreme fondamental suivant dii a Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) et Gauss (1777-1855).

Théoréme de d’Alembert-Gauss.
Tout polynéme non constant de C[X] admet au moins une racine dans C.

« Attention. C’est faux si’on remplace tous les C par des R.
Penser a X2 + 1 qui n’'admet pas de racine dans R.
En revanche, X2+ 1, vu comme polynéme de C[X], admet bien au moins une (en fait 2) racine dans C.

Proposition (les irréductibles de K[X]).
preuve

— Les polynémes irréductibles de C[X] sont les polyndmes de degré 1.

— Les polyndémes irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré 1 et les polynomes de de-
gré 2 de discriminant < 0.

« Remarque.
D’apres la DF], on sait que « tout polyn6me non constant est produit de polynémes irréductibles ».
Ainsi, on peut déja dire (cela sera précisé a la page suivante) que :
— Tout polyndme non constant de C[X] s’écrit comme produit de polyndmes de degré 1.
ou encore
Tout polyndme non nul de C[X] s’écrit, a C* pres, comme produit de polynémes de degré 1.
— Tout polynéme non constant de R[X] s’écrit comme produit de polyndmes de degré 1 ou 2 (et si
vous voulez étre précis, ajoutez la condition sur le discriminant).
ou encore

Tout polyndme non nul de R[X] s’écrit, a R* preés, comme produit de polyndmes de degré 1 ou 2
(et si vous voulez étre précis, ajoutez la condition sur le discriminant).

Proposition.
vewe | Tout polyndme non nul de C[X] est scindé (c’est-a-dire constant, ou produit de polyndomes de degré 1).

« Attention. Ce résultat est faux sur R[X].
Par exemple, le polynome P = X2 + 1 n’est pas scindé sur R.
Cependant, il est scindé sur C puisque P = (X —1i)(X +1).
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preuve

Factorisation dans C[ X] et R[X]

Proposition (dans C[X]).
— En francais.
Tout polyndme non nul de C[X] s’écrit, a C* pres, comme produit de polynomes de degré 1.
— En maths.
Soit P € C[X] non nul. Alors P s’écrit sous la forme :

.
P=A[]X—an™
i=1
ou A € C* est le coefficient dominant de P,
les a; sont les racines complexes distinctes de P de multiplicité m; € N*.

Proposition (dans R[X]).
— En francais.
Tout polyndme non nul de R[X] s’écrit, a R* pres, comme produit de polynémes

de degré 1 ou bien de degré 2 a discriminant strictement négatif

— En maths.
Soit P € R[X] non nul. Alors P s’écrit sous la forme :

p q .
. 1
P = A[TxX=x)™ <[] (X*+biX+c)) avech?—4ci<0
i=1 i=1
ou A € R* est le coefficient dominant de P,
les x; sont les racines réelles distinctes de P de multiplicité m; € N*,
les couples (b;, c¢;) sont distincts avec b? —4c; <0etles y; sont dans N*.

« Exemples

— Al'ceil nu, factoriser dans R[X] les polynémes suivants :
P=8X-9 Tp=2X?-1 T3=4X>-3X P;=X?>+X+1 Ps=X>+1
— Factoriser dans R[X] les polyndmes

P=X"-x-x*+Xx3 P=X*-1 P=X*+1

Un dernier petit résultat

Proposition (ne pas en abuser).
Soit A et B deux polyndmes non nuls de C[X].
On al’équivalence:
B|A <— VzeC, mult(z,B) < mult(z, A)
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Polyndmes

preuve et éléments de correction



e Posons ¢: K3[X] — K3[X]
P - P1l-X)
Montrons que ¢ est un endomorphisme de K3[X].
On a alors F = Ker(¢p —idp).
e Déterminons pour commencer une famille génératrice de F.
Procédons par analyse-synthese pour déterminer les «?» dans F = Vect(???).

Analyse/inclusion[c].

Soit P € K3[X] tel que P(1 — X) = P(X).

Le polynéme P s'écrit aX3 + bX? +cX +d.

Comme il vérifie I'égalité P(1 — X) = P(X), on obtient

al-X°+b(1-X)’+c1-X)+d = aX’+bX*+cX+d

—aX3+Ba+b) X2+ (-3a-2b—c)X+(a+b+c+d)

Par identification des coefficients, on obtient

-a = a

3a+b = b
-3a-2b-c = ¢
a+b+c+d = d

D’ou
a=0 et b+c=0

Ainsi P = bX?+ (-b)X +d = b(X?> - X) +d.
Bilan de I'analyse : P € Vect(X? - X, 1).

Syntheése/inclusion

Comme F est stable par combinaison linéaire, il suffit de vérifier que les deux polynomes X? — X et
1= X" sont dans F.

Ona(1-X)*-(1-X)=--=X*-X,donc X*-X€F.

Ona(1-X)°=1=X"donc X°€eF.

BILAN. On aI'égalité F = Vect(X? - X, 1).
* Montrons que la famille (X2-X, 1) est libre.
Soit A, u € K tel que AX2-X)+ 1l =0k x.

Alors AX? —AX +pul =0.
D’olt (WHY?),A=0et u=0.

Pour alléger les notations, on pose d; = deg P;.
S

Soit A4,...,As € K. On suppose que Z Ak Py =0k x). On veut montrer que 1y =--- = 1, = O.
k=1
Contemplons I'égalité de polyndmes A, P; + Ao P +--- + AP = Ok x] et examinons le coefficient en X d
de cette égalité. [dem avec X d2 .. X% Onobtientles s égalités de scalaires suivantes :
Aicoeffya (P1) + Agcoeffya (P2) + -+ + Ascoeffya (Ps) = Ok
Aicoeffya, (P1) + Apcoeffya, (P2) + -+ + Ascoeffya, (Ps) = Ok
Acoeffya (P1) + Agcoeffya (P2) + -+ + Ascoeffys (Ps) = Ok



En fait (WHY?), on obtient le systéme triangulaire suivant

Acoeffya (P1) + Apcoeffyq (P2) + Ascoeffyaq (P3) +
Azcoeffya, (P2) + Azcoeffyq, (P3) +

+ Ascoeffyaq (Ps) = Ok
+ Ascoeffyq, (Ps) = 0Ok
+ Ascoeffya (Ps) = Ok

Comme coeffyq; (P;) # 0 (WHY?), on en déduit en remontant le syteme que Ay = 0, puis A5 = 0, etc.

jusqu’a obtenir A3 =0, 1, =0, 1; =0.

On va travailler avec les coefficients :
L =X?>-5X+6 Ly=X?>-4X+3

Soit 11,12, A3 € R tels que
/11L1 + /12L2 + /13L3 = OR[X]

L'égalité précédente est une égalité de polynomes.
En identifiant les coefficients,on a...

Preuve.

facile!

Par contraposée. On suppose P # Ok x] et Q # Ok x].
Les deux polynomes possedent donc un degré entier.

Par produit, le polynéme PQ posséde donc un degré entier.

Ly=X?>-3X+2

Donc le polynéme PQ est non nul (sinon son degré serait égal a —oco et ne serait donc pas un entier).

Fixons P € E =K [X].

On cherche a montrer que P se décompose de maniére unique comme la somme d’un élément de H et

d’'un élément de D.
Raisonnons par analyse-synthese.

« Analyse
Supposons qu'il existe Py € H et Pp € D tels que P Z Py +Pp.

Comme Py € H,ona Py(3) =0.
Comme Pp e D,onaPp=aX’=a.

En évaluant en 3 I'égalité x, on trouve :
P@3) = Pu(3)+Pp(3)
T ——r
= a

On a donc Pp en fonction de P : en effet, Pp = P(3).

On a donc ensuite Py en fonction de P : en effet, Py = P — Pp, autrement dit Py = P — P(3).

 Syntheése
On pose Pp = P(3) et Py = P — P(3).
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Il'y a 3 points a vérifier

i) Ppe H

ii) Ppe D

iii) P = Py + Pp
i) On doit montrer que Py (3) = 0. Allons-y. On a Py (3) = P(3) — P(3) =0.
ii) On doit montrer que Pp s’écrit aX®, ce qui est le cas avec a = P(3).

iii) On doit montrer que P = Py; + Pp. Allons-y. On a Py + Pp = (P—P(3)) + P(3) = P.

Bilan. On a montré que P € E s’écrit de maniere unique comme la somme d’'un élément de H et d'un
élément de D.

Montrons que la famille (L;, Ly, L3) est une famille libre de R, [ X].
Soit 11,12, A3 € R tels que
/11L1 + /12L2 + /lng = OR[X]

L'égalité précédente est une égalité de polynomes.
Evaluons en 1, puis en 2, puis en 3. On obtient

MLi(1) + AL(1) + As3Ls(l) = O
ML1(2) + A2L2(2) + A3L3(2)
ML1(3) + A2L2(3) + A3L3(3)

1
o O

A1 x2 + A x0 + /13><0 =0
A1 x0 + Aox(-1) + /13X0
A x0 + Ay x0 + Az3x2 = 0

2 0 0][M 0
0 -1 0| |A2| =10
0 0 2]|A3 0

La matrice est inversible. D’'o11; =0, 1, =0et A3 =0.
Donc la famille est libre.

I
=

C’est-a-dire matriciellement :

Par récurrence finie sur k € [1, r].
On pose S la propriété « (X —ay) --- (X — ay) divise P ».

Deux preuves. Une utilisant les racines et le critere radical de nullité.
Lautre utilisant les coefficients, plus précisément le coefficient en X" 1.

n n
o Linéarité. Ecrire P = ) apX ketQ= Y biX ¥ (avec le méme n). Puis se laisser porter!
k:0 k:o
e Le produit.

Etape 1. Commencer par le cas des monomes. Soit p, g € N.



Le membre gauche vaut :

(p+qXPra1 sip+g>1
XPXN = (xP*9) =

OK[X] Sip+q:0
Le membre droit vaut :
pXP~l sip>1 gxXal sig>1
(XPY X9+ XP (X1 = . x X9 4+ XPx .
O[K[X] Slp:() OIK[X] SIC]ZO

On peut donc traiter 4 cas. Mais ce n’est pas judicieux.

Mieux vaut traiter les deux cas suivants.

e Cas [szouq:O]

Comme p et g jouent des roles symétriques, il suffit de traiter le cas p = 0.
Faire le calcul.

e Cas [p;éOetq;éO]

Simple constat.

Etape 2. Utiliser que

(; ul)(; v]) ZZ Uivj

p . q .
Notons P=) apX'etQ=) b;X/.
i=0 j=0
Par linéarité de la dérivation, on a

P 4 -\ opoa N
(PQ),:(ZZaiijlX]) :ZZaibJ- (XZX]) .

i=0j=0 i=0 j=0

D’apres I'étape 1 de la preuve, on a:

(PQ)' = i f ai by (X4 X¢ + x* (Xf)')

k=0¢=0
= (Z ak(Xk)’) (Z ngf) + (Z aka) Y be(xH )
k=0 =0 k=0 =0
= Zaka) (Z ng€)+(Z aka)( ng[)
k=0 /=0 = /=0
=P'Q+PQ.

— Elle est libre car échelonnée en degré

— Elle est génératrice, car
pour tout j € [0, n], ona X/ € Vect((X - )" ¢ -
En effet,

| NT |
X = X-a+ay = Y |1 |akx-ai*
k=0 k

On a donc K, [X] < Vect((X — a)k)ke[[o,n]‘
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On prouve| = |.
Puis, pour , ondit quel'on a prouvé Vy € C, Q(y) =0 = Q(y) =0, et que 'on peut appliquer cela

ay=p.

Remarque. L'énoncé est invariant par conjugaison (car la conjugaison est involutive).
Autrement dit, en appliquant la conjugaison a I’équivalence

B racinede Q < pracine de Q
on obtient (en utilisant que la conjugaison est involutive) :
Bracinede Q < Pracine de Q

qui est donc la méme équivalence que l'initiale.

Preuve par récurrence forte.
Pour tout n > 1, notons ./, la propriété « tout polynome de degré n est un produit de polynémes irré-
ductibles ».

Initialisation. Un polyn6me de degré 1 est irréductible, donc a fortiori, produit de polynomes irréduc-
tibles
Donc /£ est vraie.

Hérédité. Soitn > 1.
On suppose A, A, ..., 7.
Montrons A 41.
Soit P de degré n+1.
Distinguons deux cas.
— Si P estirréductible, il est en particulier un produit de polynémes irréductibles.
— Si Pn’est pasirréductible, on peut trouver deux polynomes A et B de degré a et b appartenant
a[1,n] tels que P = AB.
D’apres I'’hypothese de récurrence, ./, et /£, sont vraies.
Donc A et B sont produits de polynémes irréductibles.

On peut donc trouver des polyndémes irréductibles Pj,..., P, et Qy,...,Qs (pas nécessaire-
ment distincts) tels que
A=Py--- Py et B=Qp--Qs

En effectuant le produit, on a alors AB = P;--- P, Q --- Qs, ce qui démontre que P est un pro-
duit de polyndémes irréductibles.

Dans les deux cas, P est un produit de polynémes irréductibles, ce qui démontre ;1.
Preuve par absurde-minimalité.
Raisonnons par ’absurde et supposons qu'’il existe des polynomes de degré > 1 qui ne soit pas produit

de polyndmes irréductibles.
Notons E '’ensemble des degrés de ces polyndmes.

E = {d eN* | 3P e K[X] de degré d non irréductible}

Alors E est une partie de N (en fait de N*) non vide (WHY?).
Donc E admet un plus petit élément. Posons m = min E.
Considérons un polynéme P de degré m dans E. Alors P n’est pas irréductible.



Donc il existe A, B € K[X] de degré a et b appartenant a [1,m —1] tel que P = AB.

Par minimalité de m, les entiers a et b ne sont pas dans E.

Donc A et B sont des polynomes irréductibles.

Mais alors leur produit, a savoir P, est également un produit de polynémes irréductibles.
D’ot la contradiction.

Preuve. Procédons par double inclusion.

¢ On a déja vu l'inclusion o.

¢ Prouvons c. Soit P € C[X] irréductible.

Alors par définition, P est non constant. D’apres le théoreme de d’Alembert-Gauss, P admet au moins
une racine.

Etant irréductible, P est donc de degré 1. wHY?

Preuve. Procédons par double inclusion.

e Montrons l'inclusion 2. Il reste a montrer qu'un polynome de degré 2 a discriminant strictement né-
gatif est irréductible.

Soit P un tel polynome. Procédons par I’absurde et supposons-le non irréductible.

Alors il existe A et B tels que P = AB avec A et B non constants, donc nécessairement de degré > 1, et
donc de degré 1 (car deg P = 2).

Mais A, en tant que polyndme de degré 1, admet une racine, qui est aussi une racine de P contredisant
le fait que son discriminant soit < 0.

* Montrons I'inclusion c. Soit P € R[X] irréductible. Alors par définition, P est non constant.

— Ou bien P admet une racine réelle. Etant irréductible, P est donc de degré 1. wHY?

— Oubien P n’admet pas de racine réelle, mais d’apres le théoréme de d’Alembert-Gauss, il admet au
moins une racine dans C, qui n’est pas dans R (WHY?), que 'on note . Comme P est a coefficients
réels, a est également racine de P et est distincte de a.

Ainsi, P s’écrit (X — a)(X —a)Q. WHY?

Comme P est irréductible, on a nécessairement deg Q = 0, disons Q = 1.X°.
Ainsi, P= A X -a)(X —a).

Donc P est de degré 2 a discriminant strictement négatif. WHY?

Soit P un polynéme non nul de C[X].

Ou bien, il est constant, donc P est scindé.

Ou bien, il est non constant, et alors est produit de polyndmes irréductibles.

Comme les polynomes irréductibles de C[ X] sont les polyndmes de degré 1, on obtient que P est produit
de polyndémes de degré 1, donc P est scindé.

Sq B | A.

Soit ze C.

Notons b = mult(z, B). Alors (X — z)? | B.
Comme B| A,ona (X —2)%| A.

D’ou mult(z, A) > b.
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. r
Ecrivons B = A [] (X — ;)™ avec r éventuellement nul.
i=1
D’apres I’hypothése avec z = §;, on en déduit que §; est racine de A de multiplicité au moins m;.
r
On peut donc appliquer 43 et obtenir [] (X — ;)" | A.

i=1
D’ou B| A.
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