Polynomes

exercices



Coefficients, degré, équations

Polynéme a coefficients réels de degré impair
Montrer que tout polynéome de degré impair a coefficients réels posséde (au moins) une racine
réelle.

102 | Inversibles de K[X]
Déterminer les éléments de K[X] qui possédent un inverse pour la multiplication.

103 | Equations
Déterminer tous les polyndomes P € K[X] tels que

(i) P2X)=P(X)-1

(i) P(X?) = (X2+1)P.
(iii) Po P = P.
(iv) 3Q € K[X], Q% = X P2

104 | Formule de Vandermonde
Soit n,p, g € N. L’objectif est de montrer I'égalité :

> (0=

1+j=n

ot la somme porte sur les 7,5 € [0,n] de somme n.

1. Que dit cette formule pour p=4,¢g=5etn =67
2. En considérant les trois polynémes A, B, C € K[X] définis par :

A=(X+1) B=(X+1)1 C = (X 4 1)rte

montrer 1’égalité de Vandermonde.

3. A l'aide de la formule de Vandermonde, montrer que
" m\ 2 2m
Vm e N, =
men 32(7) = ()

105 | Une identité
Soit n € N. En considérant (X2 — 1)?", montrer que

S () = (™)

k=0

106 | Polynémes de Tchebychev de 2°™¢ espéce
On considére la suite de polynémes (P, )nen définie par

Py=1, P =-2X et Vn €N, Pn+2:—2XPn+1—2<’I’L+1)Pn.
Calculer P27 P3 et P4.

Déterminer, pour tout n € N, le degré et le coefficient dominant de P,.
Soit n € N. Montrer que P, a une parité et la déterminer.

Déterminer, pour tout n € N, Py, 41(0).

CL W

Déterminer, pour tout n € N, Py, (0).

Infaisable ?

Soit n € N et P et @Q deux polynoémes distincts de degré n a coefficients réels.
En exploitant une factorisation et en exhibant les coefficients dominants, montrer que :

deg (P3 — Q?’) > 2n.
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Divisibilité et division euclidienne
La routine
Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de A par B dans chacun des cas suivants :
(i) A=X"et B=X2—3X +2
(i) A=X"et B=(X—1)2
(iii) A= (Xsint+cost)” et B = X2+ 1, oil t est un réel.

109 | Reste
Soit n € N. Trouver le reste de la division euclidienne de (X + 1)" par X2 + 1. On exprimera la
réponse en fonction du cosinus et du sinus.

1
1
)

=
S

Un classique
Soit P € K[X] et a,b € K deux scalaires distincts.

1. Exprimer le reste de la division de P par (X — a)(X — b) en fonction de P(a) et P(b).
2. Exprimer le reste de la division de P par (X — a)? en fonction de P(a) et P’(a).

111 | Des entiers aux polynémes
Soit a € N et b € N*. On note r le reste de la division euclidienne de a par b.
Montrer que le reste de la division euclidienne de X® par X — 1 est X".

112 | Divisibilité
Soit (a,b) € N2, Montrer I'équivalence b | a <= X’ —1| X — 1.

[y
[y

3| Autour de j
Soit (p,q,r) € N3. Montrer que X2 + X + 1 divise X3P2 4 X39+1 4 X737,

[y
o

4] (3,2) : le couple des Pistons!
Donner une condition nécessaire et suffisante sur (\, 1) € K? pour que le polynome X2 + 2 divise
X4+ X3+ AX2 + uX + 2.

115 | Il y a 3 solutions
A quelle condition nécessaire et suffisante sur a et b € C, le polynéme B = X2 — bX + 1 divise
A=X*—-X+a?

116 | Joli!
1. Soit P, A, B € K[X]. Montrer que A — B divise Po A — Po B.
2. Soit P € K[X]. Montrer que P — X divise Po P — X.

On utilisera astucieusement la question précédente.

3. En déduire les solutions de I'équation (22 + 32 +1)? + 322 + 82 +4 = 0.
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Racines et critére de nullité

{:1:127?: Le Quizz de Madame Téte

1. Donner un exemple de fonction non polynomiale ¢ : R — R telle que
VneN, ¢(n)=0
2. Donner un exemple de fonction non polynomiale 1 : R — R telle que
VneN, ¢¥(n)=n
3. Soit P € R[X]. On suppose que
VneN, P(n)=n®*—-n?+1

Que vaut P(m)?
4. Soit f: R — R une fonction telle que

VneN, f(n)=n*—-n*+1

Que peut-on dire sur f(m)? Construire une telle fonction f non polynomiale.
5. Soit P,Q € R[X] tels que

vieR  P((-)) = Q((-DW)

A-t-on P=Q7

6. Méme question avec :

vVt eR, P(cos(t) +4) Q(cos(t) +4)

7. Méme question avec :

VteR, P(-DM+1) = (-1 +1)

Le logarithme n’est pas un polynéme
Montrer qu’il n’existe pas de polynome P € R[X] tel que JA >0, Vo > A, P(z) =In(z).

Fonctions non polynomiales

Voici trois questions. Montrer qu’il n’existe pas de polynéme P € R[X] tel que pour tout k € N*,

(i) P(k) = % (il) P(k) = VE2 + 1 (i) P(k) = 3*

Interpolation de Lagrange (& la main)
Soit xg, ..., x, € K distincts.

1. Construire un polynoéme Zg de degré n ayant x1,...,x, comme racines.
2. Construire un polynéme Lq de degré n ayant x1, . .., x, comme racines et tel que Lg(z¢) = 1.

3. Soit k € [0,n]. Construire un polynéme Lj de degré n tel que Li(zr) = 1 et ayant les
¢éléments de la famille () e0,n]\{x} comme racines.

4. Soit yo,...,yn € K. Montrer qu’il existe un unique polyndéme P € K,[X] tel que
Vi e [0,n], P(x;) = y;.

On dit que le polynéme P a été obtenu par interpolation de Lagrange.
5. Application. Soit @ € K,,_1[X] tel que V& € [1,n],Q(k) = % Mountrer que Q(—1) = n.
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Racines d’un polynéme vérifiant une équation fonctionnelle
Soit P € C[X] un polynéme non nul tel que P(X?) = P(X) P(X —1).

1. Soit a € C une racine de P. Montrer que o et (o + 1)? sont aussi racines de P.
2. Soit a € C une racine non nulle de P. Montrer que a est une racine de I'unité.
3. Montrer que 0 n’est pas racine de P.

4. Soit B € C une racine de P. Montrer que 3 € {j, j%}.

122 | Coefficients complexes ou réels ?
Soit P € C[X]. On suppose qu’il existe une infinité de réels o tels que P(«) est réel.
Montrer que P est & coefficients réels.

A ob x990 9b eduguinoo 2ol $rnoe ednsinifioos el nob QO smbdayloq ol 1915biaoD

Polynoéme dérivé

123 | Conditions sur des polynémes, avec dérivation
Déterminer tous les polynomes P € C[X] tels que

i) P=P (i) (P')? = 4P

124 | Equations avec P et P’
(i) Résoudre l’équation P = P’ d’inconnue P € K[X].
(ii) Reésoudre ’équation P — X P’ = X d’inconnue P € K[X].
(iii) Résoudre I’équation 2P = X P’.
(iv) Soit m € N. Résoudre 'équation mP = X P’.

125 | Une relation fonctionnelle polynomiale, linéaire
Déterminer les polynémes P € C[X] tels que X (X + 1)P" + (X +2)P' — P =0.

126 | Une relation fonctionnelle polynomiale, non linéaire
Déterminer les P € C[X] tels que P(2X) = P'(X)P"(X).

127 | Existence-Unicité
Montrer que pour tout n € N, il existe un unique polynéme P, € K[X] que 'on explicitera avec
ses coefficients tel que P, — P, = X™.

128 | Question ouverte
Déterminer dans K[X] tous les polyndmes divisibles par leur polynéme dérivé.

Formule de Taylor

{1:29 ! Une nouvelle preuve
On pose E =K, 4+1[X]. On considére H = K,,[X] et D = Vect ((X - 19)”+1)
A Tlaide de la formule de Taylor, montrer sans effort que E = H @ D.

130 | Dérivées positives en un point
Soit P € R[X] et a € R tels que P(a) > 0 et, pour tout k € N*, P*)(a) > 0.
Montrer que P ne posséde pas de racines dans [a, +00[.
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Interpolation de Taylor

Soit n € N. Soit a € K. Considérons

U: K,[X] — Kt
P +— (P(a),P'(a),...,P™(a))

Montrer que ¥ est un isomorphisme.
Que vaut ¥—17

Racines multiples

132 | Bas de gamme
(i) Considérons P = X5 —4X* 4+ 7X3 - 7X2 +4X — 1.
Montrer que 1 est racine de P et déterminer son ordre de multiplicité.
Donner la factorisation de P dans R[X].

(ii) Reprendre 'exercice avec P = X* +2X? —8X + 5.

(i) Montrer que le polynéme P admet une racine double.
P=X*—(54+V2)X%+ (5v2 - 2)X? + (10 + 2v/2)X — 10V2

En déduire la factorisation de P dans R[X].

133 | Une divisibilité en deux preuves
Soit n € N. Montrer que X? divise (X + 1)" —nX — 1.
On pourra proposer deux preuves différentes (I'une qui explicite le quotient, 'autre avec un critére
sur la multiplicité d’une racine).

134 | Une CNS
Soit a,b,ce C*.
A quelles conditions le polynéme X? — 3X — (L 4 4} est-il a racines simples ?

135 | Multiplicité
Soit n > 3.
Déterminer I'ordre de multiplicité de 1 en tant que racine de X2+ —(2n+1) X"+ +(2n+1) X" —1.

136 | Le polyndéme de Taylor de la fonction exponentielle

Pour tout n € N, on pose P, = Z HX .
k=0

1. Montrer que les racines de P, sont simples.

2. Déterminer le nombre de racines réelles de P,.

=
\]

Discriminant d’un polynéme de degré 3
Soit P = X3+ pX + ¢ € K[X].
En considérant la division euclidienne de P par P’, montrer que

P admet une racine double <= 4p +27¢> =0
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Factorisation

Racines 6°™¢ de ’unité

On souhaite factoriser X6 — 1 dans R[X].

1. Premiére preuve. Factoriser P dans C[X] et conclure.

2. Deuxiéme preuve. Restons dans R[X].
En factorisant X3 — 1 et X3 + 1 dans R[X], conclure.

139 | Factorisation de ®3(X?)
Factoriser le polynome P = X* + X? + 1 dans R[X].
On essaiera de fournir deux preuves : une en restant dans R[X], et une en commengant par factoriser le polynéme
dans C[X].

140 | La routine!
Pour chacun des polynomes suivants, donner la factorisation dans C[X], puis dans R[X].

(i) P —4 (vi) Ps = X3—8X?+23X — 28 sachant que la
(ii) P2 = X4 +1 somme de deux des racines est égale a la
(i) Py = X6 427 troisiéme
(iv) o= (X=X +1)*+1 (viil) P, = X* + 12X — 5 en sachant qu’il y a
(v) Ps=X°—10X1425X3-25X%+10X —1 deux racines dont la somme vaut 2

! 141 Dans Z[X]

n
1. Soit P = Z ap X" un polynome a coefficients entiers tel que a,, # 0 et ag # 0.
k=0
Montrer que si P admet une racine rationnelle r = P exprimée sous forme irréductible
q

alors p | ag et q | ap.
2. Factoriser P = 2X3 — X2 — 13X + 5.
3. Le polynéme X3 + 3X — 1 est-il irréductible dans Q[X]?

142} DeCaR
Soit @ € ]0,7[ et n € N*. Factoriser X?" — 2cos(na)X™ + 1 dans C[X] puis dans R[X].
(143 Une divisibilité

Montrer que X2 + X + 1 divise X8 + X% + 1 (sans faire de division euclidienne!).

144 | Factorisation générale
Soit n € N*. Montrer les égalités

vzeC, X" -z = [ (X -wz) xm -zt = [ (x-¢).
w€ely, §el,

Puis, en exploitant la premiére égalité, montrer que :

VA, BeC[X], A" -B" = [[(A-wB)

145 | Condition pour étre scindé
Soit P € R[X] unitaire & coefficients réels.
Montrer que

P est scindé sur R <= Vz€C, |P(z)| > |Imz[?”
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Relations coefficients-racines

1146 | Polynéme de degré 3 de R[X]
Soit P € R[X] de degré 3, possédant deux racines réelles.
Montrer que la troisiéme racine est également réelle.

147 | Les sommes de Newton
Soit P = aX?+bX?2 + cX + d un polynéme de degré 3 a coefficients dans K (donc a # 0).
On suppose que P est scindé sur K et on note z,y et z ses racines.
On pose

o1 =T+Yy+=z 09 =Y + T2+ Yz 03 = TYz
1. Exprimer les quantités oy, oo et o3 en fonction de a, b, c et d.
2. Exprimer les quantités 22 4+ y2 + 22 et x3 + 3% + 23 en fonction de o1, 09 et o3.
r+y+z=2

3. Résoudre dans C3 le systéeme (5): ¢ z?+y? +22 =14
3 + 32 + 2% = 20.

148 | Systéme hautement non linéaire
r+y+z=1
. 3 X 1 1 1
Résoudre dans C” le systéme ¢ = 4 = 1 = — 1
x Yy oz
ryz = —4

149 | Le polynéme X" + X" 14 ...+ X +1

Pour tout n € N*, on pose P, = ZX’“.
k=0
1. Factoriser P, dans C[X].

P L km
2. En déduire la valeur de kl;[l sin (n T )

Autres

_1-50 ! Lieu des racines
Soit P = X"+ a,_1 X" '+ + a1 X + ap € C[X] unitaire.

Montrer que si A est racine de P alors |\ < 1 + _nax |ak|.
n—1

0<k<

Disjonction de cas sur le module de A vis & vis de 1.

351 , Un peu astucieux
Soit P € R[X] de degré n € N. On suppose que

Vke[ln+1], Pk) = %

1. On prend ici n = 1. Donner un exemple de polynéome P vérifiant les conditions de I’énoncé.
Meéme question avec n = 2.

2. On revient au cas général avec n quelconque. Que peut-on dire du polynéme X P(X) —17
Son degré ? Ses racines ? Son coefficient dominant ?
Montrer que P(—1) =n + 1.

{_1_5_2_: La suite du 121
Déterminer les polynomes P € C[X] tels que P(X?) = P(X)P(X —1).
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L’exercice de Y.G. (24/01/23) ! Tigrane, premiére victime!
Soit n > 2. Simplifier
[ @-u)

(w,w')eu?
w#w'

Comme premiére indication, on peut demander au candidat de simplifier H (1-2¢).
£€U,\{1}

a” b

Soit a, b € C* et n € N*.

n
Simplifier I’expression H(a + bwy) o les wy, sont les racines némes de l'unité.
k=1
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Gros exercices

Racines des polynémes de Tchebychev

1. Montrer qu’il existe une suite de polynémes (T},),ecn vérifiant, pour tout n € N :
Vo eR, T,(cosb) = cos(nd)

On pourra ou bien définir T}, de maniére explicite, ou bien par récurrence a ’aide de cosp + cosgq.
2. Montrer qu’'une telle suite est unique.
(2k + 1)7r>

2n
Calculer T,,(zx) puis montrer que T,, posséde n racines distinctes réelles.

3. Soit n € N. Pour tout k € Z, on pose xj = cos <

4. En déduire la factorisation de T), en produits de facteurs irréductibles dans R[X].

Factorisation du 5°™° polynéme cyclotomique
On considére le polynéme Q= X'+ X 4+ X2+ X +1

Pour la culture : c’est ce que les mathématiciens connaissent sous le nom de 5™ polynoéme cyclotomique.

On pose 0§ = 2%

1. Etudier les variations de f :x — a* +2° + 22 + = + 1.
En déduire que le polynéme @) n’a pas de racine réelle.
2. (2a) Montrer que cos() = cos(46).
(2b) Montrer que
cos(40) = 8cos!(0) — 8cos?(0) + 1
Penser & la formule de duplication cos(2x).

3. Considérons
Q=8X*-8X?-X+1

Montrer que 1 et —% et cos(6) sont racines de Q et en déduire que
4cos?(6) +2cos(d) —1 =0

4. Montrer que

cos(#) + cos(20) = f% et cos(0) cos(20) = i

En déduire que le polynoéme
(X? —2cos(0)X +1)(X? —2cos(20) X + 1)

est & coeflicients entiers.
5. Quelle est la factorisation de Q7

{}_5_7?: Polynémes qui stabilisent ...
1. Déterminer {P € C[X] | Vz € R, P(z) € R}.
2. Déterminer {P € C[X] | V& € Q, P(x) € Q}. Penser a I'interpolation de Lagrange.
3. Onnote £ ={P € C[X] |Vz € Z, P(z) € Z}.
X(X-1)--(X—-k+1)
!

(a) On pose Py =1et Vk e N* P, =
Montrer Vn € N, P, € £.

(b) Montrer que (Py, Py, ..., P,) est une base de C,,[X].
Aspect générateur. On pourra remarquer que, pour k € [1,n] fixé, on a Py — %X/' € Kg_1[X].

(¢) En déduire que & est 'ensemble des combinaisons linéaires a coeflicients entiers (relatifs)
des P,.
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Un peu d’algébre linéaire

K[X] n’est pas de dimension finie
Soit (P, ..., Ps) une famille de s polynomes de K[X]?
Peut-elle étre génératrice de K[X]?

Espaces supplémentaires
Soit E = K[X] et :

F:{P6E|P(1—X):P(X)} G:{PeE|P(1—X)=—P(X)}

En considérant une involution de E, montrer sans effort que £ = F & G.

Polynémes interpolateurs de Lagrange
Soit ag,...,a, € K des scalaires deux a deux distincts. On pose

0:K,[X] — Kt
P — (P(ao),...,P(an)).

et on note (e1,...,e,.1) la base canonique de K"*1.

1. Justifier que ¢ est linéaire et montrer que ¢ est injective.

2. Soit k € [0,n]. Montrer qu'’il existe un unique polynéme L; € K,[X], que l'on explicitera,
tel que o(Lk) = egt1-

3. En déduire que ¢ est un isomorphisme.

4. En déduire que (Lo, ..., Ly) est une base de K,,[X].

5. Soit P € K, [X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (Lo, ..., Ly,).

Polynéme annulateur et matrice

1. Soit M € M,,(K). On suppose qu'il existe P € K[X], vérifiant P(0) # 0, tel que P(M) = 0.
Montrer que M est inversible et déterminer son inverse.

2. Pour n > 2, la matrice carrée de taille n dont tous les coefficients diagonaux sont nuls et
dont tous les autres coeflicients valent 1 est-elle inversible ?

Polynéme annulateur
Soit H € M,,(K) une matrice telle que H? = aH avec o # —1.
On pose A=1+H.

1. Déterminer un polynoéme annulateur de A de degré 2.

2. Montrer que A est inversible.
Puis exprimer son inverse comme une combinaison linéaire de A et I.

L’idéal des polynémes annulateurs

Soit f € L(E).

On rappelle que pour tout P = Zaka € K[X], on note P(f) = Zakfk.
k=0 k=0

Soit (P, Q) € K[X]%.

1. Montrer (PQ)(f) = P(f) o Q(f).

2. Montrer que si P divise @, alors Ker P(f) C Ker Q(f) et InQ(f) C Im P(f)

3. On dit qu'un polyndome P est annulateur de I'endomorphisme f si 'on a P(f) = O(g).
Montrer que I'ensemble Zy des polynomes annulateurs de u est un idéal de K[X], c’est-a-
dire :

(a) Zy est un sous-espace vectoriel de K[X];
(b) VP eIy, VQ € K[X], PQ € Zy.
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Deux applications linéaires qui coincident sur une base .
Soit P € K,,[X]. En considérant deux applications linéaires, montrer sans effort que

"1
P(X+1) = ZEP(’“)(X)
k=0 "

R —

{;l_()'_5_: Matrice de Vandermonde
Soit a = (ayg, . .., ap) € K¥HL

1. Déterminer une matrice V (elle est unique et dépend bien sir de «) telle que pour tout

n
P=> XNX" € Kp[X], on ait

k=0
Ao P(a)
)\1 B P(a1 )
A, Play)

On commencera par le cas n = 2.
2. Conjecturer une CNS sur « pour que la matrice V précédente soit inversible.
Démontrer la conjecture.
On pourra s’aider du critére « une matrice est inversible ssi le systéme homogéne associé admet 0 pour unique

solution ».

{_1_6_6_: Combinaison linéaire de I et J
Soit n > 2. Soit I la matrice identité de taille n et J la matrice pleine de 1 de taille n.
On considére ’ensemble

a b b
b a b
g:{ | a,beK} C M)
b
b .o b a
=M (a,b)

1. Montrer que €& = Vect(1, J).
2. Montrer que £ est stable par somme et produit.
3. Montrer que £ est stable par puissance entiére positive.
Soit a,b € K. On pose M = M(a,b).
1. Déterminer un polynéme annulateur de degré 2 pour M.
2. Montrer que M € GL,(K) < a ¢ {b, —(n — 1)b}.
Dans ce cas, montrer que M ! € €.

Un classique

1. Soit G = {Q e R[X]| (X% - 1)Q' = 2XQ}

(a) Soit Q € G'\ {Og[x)}. En examinant les coefficients dominants, montrer que deg @ = 2.
(b) Montrer que G est un sev de R[X] et en déterminer une base.

Dans la suite, on suppose que n > 3. On pose E = R, [X].
1
On considére Papplication f: P~ §(X2 - 1)P" - XP' +P.

2. Montrer que f est un endomorphisme de E.
3. Déterminer une base de Ker(f —idg) (on pourra utiliser judicieusement la question 1).
4. Déterminer une base de Ker f.
5. Ici, n = 3.
(a) En concaténant les bases précédentes, montrer que F = Ker(f —idg) @ Ker f.
(b) Déterminer un polynéme annulateur pour f.
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Opérateur des différences finies
Soit A: K[X] — K[X] .
P — P(X+1)—-P(X)
Montrer que A est un endomorphisme.
Soit P € K[X] non constant. Montrer que deg A(P) = deg P — 1.
A Daide de la question précédente, déterminer une base de Ker A.
Soit n € N. Déterminer le degré du polyndéme A™(P) en fonction de deg P.

Considérons 'endomorphisme 7': K[X] — K[X]
P — PX+1)

Pour tout k € N, déterminer I’endomorphisme T%.

CU N =

6. Soit n € N. En exprimant A en fonction de 7', montrer sans effort que :

VP eK[X], A™P) = (—1)”f:(—1)k<’;)P(X+k).
k=0

7. Soit n € N*. Montrer que
VPeK,a[X], Y (Z)(_l)kP(k) - 0.
k=0

Connait-on cette égalité pour P =1, et pour P = X, et pour P = X(X —1)?

Un endomorphisme de K, [X]

Soit n > 2.
Soit F = (Po, P1,. .., P,) la famille d’éléments de K,,[X] définie par :

Py =1
Vk e [1,n], P = %X(X A

1. Soit k € [1,n]. Justifier que Py — %X’“ € Kp—1[X].
En déduire que F est une famille gé;nératrice de K, [X].
2. Montrer que F est une base de K, [X].
3. Soit k € [1,n]. Vérifier que P (X + 1) = Py_1(X).
4. Soit f l'application définie sur K,,[X] par

f:P—P(X)-P(X+1)

(4a) Prouver que f est un endomorphisme de K,,[X].
(4b) Calculer f(P) pour tout polynome P de F.

(4c) En déduire que f est un automorphisme de K, [X].

(4d) Montrer que (X — 1)"*! est un polynéme annulateur de f.

(4e) Déterminer les valeurs propres de f, c’est-a-dire les A € K tels que Ker(f—\idg) # {0g}.

5. En introduisant I’endomorphisme g = id — f, démontrer que pour tout m € N, on a

VP eK,[X], f™P) = i(—l)i<m)P(“(X+i)

7
=0

ot P désigne le polynome dérivé i¢me de P.
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Une identité binomiale

172

175

176

Khoélles

Soit n € N*. Montrer que

VP eK,a[X], Y

k=0

Dérivée kéme

(Z)(—l)kP(k) = 0.

Soit n € N. Soit a,b € Z avec b # 0.
On considére

1 n n
P = —X"(a—bX)

Montrer que

VkeN, P®(0)ez

Relations coefficients-racines

Soit x,y,z € C* telsquex—&—y—i—z:%—i—%

sinus et cosinus

+ 1 = 0. Montrer que |z| =

2.

lyl

Soit U, V € R[X] tels que
VteR, U(t)sint + V(t)cost = 0.

Montrer que U et V sont égaux au polynéme nul.

Divisibilité avec paramétres

(i) Pour tout n € N, on pose 4, = (X —1)"2 + X2n+L,

Montrer que, pour tout n € N, le polynéme A,, est divisible par B = X? — X + 1.

(ii) Soit @ € R. Pour tout n > 2, on pose

A, = (sinf) X" — sin(nd) X + sin((n — 1)0)

Montrer que, pour tout n > 2, le polynéme A,, est divisible par B = X2 — 2cosfX + 1.

Somme de deux carrés

Soit P € R[X] non constant tel que Va € R, P(z) > 0.

1. Montrer que le coefficient dominant de P est positif et que les racines réelles de P sont de

multiplicité paire.

2. Montrer qu'il existe un polynome C' € C[X] tel que P = CC.

3. En déduire qu'’il existe A et B dans R[X] tels que P = A? + B2

Un équation fonctionnelle amusante (from Jean Rax)

Déterminer les polynomes P € K[X] tels que P? + 1= P(X? +1).

I 4 4 = 5\ 1e20q sTID0q 01O
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Autre exercice de Y.G.

178

180

181

182

183

Plus difficiles. ..

Soit n > 1 et soit 6 # 0 [x].

n
Montrer que le polyndéme Z <Z> sin(kA) X* est scindé sur R.
k=0

Polynémes stabilisant U
Déterminer ensemble £ = {P e C[X]| P(U) C U}.

Une équation (difficile)
Déterminer les polynomes P € C[X] tels que P(X?) = P(X)P(X + 1).

Ordre au voisinage de +oco
Soit P, @ € R[X] deux polynomes différents. Montrer que

(aA €R, Vt> A, P(t) < Q(t)) ou (EIA €R, Vt> A, P(t)> Q(t))

Avec des racines multiples
Déterminer un polynome P € R[X] de degré 5 tel que

(X-1?|P+1 e (X+1)?|P-1

On pourra penser aux polyndmes dérivés. Mais attention, est-il vrai que B| A = B’ | A’? Mais si B est ...

Conditions sur des polynémes, avec dérivation et racines multiples
Déterminer tous les polynémes P € R[X] tels que P = P’ P”.

L’ensemble ordonné C[X]
Déterminer les (P, Q) € C[X]? tels que Vz € C, |P(2)| < |Q(2)].

Le plus difficile est de comprendre ’énoncé!
Soit P € C[X] non nul et n = deg P.
Montrer que la somme des racines de P, P’, ..., P("~1 sont en progression arithmétique.

Soient a, b, ¢ trois points distincts de [0, 1]. On note Ry[X] I'ensemble des polyndomes de degré au
plus 2.

1. Montrer I'existence de trois réels «, 3, tels que :
1
VP e Ry[X], / P(x)dx = aP(a) + BP(b) + 1 P(c)
0

2. Déterminer explicitement ces trois réels en fonction de a, b, c.
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Soit P € E. Alors si P est constant, il vaut 0 ou 1, et est bien du type aX9(X — 1)¢ (en
effet, le polynéme nul s’écrit aX?(X — 1)? avec a = 0 et le polynéme constant égal a 1 s’écrit
aX?(X —1)2aveca=1et ¢ =0).

Pour I’inclusion D,
Soit P un polynéme de la forme aX7(X — 1)7 avec ¢ € N et a € {0,1}.
Montrons que P est dans E.

2

On a l'égalité (vérifiez! utilisez notamment que a* = a dans notre cas)

aXU(X - 1) xa(X +1DI((X+1)-1)? = a(XH)U(X? 1)

Donc P = aX9(X — 1)? est dans E.

Si on ne sait pas écrire E en maths comme ci-dessus, ce n’est absolument pas grave. Il suffit de
faire une phrase claire en frangais, par exemple :

L’ensemble E est constitué des polynémes constants 0 et 1 et des polyndémes de la forme
X9(X —1)? avec ¢ € N*.

Polynémes de Bernstein
Pour tout k € [0,n], on note By, = (7)X*(1 — X)"~*.
Par convention (ou bien par définition du coefficient binomial), pour tout k ¢ [0,n], on pose
B, =0.

1. Début

(a) Ici, n = 3. Donner les coeflicients 4 polynomes de Bernstein B,,  pour k € [0, 3].

(b) Ici, n est quelconque. On considére le polynéme B, ;. Donner son degré, son coefficient
dominant, ses racines dans C, ainsi que leur multiplicité.

2. Calculs

n
(a) Montrer que le polynome Z B, 1 est constant égal & 1.
k=0

(b) Montrer que Z kB, = nX. Calculer de méme Z k(k—1)B,, . En déduire Z k:QBnyk.
(¢) Montrer que

= k2 1
3 (X - f) Bux = ~X(1-X)
n n
k=0
) Montrer que Yz € [0,1], B, (x) € [0,1].
(e) Soit n > 1 et k € [0,n]. Montrer que B, = XB,—14-1+ (1 — X)Bp_1,k-
) Soit n > 1 et k € [0,n]. Montrer que B;L’k =B,_14k-1— Bn_14-

(g) Bp,k atteint son maximum en e
3. Algébre linéaire
(a) Montrer que la famille (B, x)refo,n] est libre.
(b) Montrer que c’est une base de R,,[X].
4. Etude d’une application linéaire. Soit ¢ : R,[X] — R,[X]

~ (k
P o kEOP(n)BM
(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R,,[X].

(b) Mountrer que ¢ est un automorphisme de R,,[X].

(¢) On oublie la question précédente. Comment montrer la surjectivité de ¢ « & la main » ?
Exprimer les aj, en fonction de P.

5. Une propriété

n
(d) Montrer que si P = Z ag By, i, alors
k=0

V€ 0,1], min (ag, - .., an) < P(z) < max (ag, ..., an)
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Pour la culture

Les polynomes de Bernstein de degré n forment une base de ’espace R, [X].

n
Si lon décompose un polynome P € R, [X] dans cette base : P = ZaanJw alors le
k=0
nombre de racines (comptées avec multiplicité) de P dans lintervalle |0, 1 est inférieur
ou égal au nombre de changement de signes dans la suite ay, . .., ay, et la différence est
paire.
Ces polynodmes présentent plusieurs propriétés importantes : Vu € [0, 1]
- partition de l'unité :

- positivité :
Vie {0,...,m} BM(u) >0,

- symétrie :
Vie{0,...,m} B™(u)=B,_,(1—u),

- valeurs aux bords :

Vie {07 s 7m} Blm(o) = 6i,0a an(]') = 5i,m

avec 0 le symbole de Kronecker

- multiplicité des racines : pour Bj", 0 est une racine de multiplicité ¢ et 1 , une racine de multiplicité
m — .

- formules de récurrence : pour m > 0,

(1 —u)B" (u) sii=0
B"(u) =< (1 —uw)B" '(u) + uB]" ' (u) Vie{l,...,m—1}.
uB" ] (u) sii=m.

B"1(u) = m (Biy" (u) — B (u)) .

- décomposition sur la base canonique :

o= (DECT £ (1) (1)

et inversement

1. On a légalité (X +(1- X)) =1m

La formule du binéme de Newton fournit Z B, =1
k=0
2. Soit x € [0,1]. On montre facilement que By, ;(z) > 0.
On en déduit :

B, k(x) <Y By ()
=0
puis By, i(x) < 1.
3.
4. —sik=0: B,o=-n(1-X)""'=-nB, 19

—sik=n: B ,= nX" 1 =nB, 1,1

—si0<k<n,ona
k= k(Z) X1 - X)) — (n—k) (Z) XF(1 - Xy

Onak(y) =n(;2y) et (n=k)(7) = (n=k)(,2) = n(,"510) =n(,5).
Ainsi B;’k = n(Bn_Lk_l — Bn—l,k)
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Soit P un polynéme de degré d impair que l'on écrit
P= adXd —|—ad,1Xd_1 + -+ a1 X +ag

On a alors

Vr#0, P(z) = agd (1+“d‘1 “0)

1

z—+oo

On en déduit que

4 .
P(x)—>{ oo siag >0

Foo siag <O0.

avec aqg # 0

et

Par ailleurs, la fonction 2 — P(x) est polynomiale donc continue.
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires généralisé, on en déduit I'existence de ¢ € R tel que

P(c) = 0.
Le polynéme P a donc une racine réelle.

xT

—— +o0.
r—Fo0
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Notons .¥ = {P e K[X]|3Q € K[X], PQ = 1} I’ensemble de 1’énoncé.
Procédons par analyse et synthése.
Analyse. Soit P € .#.
On peut donc trouver @ € K[X] tel que PQ = 1.
En passant au degré, on obtient deg P + deg @ = 0.
Comme deg P,deg Q € NU {—oc}, on a nécessairement deg P = 0.
Synthése. Soit P € K[X] de degreé 0.
Il s’agit donc d’un polynéme constant non nul, et on peut trouver A € K* tel que P = \.
Posons @ = 1 (licite).
On a alors PQ = A X % =1, ce qui montre que P € .#.
Bilan. .4 = Ko[X] \ {OK[X]}
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(1)

(i)

(iii)

(iv)

Soit P tel que P(2X) = P(X) — 1.

En évaluant en 0, on obtient P(0) = P(0) — 1, d’ou 0 = —1.

Bilan : I’ensemble des solutions est &.

On procéde par analyse et synthése.

Analyse. Soit P € K[X] tel que P(X?) = (X?+1)P.
Comme deg(X?) > 1, on peut appliquer la formule pour le degré de la composée de
deux polynomes. Ainsi, deg P(X?) = deg P x deg X? = 2deg P.
Par ailleurs, deg ((X? 4 1)P) = deg(X? + 1) + deg P = 2 + deg P.
On en déduit que 2deg P = 2 + deg P, d’ot l'on tire deg P € {—o0, 2}.
— Sideg P = —o00,0on a P =0.
— Si deg P = 2, on peut trouver a,b,c € K tels que P = aX? +bX +c.

Comme deg P = 2, on a a # 0. On a alors

P(X?) = (X?+1)P donc aX*+bX?+c=(X?+1)(aX?+bX +c)
donc aX*+bX%?+c=aX* +bX3+(a+c)X?+bX +¢

a= a
0= b

donc b=a+c (par identification des coefficients)
0= b
c= ¢

donc b=a+c=0.

On en déduit que P = a(X? —1).
On a montré qu'un polynéme vérifiant la condition de 1’énoncé était nécessairement
de la forme a(X? — 1), le cas a = 0 correspondant au polynéme nul et le cas a # 0
correspondant au cas de degré 2.
Synthése. Prenons P de la forme P = a(X? — 1) avec a € K.
On a d’une part P(X?) = a(X* —1).
D’autre part, (X2 +1)P =a(X?+1)(X?-1) =a(X? - 1).

Ainsi, on a montré
{P e K[X] | P(X?) = (X2 + 1)P} = Vect(X2 — 1)

Procédons par analyse et synthése.

Analyse. Soit P € K[X] tel que Po P = P.
Si d’aventure le polynéme P est non constant, on a deg P = deg(P o P) = deg(P)?, ce
qui entraine deg P =0 ou deg P = 1.
Dans tous les cas, on a donc deg P < 1.
Soit a,b € K tels que P = aX +b.
On a alors
PoP=a(aX +b)+b=a?X +ab+b.

L’égalité P o P = P entraine donc

a2 =a a=1
{ab—i—b:b donc (a:O ou {sz)

Donc P est constant ou P = X.
Synthése. Réciproquement, il est clair que les polynémes constants et le polynéme X sa-
tisfont aux hypothéses.
Bilan.
{PEK[X] | PoP:P} = Ko[X] U {X}

Le polynéme nul satisfait la condition.
Soit P un polynéme non nul vérifiant la condition de 1’énoncé.
On peut donc trouver Q € K[X] (nécessairement non nul, car P Pest) tel que Q% = X P2.
En passant au degré, on obtient 2deg @ = deg X + deg P2 =1 + 2deg P.
On obtient une égalité entre un nombre pair et un nombre impair.
Bilan.
{P e K[X] | 3Q € K[X], Q% = XPQ} = {0}
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1. Ecrire explicitement la somme. Et vérifier que les deux membres de la formule sont égaux.

2. En utilisant trois fois la formule du binéme de Newton, on a :

A:(1+X)pzzp:(§>X” et B:(1+X)q:zq:(Z>X”

n=0
et

p+q
C=(1+X)P1+X)" = (1+xPH =3 (pZQ>Xn
n=0

Par ailleurs, le coefficient de degré n du produit C' = AB est, d’aprés la formule définissant
le produit de deux polyndmes, égal a

=0 -2005)

En identifiant les coefficients, on en déduit la formule de convolution de Vandermonde :

()6 -0

3. On a
“om\: & m m
E < . ) = E ( i > < ) (symétrie des coeflicients binomiaux)
; i i) \m—1i
i=0 i=0
2m .
= ( ) (convolution de Vandermonde)
m
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Le coefficient en X% du polynome (X2 — 1)2" est (2;’) (=1)P.

2 2 ;
Le coefficient en X7 du polynome (X — 1)?"(X + 1)?" est Z ( ZL) ( n) (=1)7.

i+j=2p J
D’ou ) ) )
>, (D) e = ()
5 j p
2n
En particulier, pour p = n, on obtient Z(—l)k (2712? k) (2]:) = <2:) (="

k=0
D’ou la formule avec la symétrie du coefficient binomial.
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1. On obtient

P, = 4X2-2
Py = —8X3+12X
P, = 16X%—48X2+12.

2. Pour tout n € N, on note H,, 'assertion
« deg P, = n et le coefficient dominant de P, est (—1)™"2". »
ou encore, pour faciliter la présentation du raisonnement :
« il existe R,—1 € K,,—1[X] tel que P, = (=1)"2"X" + R;,_1 »

Montrons Vn € N, H(n) par récurrence double.

Initialisation. On a évidemment Hg et H;.
Hérédité. Soit n € N tel que H,, et Hy,11. On a alors

Pn+2 = —2XPn+1 — Q(TL + ].)Pn
= —2X ((—1)’L+12"Jr1)('7’+1 + Rn+1) - 2(n+1) ((71)”2”X" + Rn_1> d’aprés H,, et Hp

= (—nnt2ertExnt2 . 99X R, — 2(n+1)(—1)"2"X" — 2(n+1)R,_1

EKpn41[X] €Kn[X] €Kn_1[X]

Dou P, o s'écrit (—1)"T227F2X"T2 4+ G, 1y o Sp41 est dans K, 1 [X].
D’ou Hn+2.

3. Pour tout n € N, on note H,, lassertion P,(—X) = (=1)"P,.
Montrons Vn € N, H,, par récurrence double.
Initialisation. On a Po(—X)=1= Py et Pi(—X) =2X = —P;, d'ou Ho et Hy.
Hérédité. Soit n € N tel que H,, et H,41. On a alors

Puya(—X) = —2=X)Pups(—X) = 2(n+ 1)Py(~X)

2X(-1)"" P, —2(n+ 1)(-=1)"P, (d’apres Hy,, et Hpt1)
= (=1)"(=2XP,11 —2(n+1)P,)
= (=1)""2Poys (car (=1)"*2 = (1)),
D’ou Hy4o.

On en déduit que le polynéme P, est pair si n est pair et impair sinon.
4. Soit n € N.

Comme Ps, 11 est un polyndme impair d’aprés la question précédente, on a Ps,41(0) = 0.
5. Soit n € N. On a

P2n+2(0) = (—2XP27H_1 - 2(2’[7, + l)PQn) (0)
= —2(2n + 1) P2, (0).

Par une récurrence immeédiate (comme Py(0) = 1), cela montre que

Pyn(0) = (=1)"2"(2n — 1)(2n —3) -5 x 3 x 1
2m)(2n —1)(2n — 2)(2n —3) - 5x4x3x 2% 1
(2n)(2n —2)---4 x 2

_ (_1)n2n (

= (_1)712nﬂ

[JE)
k=1
(2n)!

— (—1)"2"
(=1) 217 n!
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Les régles de calcul dans K[X] permettent notamment de factoriser la différence P3 — Q3 :
PP = Q' =(P- Q)P+ PQ+@Q").
Comme P et Q sont distincts, P — @ # 0, donc deg(P — Q) > 0 et l'on en déduit
deg (P — Q%) = deg (P — Q) + deg (P* + PQ + Q?)
> deg (P*+ PQ + Q). Q)

Notons maintenant « (resp. ) le coefficient dominant de P (resp. @), de telle sorte que l'on peut
décomposer ces polyndémes avec leur terme dominant comme suit :

P=aX"+F e Q=pX"+Qo,
ou Py, Qo € Kn_l[X].
On a donc
P? = (aX" + P,)?
=a?X?" +2 aX"Py + P?
~—— ~~
€K2n-1[X]  €Kan_2[X]
— aQXQTL +R1,
ol Ry =2aX"Py + P02 S Kgn_l[X].
De la méme facon, on peut trouver Ry, R3 € Ka, 1[X] tels que PQ = aBfX?" + Ry et Q> =
BQXQTL + RS-
En notant R = Ry + Ry + R3 € Ka,—1[X], on trouve donc

P2+ PQ+ Q% = (&®* 4+ af + B)X*" +R. (W)

Le point-clef est maintenant que la non-nullité de « et 3 entraine que o + a8 + 3% > 0 (et cette
quantité est donc non nulle).

Avant de démontrer ce fait, constatons qu’il permet de conclure : I’égalité (#) montre en effet alors
que deg (P? + PQ + Q?) = 2n, et I'inégalité (V) montre donc que deg(P? — Q?) > 2n.

Pour montrer que o+ af + 3? # 0, proposons plusieurs démonstrations

En se ramenant & une identité remarquable. On distingue deux cas.
— Si a et 8 sont du méme signe, a5 > 0. On en déduit alors que af > —2af, donc

A +af+p2>a*-2aB+p%=(a—p)?=0.
— De méme, si a et 8 sont de signes opposés, on a 0 > af > 2af, donc
a®+af+ B2 =a®+2a8+ 6% =(a+p)* = 0.

Grace a la forme canonique d’un trinéme. On peut appliquer la manipulation qui permet
d’obtenir la factorisation canonique d’un trinéme, c’est-a-dire essayer de reconnaitre dans
une somme le début du développement du carré. On a alors

B _
a2+aﬂ+ﬂ2<a+) - =+

2 4
B A\ 3.,
—<a+2) +ZB

Cette quantité est donc la somme d’un carré de nombre réel et de %ﬂ2 > 0, donc elle est
strictement positive.

En se ramenant a4 un trindme. Comme 3 # 0, on peut factoriser

2
a2+a5+52=52<<g> +Z+1>.

Le trinéme du second degré X2 + X + 1 ayant un discriminant < 0, on en déduit
o +af+p%>0,

comme voulu.
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Grace aux complexes. Posons z = ¢™/3. On a |z| = 1 et Rez = %7 donc

oo+ B2 = (a+ B2)(a + B2)

(o + BZ) (a + B2) (car a, B € R)
=a’+af(z+7)+p%z

= a?+2afBRe(z) + 5|2

=a® +ap+ B2

Comme § # 0, a + Bz n’est pas nul (il suffit par exemple de regarder sa partie imaginaire),
donc

?+af+ 82 =la+ Bz >0.
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Dans chacun des cas, on peut effectuer la division euclidienne de A € R[X] par B € R[X], qui est
de degré 2.

On peut donc trouver @ € R[X] et R € R;[X] tels que A = BQ + R.

En notant «, 8 € R les coefficients de R, on obtient donc 1’égalité

A=BQ+aX + 8, (*)

et il s’agit de déterminer « et 3.

(i) On évalue (%) en 1 et en 2, qui sont les racines de B. On obtient ainsi
1=1"=ax1+p et 2" =a x2+ 4.

11 ne reste plus qu’a déterminer I'unique polynéme affine R = aX + 8 tel que R(1) = 1 et
R(2) = 2™. Aprés calcul, on obtient « = 2" — 1 et § =2 — 2™,
Ainsi, le reste dans la division euclidienne de X™ par X2 — 3X + 2 est

2" —1)X + (2 —2").
(ii) On évalue (*) en 1, qui est 'unique racine de B. On obtient ainsi
1=1"=ax1+4 c’est-a-dire a+p=1.
Pour exploiter le fait que 1 est racine double de B, on va également dériver la relation
(%), puis évaluer la relation dérivée en 1. Ainsi, A’ = 2(X — 1)Q + (X — 1)2Q’ + a d’ou
nX" 1 =2(X —1)Q + (X — 1)2Q’ + « puis, en évaluant 1, on trouve n = a.

Onendéduit f=1—a=1—n.
Ainsi, le reste dans la division euclidienne de X™ par (X — 1)? est

nX + (1 —n).

(iii) Le polyndéme B posséde deux racines qui sont cette fois-ci non réelles : il s’agit de =+i.
En évaluant (%) en 4, on obtient

(isint 4+ cost)” = ai + 8 donc e = ai + B.

(On pourrait également évaluer en —i, mais on n’obtiendrait alors rien d’autre que la relation
conjuguée, ce qui ne nous apporterait pas de nouvelle information).

On obtient ainsi

a = Ime™ = sin(nt)

B =Ree™ = cos(nt).
Ainsi, le reste dans la division euclidienne de (X sint + cost)™ par (X — 1)? est

sin(nt) X + cos(nt).
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Solution. a rédiger!

(16exo-1=olynomes.pdf, 6 mars 2025, 22:48)




Autre solution sans nombres complexes, mais avec une récurrence sur n, alors qu’au
début de I’exercice n est fixé!

Cela nécessite de connaitre le résultat !

Pour tout n € N, notons H,, la propriété :

le reste de la division euclidienne de (X + 1) par X2 + 1 est a,, X + 3, oil

o, = \/§n sin (%) et Bn = \/§n cos (%T)

Initialisation. Montrons que la propriété est vraie au rang 0.
D’une part, la division euclidienne de (X + 1)° par X2 + 1 s’écrit

(X+1)° = (X*41)x0gx) + 0X+1

D’autre part, on a ag = \/50 sin0=0et By = \/?O cos0 =1.

Ainsi, le reste de la division euclidienne de (X + 1)° par X2 + 1 s’écrit apX + Bo.
Hérédité. Soit n € N tel que la propriété est vraie au rang n.

Ainsi, il existe @, € R[X] tel que

(X+D" = (X’41)Qn + anX +f,
Multiplions par X + 1, on obtient :
(X+D)" = (X2 + D)X +1D)Qn + (X + 1) (X + B,)
ou encore :
X +D)" = (X2 4+ 1D)(X +1)Qn + anX” + (an + Br)X + B
Ecrivons a,, X2 sous la forme a,(X? 4+ 1) — a,. On obtient
X+ = X2+ D)X +1)Qn + an(X?+1) + (an+Bo)X + (Br — an)

D’ou
(X + 1)n+1 = (X2 + 1)((X + I)Qn + an) + (an + 6n)X + (ﬂn - an)

Il ne reste plus qu’a montrer que
oy + Bn = Op41 et Bn — Oy = ﬂn—i—l

On a
s = T () () 4 () ()

- nm . /nm 1 .
En utilisant que cos (—) = sin (—) = ——, on obtient :

1 vz

Opy1 = \@n<sin (%T) + cos (T))

ce qui s’écrit a1 = ay, + By.
On procéde de méme pour F,41.
La propriété au rang n + 1 est donc vraie.
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X0 —1|X*—-X"
deg(X") < deg(X® —1)
Comme a = bg 4+ r avec 0 < r < b, la deuxiéme condition sur le degré est vérifiée.

Reste & montrer la divisibilité.
On a

Le reste de la division euclidienne de X par X®—1 est X" si et seulement si {

X— X" = XMt X" = X"(X")1-1)

L’égalité de Bernoulli dit que X° — 1 divise (X?)? — 1, a fortiori divise X" ((X®)? — 1), donc divise
X*— X,
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Le mot clé est « Bernoulli ».
Supposons que a = bgq.
Alors X¢ — 1 = (X?%)? — 14. Ce dernier polynéme est divisible par X°® — 1 (merci Bernoulli).
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On peut fournir deux preuves.

1. A vous. En utilisant les racines de X2 + X + 1, a savoir j et j =].

2. Ici, on s’interdit d’invoquer C.
e Commencgons par montrer le lemme suivant

Lemme pratique.
VneN, 3Q,cR[X], X =(X?-1)Q,+1
L’identité de Bernoulli stipule que le polynéme A™ — B™ est divisible par A — B. En utilisant cela

avec A = X3 et B = 1, on obtient que X" — 1 est divisible par X3 — 1. Ainsi il existe Q,, € R[X]
tel que X3 — 1 = (X3 —1)Qp, d’oit le lemme.

On applique ce lemme avec les entiers p, ¢, 7. Donc il existe @, Q4 et Q. tels que
X = (X3-1)Q,+1 X3 = (X3 -1)Q, +1 X3 =(X?-1)Q, +1
En utilisant 1’égalité X3P+2 + X391 4 X37 = X3P X2 4 X39X + X37 on en déduit
X2 x0T = (X -1)Qp+ 1) X+ (XF=1)Qu+1)X + ((X* 1)@ +1)
D’oul
X942 4 X0 X0 = (00— 1) (X2Q, + XQq +Qr) + (X4 X +1)

Or X3-1=(X-1)(X?+X+1),dou

X2 X0 L X0 = (X4 X+ 1) (X - 1)(X2Q) + XQu+ Q) +1

On a donc montré que X2 + X + 1 divise X3P +2 4 X3+l 1 X3,

[169x0—Polynomes.pdf, 6 mars 2025, 22:48]




114

Deux preuves au moins.

— Une premiére preuve en posant la division euclidienne. On trouve :
X4 XPoAXZ X 42 = (X2+2)(X2+ X+ (A—-2) + ((,u—2)X+(—2/\+6))

La CNS est donc que le reste soit nul, c’est-a-dire que 4 — 2 = 0 et —2A 4+ 6 = 0, d’ou

(A p) =(3,2).
— Une avec les racines de X2 + 2 (chausser ses lunettes : il y a un systéme somme-différence a
voir).

Notons P = X* + X3 + AX2 + X + 2.

Comme on cherche une condition nécessaire et suffisante, il serait bon de raisonner directe-
ment par équivalence. Cela va étre faisable grace au cours, et au fait que 1’on résout ensuite
un systéme linéaire (par équivalence).

On a la factorisation X2 +2 = (X +iv/2)(X —iv/2).
D’aprés le cours, on a ’équivalence

X? 4+ 2 divise P <= iV?2 et —iV/2 sont racines de P

En évaluant P en iv/2 et —iy/2, on obtient donc les deux égalités suivantes qui sont équiva-
lentes a ’assertion initiale :

4 — 2v2 — 22 + iVep + 2
4 4+ i2v2 — 22X — iW2u + 2

(I
o o

c’est-a-dire
20— iV2u = 6-—2V2i
20+ ivV2u 6 + 2+/2i

Par somme et différence (on ne perd pas les équivalences, WHY 7), on a

A=3 e pu=2
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Ecrire explicitement la division euclidienne en fonction de a et b.
On trouve

X'—X+a = (X>-bX+1D(X°+bX+0*-1)+ (> -20—1)X + (a—b* +1)
Puis imposer au reste d’étre nul. On trouve

b —2b—-1=0
a=0b -1

b+1)(B*—-b—-1)=0

ui est équivalent &
d d {a = -1

Ce qui équivaut a

b=-1 o [PP-v-1=0
a=(-1)2%-1 a="0%—1 quivaut b d’aprés la ligne précédente

_1xV5
D’ou (a,b) = (0,—1) oubien ¢ =~ 9
a=>b

D’ou 3 couples solutions.
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1. Ecrivons P comme combinaison linéaire de X*.

Constatons que P o A — P o B est alors combinaison linéaire de A* — B* pour k& > 1 (que

devient le terme pour k =07).

Or A — B divise A* — B¥ en vertu de I’égalité de Bernoulli.

Par transitivité, on en déduit que A — B divise Po A — P o B.

On a donc

PoA—-PoB = (A- B) xqq chose

2.0naPoP—-X=(PoP—-P)+(P-X).

Donc il suffit de montrer que P — X divise Po P — P.

On applique la question précédente & A = P et B = X.
D’ou P — X divise Po P — P.

3. Posons P = X? +3X + 1.
On a

PoP—X = (X?+3X+1)2+3(X?+3X+1)+1 — X = (X?+3X+1)2+3X>+8X +4

Et on a
P-X = X?42X+1 = (X+1)?

D’aprés la question précédente, on sait que (X + 1)? divise (X2 +3X +1)2 +3X2 +8X + 4.
On identifie le quotient (par exemple en identifiant les coefficients) et on trouve

Q=X*+4X+5

Reste a trouver les racines de ce polynome (a vous) et a conclure (a vous).

Les solutions de I’équation (22 + 3z + 1) + 322 + 82 +4 = 0 sont donc ...
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Supposons qu'un tel polyndéme P existe.
Ainsi, il existe A > 0 tel que Vz > A, P(x) = In(x).
Les deux fonctions qui interviennent sont dérivables. On a donc :

1
V> A, Pl(x)=-
x

D’ou
Vo> A, xP'(z) =1

On en déduit que les polyndmes X P’ et 1 coincident sur un ensemble infini & savoir [A, +00l.
Donc ils sont égaux.

A cet instant, on a donc X P’ = 1.

En appliquant le degré, on a 1 + deg P’ = 0, égalité de NU {—oc} qui n’a pas de solution.
D’ou l'absurdité.

On peut aussi remarquer que X P’ = 1 fournit 0 = 1 en évaluant en 0.

Solution de Tigrane Ponsin (2022-2023). Exploiter le fait que In(z?) = 2Inz pour obtenir
P(X?)=2P(X),dou2deg P = deg P, d’ott P est constant. Mais la fonction In n’est pas constante !
On peut terminer légérement différemment.

Comme P est constant, I'égalité P(X?) = 2P(X) fournit @ = 2a d’ott @ = 0, mais la fonction
logarithme n’est pas nulle.

Autre preuve de Benoit Faure (2024-2025).

Le polynéme P n’est pas nul. Il a un degré entier. Dériver plus de fois que le degré, donc dériver
n + 1 fois.

On obtient une contradiction.

Autre preuve. Le polynéme P n’est pas nul. Il a un degré d € N.
On regarde ce qui se passe asymptotiquement en 400 : on obtient az? ~ In x.
Contradiction par croissances comparées.
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(1)

(i)

Supposons par 1'absurde qu’il existe un polynome P € R[X] tel que Yk € N*, P(k) = %

On a alors Yk € N*, kP(k) = 1.

Les polynémes X P et 1 coincident sur N*| qui est une partie infinie.

Donc ils sont égaux, c’est-a-dire X P = 1.

En évaluant en 0, on trouve 0 = 1, ce qui est absurde.

Supposons par I'absurde qu’il existe P € R[X] tel que Vk € N*, P(k) = Vk2 + 1.
D’ou Vk € N*, P(k)?2 = k2 + 1.

Les polynomes P2 et X2 4 1 coincident en une infinité de points.

Donc ils sont égaux, c’est-a-dire P? = X2 + 1.

Appliquons le degré, on a donc 2deg P = 2, donc deg P = 1.

Comme tout polynéme a coefficients réels de degré 1 posséde une racine réelle, on en déduit
qu’il existe zo € R tel que P(xzg) = 1.

En évaluant en zg I’égalité P2 = X2 4 1, on trouve

P(x)? = 23 +1

Or 23 + 1 > 0 (car zg est un réel), donc est non nul, d’ott la contradiction.

Supposons par 1’absurde pouvoir trouver un polynéme P € R[X] tel que
Vk € N*, P(k) = 3.

Il est déja clair qu'un tel polyndéme P ne peut pas étre nul.
On peut alors écrire P = Z?:o ar X’ avec ag #0. On a P(x) ~ agz?.

r——+o0
On a alors ag k¢ ~ 3k,
k——+oo
D’ou Pabsurdité par croissance comparée (on a k% = o (3F)).

k—-+4oco

Deuxiéme preuve, plus savante.

Supposons par I'absurde qu’il existe un polynéme P tel que Yk € N*, P(k) = 3*.
Donc P est non nul.

Notons d = deg P € N.

gh+1 _ 3k

2 x 3¥

2P(k).

Ainsi, la différence P(X + 1) — P(X) et 2P coincident sur une infinité de valeurs.
D’ou P(X 4+ 1) — P(X) = 2P.

Appliquons le degré.

On adeg(P(X+1)—P(X)) <d—1 (WHY?) et deg2P = d. D’ou la contradiction.
Justifions le WHY qui n’est pas du tout évident.

VkeN*, P(k+1)—P(k)

Notons « le coefficient dominant de P, ainsi aX¢ est le coefficient dominant de P.
On peut donc trouver R € Ky_1[X] tel que P = aX? + R.
On a alors

PX+1)-PX) = (a(X+D'+RX+1)) - (aX?+ R(X))

d
d\ vk yd
(1) - x

k

= «a ZIZ()(d) X" +R(X +1) — R(X).

+R(X +1) - R(X)

|
o

Bl

Or R € K4-1[X], donc on a aussi R(X + 1) € Ky_1[X]. Par combinaison linéaire, on en
déduit que P(X + 1) — P(X) € Ky_1[X].
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n
1. Le polynéme Lo = H(X — x;) convient.
i=1
Ce polyndme est bien de degré n et admet les x; comme racines.
2. Considérons le polynome EB précédent.
n

Son évaluation en z( est non nulle : elle vaut E)(xo) = H(mo — x;), qui est non nul car les

i=1
x; sont deux & deux distincts.
Posons Ly = — E(; (licite d’apres la phrase précédente).
Lo(zo
Ce polynoéme est de degré n, vérifie Lo(zg) = 1 et admet x1,...,x, comme racines.

Résumons. Le polynome Lg cherché (on démontre en fait qu’il est unique) est :

n n

g | CEESIE | o
H(Io — ) 0=t j=1 0 T i

=1

3. 1l suffit de poser

L, = L I -z

H (Tk = %5) jepon]\(k}

J€[0,n]\{k}
qui s’écrit encore
L, — X -z
jelonl\iky TF T T
n
4. — Existence. Considérons P = ZykLk.
k=0

Le polynéme P est une combinaison linéaire de polynémes de K,,[X], donc P € K,,[X].
Soit ¢ € [0,n]. Calculons P(x;).

On a donc
P(z:) = > weli(w) = D welu(®) + D vk Li(zi) = v
k=0 ke[o,n]\{i} ~ ke{i} ~
— Unicité.

Prenons deux polynomes de K,,[X] vérifiant la condition. Alors ils coincident en n + 1
points (et sont de degré < n), donc ils sont égaux.
5. Premiére solution.
Un tel polynome ) est unique d’aprés la question précédente, et s’exprime a aide des
polynémes de Lagrange.
Considérons les polynomes de Lagrange L1, ..., L, associés aux points 1,2,...,n.
Ainsi,
X
Ly =

—
jeltnhixy © 7

"1
Le polynéme cherché vaut Q = Z %Lk.
k=1
On souhaite calculer Q(—1).

1
Pour cela, calculons les ELk(_l)'

On peut conjecturer cette valeur en calculant ce terme pour k = 1, puis k = 2.
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1 1 1
Lu(-1) = -
X k(=1)

k k
je[tn]\{k}

)

1 . 1
T % 11 (—1—J)XH 7
jel1,n]\{k} je[1,n]\{k} J

nA(n+1)!>< 1
k+1 I k=5 I (k-Jj)

jel1,k—1] jE[k+1,n]

1 o1 (n+1)! 1
R S A e ek o vy e Y Y

On a donc
Q(-1) = é,ﬁm(—l) = é(—l)’““ <Zﬂ> = Tg(—ly <n+1)

On reconnait la somme alternée des coefficients binomiaux amputée de ses deux premiers
termes.

On rappelle que la somme alternée des coefficients binomiaux est nulle, exceptée lorsque 1’on
est a la ligne numéro 0 du triangle de Pascal (ce qui n’est pas ici, car n+ 1 est supérieur a 1).

Reprenons :

Q(-1) = 0- ((—1)0("31)“—1)1(”?1)) = —(1-@+1) =

Autre solution (moins calculatoire, mais plus astucieuse).

Soit Q € K,,—1[X] tel que Vk € [1,n],Q(k) = 4 (un tel polynome existe et est unique d’aprés
la question précédente).

Posons P = X@Q — 1.

C’est un polynome qui appartient a K,[X] et qui vérifie

P0)=-1 et VEke[l,n], P(k)=0

Considérons g, x1, ..., T, tels que Vk € [0,n], zx = k

Posons également yo = -1,y =0, ..., y, = 0.

On a donc Vi € [0,n], P(x;) =y;.

D’aprés la question précédente, P est unique.

Comme on connait n racines, et une évaluation, on a nécessairement :

]?[()( _-j) n
p == c’est-a-dire P= ﬂ H(X —J)
I v
-J

j=1
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On en déduit on
= | (R
j=1
-y
(n+1)!

n!

= —(n+1)

(1+7)

n
=1

J

Comme P(—1) = —Q(—1) — 1, on en déduit Q(—1) = n.
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. On va montrer que {

1. Presque facile!

. Soit @ € C une racine non nulle de P.

Par récurrence, on montre que
on .
Vn €N, a“ est une racine de P

Comme le polynéme P est non nul, il n’a qu’un nombre fini de racines.
Ainsi, I’ensemble {aQ", n e N} est fini.

On peut donc trouver deux entiers n # m tels que a?" = a2".

Quitte a échanger n et m, on peut supposer n > m.

2" (ce qui est licite car a # 0), on obtient a?"~2" = 1.

En divisant de part et d’autre par a
On a trouvé p € N* tel que aP = 1.

Donc a est une racine de 'unité.

. o Par I'absurde, supposons 0 racine de P.

Alors d’aprés la question 1, le scalaire (0 + 1)2 = 1 est aussi racine de P.
Puis, & nouveau avec la question 1, le scalaire (1 + 1)? = 4 est aussi racine de P.
La question 2 implique alors que 4 est une racine de 'unité, d’ou la contradiction !

e Par ’absurde, supposons —1 racine de P.
Alors d’aprés la question 1, le scalaire (—1 + 1)? = 0 est aussi racine de P.
Contradiction avec le point précédent.

Bl =1
IB+1]=1
e Par hypotheése, § est racine de P.

ce qui fournira (WHY ?) que 3 € {4, 4} (faire un dessin).

D’aprés la question 3, 3 n’est pas nul.

D’aprés la question 2, 8 est une racine de 'unité, donc a fortiori est de module 1.

Cela montre la premiére égalité |3| = 1.

e Par hypotheése, § est racine de P.

D’aprés la question 1, le scalaire (3+1)? est racine de P, et est non nul d’aprés la question 3.
D’aprés la question 2, (3 + 1)? est une racine de 1'unité, donc a fortiori est de module 1.

D’ou la deuxiéme égalité |8+ 1| = 1.

|2 =1

= ze{j, 4>
lz+1] =1 0,57

Justification. Montrons {

Par le dessin.

L’ensemble des complexes z tels que |z| =1 est le cercle trigonométrique.

L’ensemble des complexes z tels que |z + 1| = 1 est le cercle de centre (—1,0) et de rayon 1.
Ces deux cercles s’intersectent en deux points qui sont équidistants des points O = (0,1)
et © = (—1,0) et donc sont sur la médiatrice du segment [O€] qui est la droite d’équation

= _1
T=—3.

Ainsi, ces deux points ont une abscisse égale a —% et comme ils sont sur le cercle trigonomé-

trique leur ordonnée vaut :ET.

Ces deux points ont donc pour affixe j et j2.

Par le calcul.

Rappel. Pour tout z € C, on a :
lz+12 = (z+1)(z+1)
= |z]>+2Re(z) +1
Plus généralement, pour tous z,w € C, on a :

lztw]? = (z+w)(zFw)

|22 4+ 2 Re(2w) + |wl|?
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On a les équivalences suivantes

2| =1
lz4+1]=1

!

!
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On écrit le polynéme sous la forme
n
P=> a,X*
k=0

ou a priori, ag,...,a, € C.
Cela permet de définir le polynéme conjugué

On voit directement que, pour tout ¢t € R,

n

Pt) = zn:ﬁtk = axth = P(2).
k=0 k=0

Ainsi, si a € R est tel que P(a) € R, on a automatiquement P(a) = P(a).

L’hypothése de 1’énoncé entraine donc que P et P coincident sur un ensemble infini.

D’ou P = P.

En identifiant les coefficients, on obtient Vk € [0,n],a;x = ag, c’est-a-dire Vk € [0,n],ar € R,
c’est-a-dire que P € R[X].
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(i) Sideg P > 1, on sait que deg P’ = deg P — 1, ce qui entraine P # P’.
SidegP < 0,0ona P’ =0, donc P ne peut étre égal & P’ que si P = 0.
Ainsi, {P € K[X] | P = P'} = {0}.

(ii) On proceéde par analyse et synthése.

Analyse. Soit P € K[X] tel que (P')? = 4P. On distingue deux cas :
— Sideg P <0, P"=0, donc P =0.
— Supposons deg P > 1. On a alors deg P’ = deg P — 1. On a alors

deg(P')> =2deg P’ =2degP —2 et deg(4P) = degP,

d’ott il vient 2deg P — 2 = deg P et donc deg P = 2.
On peut donc trouver a € K* et b, ¢ € K tels que P = aX? + bX + ¢. On a alors la
chaine d’équivalences
(P)?>=4P donc (2aX +b)* =4(aX?+bX +¢)
donc 4a®X? + 4abX + b* = 4aX? + 4bX + 4c

4a%=4a
donc 4ab=4b (par identification des coefficients)
b? =4c
done 455~ 0 (car a #0)
one oy car a .

Ainsi, P = X2 +bX + %
Synthése. Réciproquement, on vérifie directement que le polynéme nul et, pour tout b € K,
2
le polynéme X2 + bX + bz, vérifient la condition de I’énoncé.

In fine,
{PEK[X] | (P’)2:4P} - {O}U{X2+bX+§ |be]K}
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(i)

(iii)

On constate que le polynoéme est solution.

Montrons que c’est la seule solution.

Pour cela, supposons qu’il existe un polynéme non nul P tel que P = P’.

Comme P # Og[x], on a deg P € N.

Comme P = P’, on a deg P = deg P'.

Or deg P < deg P’ — 1.

On en déduit deg P < deg P — 1 (ce qui serait possible si deg P était égal & —o0).
Comme deg P € N, en ajoutant — deg P, on obtient 0 < —1, d’out la contradiction.
Montrons que 'équation P — X P’ = X d’inconnue P € K[X] n’a pas de solution.
Raisonnons par 1’absurde en supposant qu’il existe P € K[X] tel que P — XP' = X.

Premiére solution d’Alfred — année 2021-2022

OnaP—-XP =X.
Alors en dérivant, on obtient
P —(PP+XP")=1
Dot —XP" = 1.
Cette égalité montre que P” # Ok}, donc deg P” € N.
En prenant les degrés, on a 1+ deg P” = 0, ce qui conduit a deg P = —1 qui n’est pas dans
N d’ou la contradiction.

Deuxiéme solution

n
Ecrivons P sous la forme Z ar X" (on ne suppose pas que a, # 0).
k=0
L’égalite P — X P’ = X s’écrit

> apXt — X x> kapXF = X
k=0 k=1
ou encore .
> ar(l-k)XF = X
k=0
En examinant le coefficient en X!, on a
a(l-1)=1 d’ou 0=1

d’oul la contradiction.
Reésoudre I’équation 2P = X P’.

Premiére solution

Analyse Soit P € K[X] tel que 2P = X P'.

n
Ecrivons P sous la forme Z apX* (on ne suppose pas que a,, # 0).
k=0
L’égalité 2P = X P’ s'écrit

Zn:2akxk = in:kakX’H
k=0

k=1
Oou encore
n n
ZZaka = Zkaka
k=0 k=1
ou encore

zn:Zaka = ikaka
k=0 k=0
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Par identification des coefficients, on en déduit que
Vke[0,n], 2ar=kay ou encore (2—-k)ap=0

Par conséquent,
Vk7#=2, ag =0
Bilan de ’analyse : P est de la forme a2 X? avec as € K.
Synthése Vérifions que les polynomes de la forme aX? avec a € K sont solutions.
Le membre gauche vaut 2P = 2a.X2.
Le membre droit vaut XP' = X x 2aX = 2aX?2.
Dou 2P = X P'.

BILAN : les solutions sont les polynémes de la forme aX? avec a € K.

Deuxiéme solution par équivalences (mais attention, en général,
c’est dangereux de raisonner par équivalence)

n
Soit P € K[X] que l'on écrit Z ap X" (on ne suppose pas que a, # 0).
k=0
On a les équivalences suivantes

2P = XP < 22%)(’“ = Zkaka
k=0 k=0
<~ Vke[0,n], 2a;=kag
L vke[o,n]\ {2}, ax=0

= P =ayX?

(iv) Analyse Soit P € K[X] tel que mP = X P".

n
Ecrivons P sous la forme Z apX* (on ne suppose pas que a, # 0).
k=0
Si vous avez des doutes & la fin de la preuve, supposez dés maintenant que n est supérieur
ou égal & m.
L’égalité mP = X P’ s’écrit

n n
> mapX® = XY kap Xt
k=0 k=1
ou encore
n n
Z mapX* = Z kap X"
k=0 k=1
ou encore
n n
Z mapX® = Z kai X"*
k=0 k=0
Par identification des coefficients, on en déduit que

VEke[0,n], mar=ka ou encore (m—k)ap =0

Par conséquent,
Vk#m, ap=0

Bilan de I'analyse : P est de la forme a,, X™ avec a,, € K.
Synthése Vérifions que les polyndémes de la forme a X™ avec a € K sont solutions.

Le membre gauche vaut mP = maX™.

Xm=l sim>1
Le membre droit vaut XP' = X x {ma S? 25— paxm.
0 sinon

Dot mP = XP'.

BILAN : les solutions sont les polynomes de la forme a X" avec a € K.
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Vous devez trouver Vect(X + 2).

Remarque. Cette équation est « linéaire en P ».

En effet, on cherche le noyau de P +— X (X +1)P"” + (X +2)P’ — P qui est une application linéaire.
Ainsi, la solution doit étre également « linéaire en P ».

Une famille génératrice permettra donc de décrire I’ensemble des solutions !
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Le polynéme nul est solution.

Soit P non nul vérifiant P(2X) = P'(X)P"(X).

Notons n = deg P qui est donc un entier!

Sin < 2, alors P = Og[x]- Avec la relation, on trouve P(2X) = 0, puis P = 0 ce que l'on a exclu.
Ainsi, n > 2 et alors degP” =n—2et degP =n — 1.

Par passage au degré dans la relation, on trouve n = (n — 1) + (n — 2).

D’ou n = 3.

On peut l'écrire avec ses coefficients et traduire ’égalité P(2X) = P'(X)P"(X) a l'aide des coef-
ficients.

On trouve P = %X?’.

Réciproquement, ce polynéme est bien solution.

L’ensemble des solutions est donc le doubleton {OK[ X7 gX 3}.
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Le polynéme nul n’est pas solution.
Analyse. Soit P un polynéme non nul solution.
Appliquons le degré On trouve que P est nécessairement de degré n.

Ecrivons P = E arX".
Comme P, P’ X" o

n—1

an X" + Y lar — (k+ Dag | XF = X7
k=0

En identifiant les coefficients, on a alors
an=1 et Vke[0,n—-1], ar=(k+1)arq
Cela définit la famille (ag)ogk<n de maniére unique.
n Ay — 1
Synthése. Posons P, = Z ap X" ou (ar)ogkgn est la famille définie par
k=0 Vke[0o,n—1], ar=(k+1Dars
En remontant ’analyse, on a P, — P, = X,.

Bilan. Il existe un unique polynéme P, tel que P, — P, = X™.
Expression explicite des coefficients.

Par récurrence descendante finie, on voit que les a; sont non nuls.
Ensuite, fixons j € [0,n — 1] (et méme dans [[O,n]] si I'on veut!). On a :

d’ot1, par télescopage, 4 n(n—1)---(G+1).
a

n

Comme a,, = 1, on obtient a; = n—:
n ’]’L' j.
Bilan : P, = ,—"Xj
=07’

Autre preuve.

Analyse.
Soit P solution.
Le polynéme P n’est pas nul.
On a nécessairement n = deg P.
En dérivant une fois P’ — P = nX"~ !, puis P’ — P®) =n(n — 1)X"2.
Par récurrence, on obtient

Vke[o,n], P® — Pk — nn—1)...(n—k+1)X""*
Par somme,

P—pP D = N nn—1)- (n—k+1)X""
k=0

=0
D’out . . '
n!
P= kzzo TR
Synthése. On vérifie que le polyndéme Z 'k)!X "=k est solution.

k= O

Unicité a la main.

Soit n € N fixé.

Soit P, et @, deux polynomes tels que ...

On a alors P, — P} = Q,, — Q,,.

D’ou P, — Qn = (Pn - Qn)l

En considérant le degré, on a P, — Q, = Og[x]-
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Le polynéme est divisible par son polynéme dérivé.
Désormais, cherchons les polynémes non nuls divisibles par leur polynéme dérivé.
Analyse. Soit P non nul tel que P’ | P.
Alors P n’est pas constant, donc n = deg P est > 1.
Pour des raisons de degré, le quotient est de degré 1.
Ce quotient peut s’écrire aX + b, mais peut aussi s’écrire A(X — ) (WHY ?).
On a alors
P=XX—-a)P

. . . 1
En examinant les coeflicients dominants, on a A = — ot n = deg P.
n
Ainsi,
nP = (X —a)P
On est ramené & une équation connue (enfin, si on a fait 'exercice en question).

Plusieurs possibilités s’offrent & nous, dont :

— Utiliser la formule de Taylor en a pour P et identifier les coordonnées dans la base de Taylor
en a, et trouver que P est de la forme a(X — a)™.

— Etablir une formule sur les polynomes dérivés successifs
Vke[o,n], (n—kP*® = (X —a)pPt+D
Puis évaluer en « et dire que « est racine de multiplicité au moins n. Or n = deg P, donc on

a toutes les racines, donc P s’écrit a(X — «)".

— Etablir une formule sur les polynomes dérivés successifs
Vke[o,n], (n—kP® = (X —-a)Pt+D

Puis considérer le produit de toutes ces égalités pour k € [0,n — 1] et obtenir
n—1

H (n—k) x pOpL...p=l) — (x _q)» x pl...pn=1)pH)
k=0

Comme P est de degré n, les polynémes P*) est de degré n—k et n’est donc pas le polynome

nul.

Ainsi, on peut simplifier par P() ... P("=1) et obtenir
nP = (X —a)" P™
Or P™ est constant (WHY) et vaut an! ot a est le coefficient dominant de P.

Ainsi, P est de la forme a(X — a)™.

— Aprés translation, se ramener & n@QQ = X@Q' (avec Q = P(X + «)), résoudre cette équation
en Q) avec la base canonique, trouver que @ est de la forme aX™, puis revenir & P en disant
que P s’écrit a(X — a)™.

Synthése. Soit P un polyndme de la forme a(X — «)™ avec a € K, a € K et n € N*.
On vérifie qu'un tel polynéme est divisible par son polynéme dérivé.

[1Gexo—Polynomes.pdf, 6 mars 2025, 22:48}




130

Soit n» € N un majorant du degré de P.
D’aprés la formule de Taylor, on a

P = anp(k)“‘)(x—a)k — P(a)+ . P(k)(“)(x—a)’f.

k!
k=0 k=1

On a donc

Vz € [a,+o0[, P(z)=P(a)+ Z

OnaVux € [a,+oof, x —a >0, dott (z — a)* > 0.
De plus, par hypothése, on a Vk € N*, P(F)(q).
Donc tous les termes de la somme de droite sont > 0, ce qui montre que

Yz € la,+oo[, P(z) > P(a)>0.

On en déduit que P ne posséde pas de racines dans [a, +00[.
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La linéarité n’est pas difficile : elle résulte de la linéarité de la dérivation et de I’évaluation.

Montrons l'injectivité de ¥. Prenons un polyndéme du noyau de ¥. Alors il est de degré < n
et admet a comme racine de multiplicité au moins n + 1. Donc c’est le polynéme nul.

Montrons la surjectivité. Soit (Ao, ..., \,) € K*HL,
n Ak
Posons P = Z E(X —a).
k=0

On montre que P € K, [X] et que ¥(P) = (Ao, ..., n).

Conclusion. L’application ¥ est un isomorphisme et on a

vl K —  K,[X]

A
(o, s da) = Y (X —a)f

k=0

Remarque (1). En exploitant la formule de Taylor, on peut montrer directement la bijec-
tivité de W.

Remarque (2). En algébre linéaire, on apprend que « une application linéaire injective entre
deux espaces vectoriels de méme dimension est un isomorphisme ».

Ce résultat peut étre appliqué ici car dim K, [X] = n + 1 qui vaut également dim K"*1.
Remarque (3). Une autre facon de montrer que ¥ est un isomorphisme est de montrer que
U est une application linéaire qui transforme une base de K,,[X] en une base de K"*1.

Un petit calcul montre que

Vke[0,n], ¥(XF) (0,...,0,k!,0,...,0)

k!€k+1

ou (eq,...,ent1) est la base canonique de K"H1,
Ainsi, ¥ transforme la base canonique de K,,[X] en la famille (k!ej11)
base de K1 (WHY ?).

ke[o,n] qul est une
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(i)

(i)

(iii)

OnaP=X°—-4X*+7X%-7X%2+4X — 1, donc P(1) = 0.

Puis P/ = 5X% - 16X3 + 21 X2 — 14X + 4, donc P'(1) =

On a P =20X3 — 48X? + 42X — 14, d’ou P"(1) = 0.

On a P" =60X2 — 96X + 42, d’ou P"(1) # 0.

Ainsi 1 est racine de P de multiplicité 3.

Ainsi P s’écrit (X —1)3Q avec Q € Ky[X].

En examinant les coefficients dominant et constant, on peut dire que @ est de la forme
X2 4+ bX + 1. Reste donc & déterminer b.

On a 'égalité

0.

P=(X-13X?+bX +1)

Le coefficient en X du polynéme & droite vaut 3 — b.
Comme le coefficient en X de P vaut 4,ona4=3—b, dou b= —1.
On a donc l'égalité :

P=(X-13X?*-X+1)

Comme le discriminant de X2 — X + 1 est strictement négatif, ce polynome est irréductible
dans R[X], donc la factorisation de P dans R[X] est

P=(X-13X?*-X+1)

OnaP=X*+2X2—-8X +5, donc P(1) = 0.

Ona P’ =4X3+4X — 8, donc P'(1) = 0.

Donc 1 racine de P de multiplicité au moins 2. Ainsi, P s’écrit (X — 1)2Q avec deg Q < 2.
Le polynéme @ est de la forme aX? + bX + c.

En examinant le coefficient dominant et constant, on obtient directement a = 1 et ¢ = 5.
Reste a déterminer le coefficient b. On trouve b = 2.
On a donc I’égalité

P=(X-1)2*X?+2X +5)

Comme le discriminant de X2 +2X — 5 est strictement négatif, ce polynome est irréductible
dans R[X]. Ainsi, la factorisation du polyndéme P est

P=(X-1)2*X?+2X +5)

On a

P=X*"—(54+V2)X?+(5v2-2)X%+ (10 + 2v2) X — 10v2
Donc P(v/2) = 0.
Puis P’ = 4X% — 3(5 4+ v2)X? +2(5v/2 — 2)X + (10 + 2/2), d’ott P'(v/2) = 0.
De plus, P = 12X? — 6(5 + v2)X + 2(5v/2 — 2), donc P"(v/2) = —20v/2 + 8 # 0,
Donc v/2 est racine de P de multiplicité 2.
Ainsi P s’écrit (X —v/2)%(aX? + bX + ¢).
En identifiant les coefficients, on trouve a = 1, b = V2 —5¢et c=—5V2.
On a donc I’égalité

P=(X-V2?*X?*+ (V2 -5)X - 5V2)

Le polynéme X2 + (v/2 — 5)X — 5v/2 a un discriminant positif; il admet 5 et —v/2 pour
racine. Il s’écrit donc (X — 5)(X + /2).
On a donc I'égalité

P=(X —V2)%(X - 5)(X +V2)

C’est la factorisation de P dans R[X].
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Premiére preuve.

On utilise la formule du binéme de Newton :

(X+1)"—nX -1 Z(Z)Xk—nX—l
=0
n
Xk
y

X2 i (Z) Xk—2,

k=2 (
k=2

>

€K[X]

donc ce polynome est divisible par X?2.
Deuxiéme preuve. Notons P = (X +1)" —nX —1.On a
* P(0)=(04+1)"—=n0—1=0, donc 0 est racine de P;
x PP=n(X +1)"!' —n,donc P'(0) =nl""t —n=0.

Donc 0 est racine de multiplicité au moins 2. Donc X2 divise P.
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Notons P ce polynome.
Ona P =3X2-3=3(X-1)(X+1).
On a donc I’équivalence :

P est a racines simples <= P(1) et P(—1) sont non nuls.

OnaP(1)=—2—(a%+%) etP(—l):Q_(L_F%).

On montre facilement “
P(1)=0 < ab=—c et P(-1)=0 < ab=c

Ainsi,
P est a racines simples <= ab# —c et ab#c

ou encore
P est aracines simples <= (ab+c¢)(ab—c¢) #0

Remarque. On a ’équivalence :

P est a racines simples <= Rac(P)NRac(P') = 0
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On a
e P()=1—-(2n+1)+(2n+1) —1 =0, donc 1 est racine de P.
e PP=02n+1)X" - (2n+1)(n+1)X" + (2n+ 1)nX""1, donc

P'(1)

2n+1)—2n+1)(n+1)+ (2n+1)n
07

donc 1 est racine de P’.

e P'=02n+1)2n) X 1 - 2n+ D(n+1)nX"" 1+ (2n+ 1)n(n — 1) X"~2 donc

P'(1)=2n+1)2n)— 2n+1)(n+1)n+ 2n+1)n(n—1)

=2n+1)n2—(n+1)+ (n—1)]
07

donc 1 est racine de P”.

o P = (2n+1)(2n)(2n—1)X?""2— (2n+1)(n+1)n(n—1)X""2+(2n+1)n(n—1)(n—2)X"~3

donc
P"1)=02n+1)2n)2n-1)— 2n+1)(n+ Dn(n —1) + (2n +
=2n+1)n22n—-1)—(n+1)(n—1)+ (n—1)(n — 2)]
=2n+1)ndn—-2—(n—-1)[(n+1)—(n—2)]]
=(2n+1)n(n+1) #0,

donc 1 n’est pas racine de P,

La multiplicité de 1 en tant que racine de P est donc 3.

Dn(n—1)(n—2)

[16exo—Polynomes.pdf, 6 mars 2025, 22:48]




1. Soit a une racine de P,, donc P, (a) = 0. Montrons que P} (a) # 0.
La clé de la démonstration réside dans ’égalité suivante (& prouver tout seul)

1
P! = P, quisécrit encore P, = P, — —X"
n!
D’ou 1
Pl (@) = Pa(a) — "
Comme P, (a) = 0, on obtient P, (a) = —La".

Cette expression est non nulle car a # 0 (en effet, on remarque que P,(0) = 1 donc 0 n’est
pas racine).

Résumé de la preuve.
On a l'égalité fondamentale suivante (spécifique a ce polynome) :

1
P, = aX "+ P
En évaluant en a € C, on obtient

1
Pala) = —a" + Pi(a)

Désormais, si on prend a une racine de P,,, on a nécessairement a # 0 (WHY ?), et on constate
donc que P (a) # 0.

Autre rédaction (un petit raisonnement par ’absurde).

Le polynoéme constant Py = 1 n’a pas de racine, donc il n’a tautologiquement que des racines
simples.

Soit n € N*. Montrons que P, n’a que des racines simples.

Supposons par I'absurde que P, posséde une racine multiple a € C. En particulier, on doit
avoir

P,(a) = P(a) = 0.

Or,

La double égalité P, (a) = P/ (a) = 0 donne alors que %7; = 0; ce qui entraine, puisque n > 1,
que a = 0.
Or 0 n’est pas racine de P,, car P,(0) =1 #0.
On obtient ainsi la contradiction souhaitée, ce qui conclut la démonstration.
2. Brouillon.

On commence par se faire la main sur les petites valeurs de n.

On a

1 1 1
P=1 PP=X+1 P2:§X2+X+1 P3:6X3+§X2+X+1

On constate que les polynémes Py et P n’ont pas de racine réelle (calculer le discriminant).
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D’autre part, on se rappelle du résultat suivant « un polynéme a ceofficients réels de degré
impair admet au moins une racine réelle ».

Pour connaitre le nombre de racines de P3, on peut étudier les variations de la fonction
polynomiale associée, notée Pij.

Or on a l’égalité de polynomes formels P, = Ps.
De plus, la fonction ﬁ; ne s’annule pas, donc garde un signe constant en vertu du TVI (une
fonction polynomiale est continue).

Comme il est facile de voir que P, est une fonction positive, on constate que P3 est croissante,
donc ne peut pas s’annuler plus de deux fois (comme P3 s’annule une fois, elle s’annule une
unique fois!).

Début de la preuve. On note P la fonction polynomiale associée a un polynéme P.
Pour tout n € N, notons H,, la propriété :

R R 0 racine réelle si n est pair
« Le polynéme P,, posséde . . ) . . .
1 unique racine réelle si n est impair

Initialisation.

Montrons Hy. Comme 0 est pair, il s’agit de montrer que Py n’a pas de racine réelle, ce

qui est le cas puisque Py = 1.
Hérédité. Soit n € N* tel que H,_1. Montrons H,,.

Il y a deux cas a distinguer !

— Cas n pair. Montrons que P, n’a pas de racine réelle.
Utilisons un raisonnement d’Analyse en étudiant les fonctions polynomiales asso-
ciées.
On a I’égalité de polynomes formels P, = P, _;.
D’aprés H,,—1, comme n — 1 est impair, le polynéme P, _; admet une unique racine
réelle, notons-la a.

Comme le coefficient dominant de P,,_; est positif, on en déduit la premiére ligne
du tableau suivant.

Justifions la deuxiéme ligne.
On a P,_1(a) = 0 et la relation fondamentale P, = 5 X"+ P/, d’ou P,(a) = —a™.

Comme n est pair, P,(a) > 0.
Par ailleurs, comme 0 n’est pas racine des polynoémes Py, on a « # 0.
On en déduit P,(«) > 0.

x —00 o +00

—

Signe de .’PV/ =P, - 0 +
Variations de EL \ /

On en déduit que P, n’a pas de racine réelle.

>0

— Cas n impair. Montrons que P,, a une unique racine réelle.

D’aprés H,,—1, comme n—1 est pair, le polynéme P,,_; n’admet pas de racine réelle.
De plus en examinant le signe du coeﬂiment dominant et en utilisant la continuité

de Pn 1, on obtient que la fonction Pn 1 est strictement positive.

x —00 +00
— —
Signe de P, = P,_; +
Variations de ﬁ/n 0 _—— oo

Le TVI appliqué a la fonction ﬁ; montre que le polyndéme formel P, admet une
unique racine réelle.

Dans les deux cas, on a montré H,,.
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1. A vous.

2. o L’identité de Bernoulli fournit
X3 1=(X-1)(X?’+X+1)

Comme le discriminant de X2+ X + 1 est négatif, c’est la factorisation de X3 —1 dans R[X].
eOnaX3+1= 7((7X)3 - 1) =—((-X) = 1)((-X)*+ (=X) + 1). Donc

X*41 = (X -1)(X2-X+1)

Donc
XP+1 = (X+1)(X*-X+1)
Comme le discriminant de X? — X + 1 est négatif, c’est la factorisation de X3+ 1 dans R[X].
e Concluons.
En utilisant les deux points précédents et la factorisation de Y2 — 1, on a :

X1 =(X*?-1=X-DX*+1) = ( X-DX*+ X+ D)X +D)(X2-X+1)
Comme les discriminants des polynomes de degré 2 sont négatifs, c’est la factorisation de
X0 — 1 dans R[X].

Autre idée (pas terrible).
En utilisant la factorisation de Y3 — 1, on a

X061 = (X2 -1 = (X2-D)(X*+X%2+1)
Tl nous faut donc factoriser X2 —1 (facile, c’est (X —1)(X +1)) et factoriser le polynéme de degré X*+ X2 +1

(plus difficile!), c’est un polynoéme sans racine réelle donc produit de deux polynoémes de degré 2. Et sa

factorisation fait ’objet de I’exercice suivant.
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e Utilisons C[X] pour ensuite revenir & R|.X]

La clé est de remarquer que le polynéme P est bicarré, c’est-a-dire s’écrit Q(X?) avec Q = X2 +
X +1.

Dans C[T], on a l'égalite 7> + T+ 1 = (T —j)(T —)).

Ainsi, dans C[X], on a P = (X2 —j)(X? —j).

Notons z UNE racine carrée de j. Alors TOPPOSE de z est également une racine carrée de j.
Dot X% —j= (X —2)(X + 2).

Comme z est une racine carrée de j, on obtient que Z est une racine carrée de j.

Donc X2 —j = (X —2)(X +72).

Par produit, on a donc :
X4 X241 = (X —2)(X +2)(X —2)(X +32).
On groupe les facteurs en fonction d’une racine et de son conjugué. Ainsi,
X4 X241 = (X—2)X-2) x (X +2)(X +2)
Le polynéme (X — z)(X — %) est un polyndme a coefficients réels. En effet, on a :
(X —2)(X —%) = X?—2Re(2)X + |22

Ici 22 = j, donc en appliquant le module, on a |z|? = 1.
Comme racine carrée de j, on peut choisir '3 (de partie réelle %) ou bien j2 (de partie réelle _71)

e Preuve spécifique aux particularités de ce polynome.
On remarque que j est racine. Donc j aussi (car le polynome est a coefficients réels).

De plus, le polynéme est pair, donc j2 et (j)? sont aussi racines. B
On tient 4 racines distinctes pour le polynéme P qui est de degré 4 (oui, les complexes j, j, j? et
(j)? sont bien distincts).

Donc P se factorise sous la forme A\(X —j)(X — 7)(X —j*)(X —j2) avec A = 1!

e Restons dans R[X]

Premiére solution astucieuse. On a
X4+ X241 = (X241)2-X2 = (X241 -X)(X24+1+X).

Comme chaque polynéme de degré 2 obtenu a un discriminant strictement négatif, la factorisation
du polynoéme P est :
X4 X241 = (X2 - X+D)(X2+ X +1).

Deuxiéme solution.

Voici un mini-lemme.
Un polynome de K[X] de degré pair est toujours un produit de polynomes de degré 2.
Un polynome de K[X] de degré impair est toujours un produit de polynomes de degré 2,
a un facteur de degré 1 pres!

En fait, ce mini-lemme ne va méme pas nous servir. Ici, on veut factoriser dans R[X]. Le polynome
P = X*+ X2 +1 n’a pas de racine réelle (en effet, on a V¢ € R, P(¢) > 0). Donc P est produit de
deux polyndémes de degré 2 & discriminant < 0.

Le polynome P = X% + X2 + 1 se factorise sous la forme suivante (penser au mini-lemme, ou & sa
démonstration, ou a la phrase précédente) :

P = a(X?+bX +o)(X?2+VX +C)

Comme P est unitaire, on a a = 1.
Le membre droit vaut X* + (b+ ) X3 + (c+bb' + /) X2 + (b’ + cb') X + cc'.
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Par identification des coefficients, on a les 4 égalités suivantes :

b+b =0
c+b+c =1
b +cb =0
e =1

Les lignes 1 et 3 impliquent b(¢’ — ¢) = 0.
Doncb=0ouc=_c.

Montrons que le cas b = 0 ne peut pas arriver. Si b = 0, alors la ligne 1 fournit ¥’ = 0; la ligne 2

s’écrit donc ¢+ ¢ = 1. Or ¢¢ = 1. En combinant ces deux derniéres égalités, on a ¢(1 —c¢) =1 d’ou
2 _ _

c“—c+1=0.

Donc c est solution de t? —t 41 = 0. Or cette équation n’a pas de racine réelle, car le discriminant

vaut —3. D’ou la contradiction.

On a donc ¢ = ¢'.
Les lignes 1 et 2 fournissent 2c — b? = 1 et la ligne 4 fournit ¢ = 1. Ces deux égalités fournissent
c=1(wHY?).
Dou ¢ = 1.
Reste a identifier b et b’. La ligne 2 fournit bb’ = —1 et et la ligne 1 est b+ 0" = 0. Donc b et b’ sont
solution de t? — 1 = 0.
Ainsi b et b’ valent 1 ou —1.
D’ou :
P=(X?+X+1)(X*-X+1).

Ces deux polynémes de degré 2 étant de discriminant < 0, c’est la factorisation de P dans R[X].
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On utilise ici la notation classique (,, = exp (z%’r)
(i) Sur C: X2+ X +1= (X —j)(X —7);

Sur R, le polynéme est irréductible.

(ii) Sur C: X* —4 = (X? - 2)(X2 +2) = (X — v2)(X + v2)(X — V2i)(X + V/2i).
Sur R : (X — v2)(X + v2)(X? + 2).

(iii) Sur C: X4 +1 = (X — () (X — ) (X — ¢2)(X — ¢&) (les racines sont les racines quatriemes
de —1).
Sur R, on rassemble les racines conjuguées :

X'H1=(X - )X - X - @)X ~¢)
= [(X = )X =] [(X =X = Q)]

:(X2—\/§X+1) (X2+\/§X+1).

(iv) Sur C: X° 427 =], (X —wiv3) = [Tkepo1) (X — V3¢E,).
k impair

Sur R (un petit dessin aide),
X027 = [(X = vBG) (x - vaa)] [(x - vai) (x + v3i)] [(x - vB¢h) (X - V3 QL))
= (X?-3X +3)(X*+3)(X*+3X +3).

(v) Sur C:
(XP-X+1)+1=[(X*-X+1) —i] [(X* - X +1) +1]
=(X*—X+(1-4) (X* - X +1+1)
=X +0)(X = (14+9))(X —i)(X = (1—1)).
Sur R :

(X2 - X+1)?+1=[(X+)(X —9)][(X = (1+))(X—(1-1))]
=(X*+1) (X*-2X+2).
(vi) On se rend compte (soit successivement soit, si ’on sent arnaque, en vérifiant que les pre-

miéres dérivées du polynome ont 1 comme racine) que (X —1)? divise le polynéme. On obtient
alors

X° —10X* 4+ 25X3 —25X% + 10X — 1 = (X — 1)*(X? - 7X +1)
:(X_1)3<X_7+23¢5> (XJ—QWB),

ce qui est a la fois la décomposition dans R[X] et dans C[X].

(vil) L’indication montre qu’il existe une racine z telle que la somme des trois racines vaille 2z.
D’aprés les relations coefficients-racines, cette somme vaut en fait 8, donc on obtient que 4
est racine. Ainsi,

X3 —8X? 423X —28 = (X —4)(X% —4X +7),

ce qui est la décomposition dans R[X].
La décomposition dans C[X] s’obtient alors immédiatement :

X3 —8X? 4+ 23X —28 = (X —4)(X — (2+V31))(X — (2 — V3Q)).
(viii) L’indication nous permet d’obtenir une factorisation de la forme
X* 412X - 5= (X? - 2X +a)(X? +bX +¢),
d’ott 'on tire immédiatement b = 2 puis, rapidement, a =5 et ¢ = —1.
Ainsi,
X4 412X —5= (X2 —2X +5)(X2 42X — 1) = (X2 —2X +5)(X + 1+ V2))(X +1 —V2),

ce qui est la factorisation dans R[X].
On obtient alors la factorisation dans C[X] :

X' 412X -5 = (X —(1+2)(X — (1 —20))(X +1+V2)(X +1—V2).

[1Gexo—Polynomes.pdf, 6 mars 2025, 22:48}




144

e On montre la premiére égalité en distinguant le cas z = 0 ou pas a ’aide de 'identité :

xr—1= ] (X-w)

wel,,

Pour z # 0, on a

X" =" = z”((%X)"—l) = 2" H <(iX> —w) = H (X —w2)

wel,

L’application U, — U, est bijective (c’est méme une involution).

£ — ¢
Ainsi

{w, weUn} - {E, feIUn}
D’ou

H (X —wz) = H(X—Ez)

wel, £el,

e Prenons la premiére égalité que 'on évalue en z; :
& V21,20 € C, 2] — 25 = H (21 — wz9)
e D’aprés I'égalité &, on a :
YEEeC, (A" - BY)(E) = ( 11 (AwB)>(€)
wel,
Ainsi, les deux polynomes A™ — B™ et H (A — wB) coincident sur C.

wel,
D’ou l'égalité.

wel,

[16ex0—Polynomes.pdf, 6 mars 2025, 22:48]




145

A rédiger. Ecrire P = 1]/, (X — a;).
Utiliser que VweC, |w=|Imnw|.
Faire le produit d’inégalités positives.

Supposons que Vz € C, |P(2)| > |Im z|de P,
Montrons que P est scindé sur R.
D’aprés un corollaire de d’Alembert-Gauss, tout polyndme (non nul) est scindé sur C.
Bref, P est scindé sur C, donc on peut trouver n € N (il y a n = 0 ici) et des «; tels que
P =TI, (X — ;) (ne pas oublier que P est supposé unitaire).
11 s’agit de montrer que les o; € R (il n’y a rien & prouver si n = 0, car un polyndme constant (non
nul) est scindé!).
Soit « une racine de P (qui n’existe pas si n = 0, mais ce n’est pas grave, puisqu’il n’y a rien a
prouver).
Montrons que a € R.
On applique hypothése & z = . On obtient | P(«) | 2 |Ima|™, d’ot Ima = 0, d’ott « € R.
——

=0
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D’ 5 1 lati ffici . _ . _ ¢ _
1. D’aprés le cours (relation coefficients-racines), on a o3 = —, puis 09 = — et 03 = —.
a a a

2. Vous devez trouver x2 + y2 +22 = o% — 209 et 23 + y3 + 23 = 0:1” — 30109 + 303.

3. On doit trouver 6 solutions. L'une d’entre elles est (1,—2,3), je vous laisse deviner les 5
autres.
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On a les équivalences suivantes :

r+yt+z=1 r+y+z=1 c+y+z=1

1 1 1 yz+axz+azy _ x, Yy, z racines de
ot T T T Tt = T e vy
ryz = —4 xyz = —4 ryz = —4

Le polynéme X? — X2 — 4X + 4 admet 1 comme racine évidente, donc est factorisable par X — 1.
En effectuant la division euclidienne, ou bien en identifiant les coefficients, on trouve que :

X3 - X? —4X +4 = (X -1)(X%—4).

Donc les racines de ce polynéme sont 1,2, —2.
Il y a donc 6 triplets solutions :

(1727 _2) ) (17_272) ) (2a_271) ) (271’_2) ) (_27271) ) (_271a2)'

Rappel. Les relations coefficients-racines pour un polynéme de degré 3 se résument via 1’équiva-
lence suivante (ou z,y, z € K sont fixés et sy, so, s3 aussi)

rt+yt+z = s
ry+yz+zz = S = X} o5 X2 45X —s3 = (X —2)(X —y)(X —2)
rYyz = S3

Ainsi, on a ’équivalence :

rT+ty+z = s
Ty +yz+2xz = 59 <= =z, , 2 sont racines de X> — 51 X2 + 59X — s3
TYyz = S3
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n

Vous devez trouver troc vérifiez si votre formule fonctionne pour n = 1.
ruc

Penser & I’angle moitié. Compléter 'égalité 1 — el = .. ..
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On peut commencer a se faire la main, méme si c’est trop petit, avec n = 2 (on trouve —4).

On a
w/
M-I M =T (v T a-)
(w,w')EUi wel, w' el, \{w} wel, w’ €U, \{w}
w#w’
Pause.

Faisons une pause dans notre calcul, et apprenons un peu de maths.
Fixons wg € U,,. L’application
Yuo : U, — U,

¢ &
wo

est bien définie (WHY ?) et est bijective (de bijection réciproque & — wpf).
On en déduit facilement par restriction et co-restriction (ou bien on refait une preuve) que l'appli-
cation :

Yoot Un\{wo} — Up\ {1}
¢

¢ =
wWo

est bijective.

Autre pause.
Soit f: E'— F une application bijective entre deux ensembles finis, et on suppose que F' C C (de
sorte que les éléments de F' se multiplient).

Alors
[[r@=11 v

relk yeFr
On peut reformuler cela :

Soit f : E — C une application injective avec E ensemble fini.

Alors
[[r@= 11 v

z€EE yef(E)

Un joli résultat. On a les deux égalités :
n—1
x"-1= [[(x-9 et Xt—1=(X-1)) x*
§€Un k=0
On en déduit (WHY ? Cela nécessite une vraie preuve)
n—1
I &-9=>x"
£eUn\{1} k=0
En évaluant en 1, on obtient la belle identité :
I[I a-9=n
£eUn\{1}

Revenons a nos moutons et recollons les morceaux !

On a

I a-%= I a-9=n

w
w €U, \{w} £€UL\{1}

Multiplions par w € U, et effectuons le produit sur w :

H (w H (1—(::/)> = H (wn) = n" H w = n"(=1)"*!

wely, w €U, \{w} wely, wely,

Cette formule fonctionne bien pour n = 2, c¢’est rassurant !
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On prend I'égalité remarquable X™ —1 =[] .y (X —w) et on évalue en %a (licite car b # 0).

ﬁ(a—i—bwk) = (—b)"ﬁ(%a—wk)

k=1 k=1

I
—
|
>
S—

3
N
—

|
<[4
N———
3
|
—_
v

Solution, pour moi, Madame Téte, & ne pas lire.

Considérer P = (X —a)™ —b™ qui a pour racines (comptées avec multiplicité!) les a+bwy, (si b =0,
c’est a répété n fois; sinon, cela fait n racines distinctes).

Pour un polynome unitaire de degré n, le produit de ses racines vaut (—1)"P(0).
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1. Remarque initiale. Rappelons que 1'on a

+q p—9q
cos ——

2

cosp + cosq = QCosp

Ptaq P=4_,

=nb et

En prenant p=(n+1)0 et g=(n—1)0, on a
D’ou

cos ((n+ 1)) +cos ((n—1)0) = 2cos(nd) cos
Reformulation : on vient de montrer que

VpeN, cos((p+2)0) = 2cosb cos ((p+ 1)) — cos(pf)

Existence.
On définit une suite (T3, )nen de polyndmes par récurrence de la fagon suivante

Th =1
T, =X
Vn e Fi, 1214_2 = 24XT1114_1 — 711

Montrons maintenant que :
YneN, VO e R, T,(cosf) = cos(nb)
Pour cela, fixons 6 € R et, pour tout n € N, notons H,, la propriété suivante :
H, T, (cos 0) = cos(nd)
Prouvons cela par récurrence double.

Initialisation
* D’une part, on a Top = 1, donc Ty(cos @) = 1. D’autre part, cos(0 x §) = 1.
Donc Hy et vraie.
* D’une part, on a T} = X, donc Tj(cos ) = cos 6. D’autre part, cos(1l x 8) = cos6.
Donc H; et vraie.
Hérédité Soit n € N tel que H,, et Hpq1.
Montrons H,,42.
Par définition de la suite (T))pen, on a

Thao(cos) = 2cosOT,+1(cos@) — T, (cosb)
D’aprés H,, et Hp41, Oon a

Tpi2(cos) = 2cosbcos ((n+1)8) — cos(nb)
Or, d’aprés la remarque initiale, on a

VpeN, 2cosb cos ((p+1)0) — cos(pf) = cos ((p + 2)6)
On applique cela & p = n et on obtient
Tyi2(cosf) = cos ((n+2)6)
D’ou Hy4o.
2. Considérons deux suites de polynomes (S,,) et (T,) telles que
VneN, VO eR, Sy (cos ) = cos(nb) et T, (cos 0) = cos(nd)

On souhaite montrer que, pour tout n € N, les polynémes S,, et T,, sont égaux.
Fixons n € N.

On remarque que
Vo eR, Sp(cost) = T,(cosb)

Comme la fonction cosinus a pour image [—1, 1], on en déduit :
Vte[-1,1], Sp(t) = Tn(t)

Ainsi les polynémes S,, et T}, coincident sur une partie infinie de R donc, d’aprés le critére
radical de nullité, les polynémes S,, et T;, sont égaux.
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3. On souhaite calculer T, (xy) sachant que zj, est du type cos 8y avec 6, = 5
n

Or T, (cosOy) = cos(nby).

Donc
_ (Qk + 1)7‘( - T\ why
Tn(xr) = cos (n 5 = cos (k+ 2) = 0

On en déduit que, pour tout k € Z, le réel xj, est racine de Tj,.

Remarque. On a 'impression d’avoir trouvé une infinité de racines pour 7;,. Mais T;, n’est
pas le polyndéme nul comme on le verra dans un instant. Ou est donc l'explication ? Les
ne sont pas deux a deux distincts!

Montrons que xg, x1, - - ., Zn—1 sont deux & deux distincts.

2k +1
Pour tout k € [0,n — 1], on a 0 = (2;)77

strictement décroissante et que 6y < 6; < --- < 0,_1, on en déduit

€ [0,7]. Comme la fonction cosinus est

rg=cosfy > x1=cosby > --- > x,_1 =cosb,_1
Donc les z; sont deux & deux distincts pour tout 7 € [0,n — 1].
BILAN : le polynome T, posséde (au moins) n racines réelles distinctes deux a deux.
4. Commengons par remarquer que Ty est constant et que sa factorisation est donc immeédiate :
Ty =1

Désormais, supposons n > 1.
Le polynoéme T, posséde n racines réelles distinctes, a savoir zq, ..., Tnp_1.

Comme T;, est de degré n et de coefficient dominant 2"~! (récurrence double, faites-le), on
en déduit la factorisation de T,, dans R[X] :

n—1
T, = 2" ' (X —ax)
k=0
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1. La fonction polynomiale f : x +— 2 4+ 23 + 22 + 2 + 1 est dérivable.
Ona f':aw— 423 + 322+ 22 + 1.
Ona f" : 2z + 1222 4 62+ 2 qui est une fonction polynomiale de degré 2 dont le discriminant
est < 0. Ainsi, f’ est strictement monotone (croissante ici) et est une fonction polynomiale
de degré 3, donc f’ s’annule exactement une fois en un certain r.

x —00 r —+00

1" + + +

—+00

/! R

+00 +oo
f \ ) /

On a 473 + 3r> +2r +1 = 0. Donc f(r) = r* + r3 + r? + r + 1 s’exprime en fonction de

.72, 7,1 et on trouve

1 1
Fr) = (@t 40 24 3) = 1(4r4+(r+1)2+2) >0

Ainsi f admet un minimum strictement positif, donc f ne s’annule pas.
Donc @ n’a pas de racine réelle.

2. (2a) Comme 6§ = 2, on a
cos(40) = cos(50 — 6) = cos(2m — 0) = cos(—0) = cos(0)
(2b) On a donc
cos(40) = cos(2x20) = 2cos?(20)—1 = 2(2cos(d)—1)?—1 = 8cos*(#)—8cos?(#)+1

3. D’aprés la question précédente, cos(d) est racine de Q.
On vérifie facilement que 1 et —% sont racines de Q.
Donc @ se factorise sous la forme

Q=8(X—1)(X+%)(X2+bX+c)

=

En identifiant les coefficients, on trouve b = % et c=—
Comme cos(6) est racine de @, on a donc

0 =8(cos() —1) (cos(@) + %) (0082(9) + %cos(@) - i)

Comme cos(0) # 1 et cos() # —% (WHY ?), on a

1 1
‘2 —_— S _—_— =
cos“(0) + 5 cos(0) 1 0

D’ou
4cos*(0) 4+ 2cos(f) —1 =0

4. En utilisant que cos(26) = 2cos?(0) — 1 et le fait que cos?(#) = —3 cos(d) + &, on obtient :

cos(20) = —cos(f) — %

Avec cette derniére égalité (et celle donnant cos?(#)), on en déduit que :

cos(0) cos(20) = %
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En développant, on trouve que (X% —2cos(6)X + 1) (X? — 2cos(26) X + 1) vaut
X*+ (—2cos(260) — 2cos(0)) X> + (2 + 4 coscos(20)) X? + (—2cos 6 — 2cos(26)) X + 1
D’aprés les relations de la question précédente, on obtient
(X? —2cos(0)X +1)(X* —2cos(20)X +1) = X* + X® + X* + X +1

. Comme Q = X* 4+ X? + X2 + X + 1 n’a pas de racines réelles (ce que I'on peut revérifier
en calculant les discriminants des deux polynémes de degré 2 ci-dessus), 1’égalité précédente
fournit la factorisation du polynéme Q.
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Considérons ¢ : P — P(X + 1) qui est une application linéaire définie sur K,,[X].

Considérons ¢ : P — > 1_, %P(k)(X ), qui est également une application linéaire définie sur
K, [X].

Par la formule du bindme, on montre que ¢ et ¥ coincident sur la base canonique de K, [X].

Ces deux applications linéaires sont coincident sur une base de K, [X], donc sont égales.
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1. (a) Notons n = deg @ (licite, car @ est non nul) donc Q = a, X" + -+ avec a,, # 0.
En examinant le terme de degré n + 1 de chaque coté de I'égalité (X2 — 1)Q’ = 2XQ,
on obtient na,, = 2a,,.

En divisant par a, # 0, on a n = 2.

(b) D’apres la question précédente, il suffit de chercher @ € G parmi les polyndmes de degré
<2
Soit donc Q = aX? + bX + c. Raisonnons par Analyse-Synthése.
Analyse.

Ona (X?-1)Q =2XQ donc (X?2-1)(2aX +b) = 2X(aX?+bX +¢)
donc 2aX3 +bX?%—2aX —b = 2aX>+20X?% + 2cX

En identifiant les coefficients, on a donc

2a = 2a

b = 2b

—2a = 2c

-b = 0
donc {a + t ¢ =20
b = 0

donc Q=aX%—-a
donc Q@ est de la forme a(X? —1)

Synthése. Vérifions quun polynoéme @ de la forme a(X? — 1) est solution.
Le membre gauche vaut (X? —1)Q' = (X2 — 1) x 2aX

Le membre droit vaut 2XQ = 2X x a(X? —1)

Les deux membres sont égaux, donc @) est solution !

Au lieu de raisonner par Analyse-Synthése, on peut raisonner par équiva-
lences, mais c’est dangereux pour un éléve. Faites-moi confiance!

On a les équivalences suivantes

(X2 -1)Q' =2XQ <+ (X?-1)(2aX +b)=2X(aX?+bX +c¢)
= 2aX34+bX?—-2aX —b=2aX3+20X%+2cX

20 = 2a
— b = 2b

—2a = 2c¢

-b = 0

a + + ¢ =0
< { b - 0

= Q=aX’-a
<= (@ est multiple de X2 — 1

Voici une autre solution. Cette méthode ne passe pas par 'identification des coeffi-
cients, mais par 'utilisation des racines des différents polynomes.

Analyse. Soit Q € G. Alors (X2 —1)Q" =2XQ.

Evaluons cette égalité en 1 et en —1.

On obtient Q(1) =0et Q(—1) = 0.

Donc 1 et —1 sont racines de Q.

Comme Q est de degré au plus 2, on a Q = a(X —1)(X +1) = a(X? — 1) avec a € R.
Synthése. Réciproquement, on vérifie facilement qu'un multiple de X2 — 1 est dans G.

2.(2a) > On s’assure que f envoie R, [X] dans R, [X] (ce qui n’est, a priori, pas une évidence).
Ici, ce n’est pas difficile, car chaque terme de f(P) est un polynome de degré < n. En effet,
pour P € R,[X], on a

1
deg(P) < n deg(—XP') =1+deg P’ < 1+(n—1)=n deg (§(X271)P”) = 2+deg P" < 2+(n—2) =
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(2b)

(2¢)

Comme deg (f(P)) < max(les trois degrés ci-dessus), on a deg (f(P)) < n.

> Linéarité de f. A vous.
Raisonnons par analyse-synthése.
Analyse. Soit P € E vérifiant f(P) = P.

1 1
On a alors §(X2 —1)P"—XP'+P=P,dou §(X2 —1)P"-XP' =0dou (X?-1)P" =
2XP.
Ainsi, P’ est dans G. D’aprés la question 1), on en déduit que P’ s’écrit a(X? — 1).
Ainsi (WHY ?), P s’écrit a(3 X — X) + couce€R.
Synthese. Vérifions qu'un polynome P de la forme a(3X? — X) + ¢ vérifie f(P) = P.
Calculons f(P).

Faisons un petit calcul préparatoire en calculant f(1X?—X) et f(X°). Je vous laisse faire.
On a

f(P) = f(a(%X?’—X)—i—c) MG FAXE S X) 4 ef(X0) " g(AXP - X) X0 = P

Soit P € E vérifiant %(X2 —1)P" — XP'+ P = Og[x]-

On peut supposer P non nul (why ?). Ainsi P = aqX? +... avec ag # 0.

En examinant le terme en X¢ de 1’égalité, on obtient %d(d —1)aq —dag+aq =0.
D’ott (WHY?) d? —3d+2=0. Ainsid =1oud = 2.

On vient de montrer que deg P =1 ou deg P = 2.

Ceci constitue une premiére étape. Attaquons la deuxiéme étape de la preuve.

Avec la condition sur le degré, on en déduit que dans tous les cas, P est de la forme
aX?+bX +c (avec a nul si deg P =1 et a # 0 si deg P = 2).
On a

1 1
§(X2 —1)P" — XP'+ P = 0Og[x] donc §(X2 —1)(2a) — X(2aX 4 b) + (aX? + bX + ¢) = Og[x]

donc (32a—2a+a)X? 4+ (—b+b)X + (—12a+c) = Ogx

En identifiant les coefficients, on obtient donc :

0 = 0
0 =0
—a+c = 0

donc P=aX?2+bX +a
donc P=a(X%2+1)+bX

donc P est combinaison linéaire de X2 + 1 et X

Synthése. Vérifions qu'un polynéme P combinaison linéaire de X2 + 1 et X est solution,
c’est-a-dire vérifie f(P) = 0.

Commengons par un petit calcul préparatoire en calculant f(X2+1) et f(X). Vous devez
trouver 0.

Ecrivons P sous la forme a(X? 4+ 1) + bX.

On a alors

F(P) = f(a(X?+1) +bX) "™ af(X24+1)+bf(X) = a-0+b-0 = 0
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1. e Tout d’abord, remarquons que la famille F est une famille libre. En effet, ¢’est une famille
de polynoémes non nuls échelonnée en degrés.
e Reste & montrer que F est une famille génératrice de F.
Ce n’est pas facile!
En fait, au mois de Mai, nous n’aurons pas besoin de montrer ’aspect générateur. On
pourra dire (avec un théoréme de demi-fainéant) :

La famille F = (Py, P1,..., P,) est une famille libre de E de bon cardinal (« de
bon cardinal » voulant dire que F posséde dim E vecteurs). Donc F est une base
de E.

Mais comme on n’est pas encore au mois de Mai (ah, si, maintenant, on y est, mais je laisse
quand méme la preuve ci-dessous), on va prouver que la famille F est génératrice de E.

Pour cela, on se donne un polyndéme ) quelconque de E.
On cherche & montrer que @ est combinaison linéaire des polynémes Py, ..., P,.
Autrement dit, on cherche a montrer qu’il existe des scalaires Ay, ..., A, tels que

MoPo+ P+ +MPy=Q

En identifiant les coefficients en X%, X',..., X" de cette égalité, cela revient a montrer
Pexistence de scalaires Ag, ..., A, vérifiant le systéme
Aocoeffxo(Py) +  Ajcoeffxo(Py) + -+ + Aycoeffyo(P,) = coeffxo(Q)
Aocoeffx1(Py) +  Ajcoeffxi(Py) + -+ 4+ Apcoeffxi(P,) = coeffx1(Q)
Aocoeffxn (Py) + Ajcoeffxn(Py) 4+ -+ 4+ Apcoeffxn(P,) = coeffxn(Q)

En fait (WHY ?7), on obtient le systéme triangulaire suivant

Aocoeffxo(Py) +  Ajcoeffxo(Py) +  Agcoeffxo(Pp) + +  Apcoeffxo(P,) = coeffxo(Q)
Acoeffxi(Pr) +  Agcoeffxi(Pr) + +  Apcoeffx1(P,) = coeffx:1(Q)

Agcoeflxz(Py) + + Apcoeffx2(P,) = coeffx2(Q)

Ancoeffxn(P,) = coeffxn(Q)

1
Dans notre exercice, on a  Vk € [0,n], coeffys(Py) = o

Le systéme précédent s’écrit matriciellement :
matrice triangulaire avec une belle diagonale a dessiner : & vous de faire le dessin

La matrice qui intervient est triangulaire supérieure avec aucun zéro sur la diagonale donc
elle est inversible.

Donc en inversant la matrice, on obtient des \; en fonction des coefficients de @ tels que...

BILAN : la famille F est génératrice de F.

D’ailleurs, est-ce que cette derniére preuve ne montrerait pas directement que la famille F
est une base de E7

Autre preuve.
On veut montrer que Vect(F) = K, [X].
L’inclusion non évidente est D et cette inclusion revient & montrer que

Vke[0,n], X*e Vect(F)

Montrons que, pour tout k € [0,n], la propriété Hy : « X* € Vect(F) » est vraie.
Procédons par récurrence forte.
> Initialisation. La propriété Hg est vraie car X° vaut Py qui est bien dans Vect(F).
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> Hérédité. Soit k € [0,n — 1]. On suppose que les propriétés Hy, ..., Hy sont vraies.
Montrons Hg41-
On a l'égalité

P = C _|1_ 1)!X(X —(k+1)* = ﬁ[)(kﬂ —|—R] avec R de degré < k
Ainsi
* Xt = (k+1)!Pyy — R
e Le polyndme R est de degré < k, donc est combinaison linéaire de X©, ..., X*.

D’aprés Ho, . .., Hg, on en déduit que R est dans Vect(F).
e Le polynome Py est un polynome de la famille 7, donc est a fortiori dans Vect(F).

L’égalité % et les deux points e précédents montrent que X**1! est dans Vect(F).
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2. Pour k=1,ona P{(X+1)=1= Py(X).

Pour k€ [2,n], ona

1

= 1)|X(X+1—k)k*2 =Py

1 k—1
Pl(X+1) = H(thlfk)k*l+T(X+1)(X+lfk)k*2 =

3. (3a) On remarque que f =idg —goug: P— P'(X +1).
11 suffit de montrer que g est un endomorphisme. Et ce n’est pas trop dur!
Ainsi, f est un endomorphisme de E.
(3b) On a f(FPy) = Po.
Et pour k € [1,n], on a f(Py) = Py — P[(X 4+ 1) = P, — Py_1.

1 -1 0 ... 0

0 1 -1 0

(3¢c) La matrice de f dans la base F est A =

o ... . 1 -1
L 0 1 -

Cette matrice est inversible, donc f est un automorphisme de E.

(3d) Montrons que (X — 1)"*! est un polynéme annulateur de f.
Autrement dit, montrons que (f —id)"*! = 0z(m)-
En notant g : P — P/(X 4 1), on remarque que f = idg — g.
Ainsi (f —idg)" Tt = (—1)"Hgntl,

Il suffit donc de montrer que g"**

= 0c(m)-
Pour cela, on va calculer les itérés de g.
Par une récurrence immédiate, on montre que g* : P — P®) (X + k) pour tout k € N.
En particulier g"*!: P+ Pt (X 4 n).
Or lorsque P est de degré < n, alors P(" 1 est le polynome nul. Ainsi, ’endomorphisme
g™+, défini sur E = K,[X], est nul.

(3e) Déterminer les valeurs propres de f, c’est-a-dire les A € K tels que Ker(f—M\idg) # {0g}.
Analyse.
Soit A € K une valeur propre de f.

Comme le polynéme Q = (X —1)"*1 est annulateur de f, on en déduit que A est racine
de @, autrement dit que A = 1.

Bilan de I’Analyse : si A est valeur propre de f, alors nécessairement A = 1.

Synthése.

Vérifions (ou pas) que 1 est valeur propre.

Il s’agit de voir s’il existe un polynéme P non nul tel que f(P) = P, c’est-a-dire tel

que P- P (X +1)=P.

Et c’est bien le cas en prenant un polyndme constant non nul. Il vérifie bien f(P) = P!
(3f) Pour déterminer la matrice inverse de A, soit on écrit le systéme ¥ = AX a inverser

avec le pivot de Gauss.

Ou bien on écrit A = I — N avec N la matrice ayant une surdiagonale de 1 et des 0

ailleurs. Les puissances de IV sont évidentes & calculer et on a N1 = 0.
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En utilisant 'identité de Bernoulli (car I et N commutent), on a

o Nt = (I—N)ZNk ce qui s’écrit I:AZNk
k=0 k=0

n
Donc A~! = E N*. ce qui, aprés calculs des puissances de N, donne :

k=0
1 1 1 11
0 1 1 11
Al =
0 ... 0 1 1
0 0 0 1

4. Premiére preuve, sans se fatiguer. Fixons m € N.
On écrit f sous la forme idg — g avec g : P — P'(X +1).
Comme idg et g commutent, on peut utiliser la formule du binéme de Newton et on obtient :

m o _ (M kK
=Y ()t
k=0
Appliquons cette égalité d’endomorphismes & un polyndéme quelconque. On obtient :
vPeR,  fm(P) = Y (m)(—l)’“g’“(P)
k=0 k

Or, par récurrence immédiate, on montre que g* : P — P(k)(X + k). Donc

) = X ()PP

k=0

Soit P € E. Démontrer que pour tout m € N, on a
frP) = 30T ) PO i)
. i

Deuxiéme preuve, on reprouve le bin6me de Newton dans ce cas particulier.
On prouve par récurrence sur m le résultat proposé.

On peut commencer par fixer un polynéme P qui ne bougera pas.

Pour tout entier naturel m, on pose

Hom): 7m(P)0) =301 () PO )

e H(0) est vraie.

e Soit m € N.

Supposons H(m). Montrons H(m + 1).

En écrivant que f™*! = f o f™ et en utilisant H(m), on a :

FHP) = fo f(P) = f(i(—l)i (7)Poce+ z’))
=0
Par linéarité de f, puis définition de f :
FrEUP) = i(—ni (ﬂ,l)f(P(i)(X +i)) = i(—l)i (m) (PO +i) = PED(X +i+1))
0

1 . 1
=0

7=

Ensuite, on utilise la linéarité du symbole ¥, puis on fait un changement d’indice.

- i(_l)i ("Z) PO(X +4) — i(—ui (T) PUFD(X i+ 1)

=0
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m—+1

_ §(1)<T> PO(X +i) - Y (-1 <J.T1>P(”(X +7)

j=1

Enfin, on sort le terme pour i = 0 et le terme pour j = m + 1. D’ou

= (~1)° (?) PO(X+0) + i(—l)i [(T)*(l T1)

D’ou

m

PO(X+4i) + (=1)m+? ( ) P (X 4mA1)

m

m—+1
I (P)(X) = Z(—l)i(’”,+ 1)P@(X i)

i
=0
Ce qui établit H(m + 1).
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— On remarque que ’égalité est « linéaire en P » .
— Pour P = XO, I’égalité est connue. ..

— Pour P = X!, Iégalité est plus difficile & établir. Penser & la formule du capitaine

n n—1
L -
— Pour P = X2, Iégalité est désagréable & montrer.

On peut utiliser le jeu d’écriture k% = k(k — 1) + k.
Mais il est plus astucieux de montrer ’égalité directement avec le polynéme P = X (X — 1),

en exploitant le fait que
n n—2
k(k — U(k) =n(n— 1)<k B 2)

— Soit i € [1,n —1]. Pour P = X(X —1)--- (X —i+ 1), on exploite le fait que

k(k—l)--~(k—i+1)(z> :n(n—1)~~(n—i+1)(z:§>

— On conclut en disant que 1’égalité est vérifiée pour les vecteurs de la famille

(X(X 1) (X —i 1))1.6[[0,71_1]1

qui est une base de K, _1[X].
Par linéarité, la formule est vraie pour tout P € K,_1[X].
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En développant (X — z)(X — y)(X — z), on obtient que z, y et z sont racines de X3 — zyz.
Les trois nombres complexes ont donc le méme cube et, a fortiori, le méme module.

Rappel. Soit n € N* et z,w € C.
Si 2" = w™, alors |z| = |w|.
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1. e« Comme P est non constant, P est de degré n > 1.
Notons ¢ son coefficient dominant. Alors P(x) o cx™
o0

400 sic>0

+too | —oo sic<O0

Or cz" — {
L’hypothése Vz € R, P(x) > 0 implique que P est positif au voisinage de +00, donc la limite

en +oo vaut +oo, donc ¢ > 0.

e Soit a € R une racine de P. Notons m sa multiplicité.

Ainsi, P s’écrit (X — a)™@Q avec Q(a) # 0.

On a donc P(x) ~ Az —a)™ ou A = Q(a).

Supposons par I'absurde que m est impair.

Alors (z — a)™ change de signe au voisinage de a, donc P(x) aussi (par partage de signe).
Or P(z) est positif pour x au voisinage de a.

D’out la contradiction.

Donc m est pair.

Bilan. Les racines de P sont de multiplicité paire.

2. Considérons la décomposition en facteurs irréductibles de P :

s t
P =c[[(x—z)*™ [[RY
i=1 j=1

ol les x; sont les racines réelles de P (elles sont de multiplicité paire!),
et les R; sont des polynémes du second degré & discriminant négatif.
Les racines de ces polynémes sont des nombres complexes conjugués z;,z;.
En particulier, on a
Ry = (X = z) (X — z).

Posons donc

C = VA[[xX =)™ JT(X-2)".
=1 j

j=1

On a bien P = CC.
3. Décomposons C' en partie réelle et en partie imaginaire C = A+ iB avec A, B € R[X].
D’aprés la question précédente, on a P = CC = A? + B2.
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A rédiger.
Pour mémoire, voici un lien.
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https://math.stackexchange.com/questions/271337/find-all-polynomials-p-such-that-px21-px21
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Idée de la preuve.

Avec Euler, on trouve que

(1+e9X)" — (1+eX)"
2i '

P:

Soit z € C.

On a P(z) = 0 si et seulement s'il existe w € Uy, tel que 1 + ez = w(1 +e712).

En inversant 1’expression homographique, on a z(e!? — we™) = w — 1.
) ™
En notant w = €% avec a, = —, on a
n

Z(eia _ ei(—9+20¢k)) — eQiOék —1.

On constate que les angles moitiés de gauche et de droite sont égaux, donc cela sent bon la

simplification.
On trouve alors :

n

sin(0 — k) sin (0 — km)

sin(a)  sin (Ex)

qui est réel!
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— On remarque que les constantes de module 1 sont solutions, que le polyndéme nul n’est pas
solution, que les mondémes X" sont solutions.

— On remarque également que & est stable par produit (ceci est dit au fait que U est lui-méme
stable par produit : un produit de nombres complexes de module 1 est de module 1).

Ainsi, si on prend P et @ dans &, alors :

Vwel, (PQ)w)=P)Qw) el
) €U

— Avec cela, on peut rapidement conjecturer que
£ = {PG(C[X] |3(\,n) € UxN, P:)\X"}

Montrons l'inclusion difficile.
Soit P € £. Alors P n’est pas le polynéme nul, donc posséde un degré entier n € N.
Par hypotheése, on a (penser a traduire que le module au carré vaut 1) :

VwelU, Pw)Pw)=1

— 1
Comme P(w) = P(w) et @ = —, on a en multipliant par w” :
w
VwelU, Pw)xw'Pw?) =uw"
Cette derniére égalité est polynomiale, elle s’écrit

Pw)Q(w) =w" ol Q = ZﬁX"’k avec ay = coeff xx (P)
k=0

n
- Y
£=0
Ainsi, PQ et X™ coincident sur U qui est une partie infinie, donc ils sont égaux.
En passant au degré dans l’égalité PQ) = X", on en déduit que deg @ = 0, ainsi
Ve e [1,n], n—¢ =0

D’ou
Vk e [0,n—1], ai =0

Finalement, P = a, X™. On montre que a,, € U en évaluant en 1 € U.
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Considérons le polynéme D = P—@Q. Comme P et ) sont distincts, la différence D est un polynéme
non nul.

D’aprés le critére radical de nullité, D a un nombre fini (< deg D) de racines. En particulier, on
peut trouver un réel A € R tel que D n’a pas de racine dans [A, 4+o0].

En effet,

— si D n’a pas de racine (réelle), n’importe quel réel A convient, par exemple A =0;

— 81 D a des racines (réelles), le réel A = zyax + 1 convient, oll zyax est la plus grande racine

réelle.
Montrons que sur l'intervalle [A, +o0], le polynéme D reste de signe constant.

— Si D(A) > 0, montrons Vt € [A, +o0[, D(t) > 0.
Supposons par l'absurde qu'il existe tg € [A4, +oo[ tel que D(tp) < 0. Comme D(A) > 0, on
a nécessairement tg > A.
La fonction ¢ — D(t) est continue (car polynomiale), vaut D(A) > 0 en A et D(tp) < 0 en
to. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit qu’il existe ¢ € [A4, to] tel que
D(c) =0.
Cela fournit une racine réelle > A au polynéme D, et une contradiction avec ce qui précéde.
Cela conclut la preuve : on a montré V¢t > A, D(t) > 0, donc

Vt > A, P(t) < Q).
— Si D(A) < 0, on montre de la méme fagon V¢ > A, D(t) < 0, donc

Vi > A, P(t) > Q(t).
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Analyse (éventuellement cachée). Si P est un tel polynome, P’ est de degré 4 et vérifie
(X -1 | (P+1)=P et (X+1?|(P-1)=P,
d’oti 'on tire I'existence de u € R* tel que
P =u(X —1)*(X +1)? =u(X* - 2X? + 1),
puis celle de ¢ € R tel que

X5 2
P=u (Ei __Ei)(3 4‘.)() + c.

Les conditions P(1) = —1 et P(—1) = 1 donnent

%u +c=-1
—%u—!—c: 1
d’ot U'on tire ¢ = 0 puis u = f%. Ainsi,
3 5 15
P=--X°+-X3- —X.
8 + 4 8

Synthése. Réciproquement, on vérifie que —2X° 4+ 2X3 — 13X convient.
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Procédons par analyse et synthése.

Analyse. Soit P € K[X] tel que P = P'P”.
Distinguons deux cas.
— SidegP <1,ona P”=0,donc P=P'P'"=0.
— sid=degP >2,0on adeg(P'P")=degP +degP’" =(d—1)+ (d—2).
On a donc l'égalité d = 2d — 3, c’est-a~dire d = 3.
A ce stade, on pourrait chercher bourrinement parmi tous les polynomes de degré 3. On
va essayer d’étre un peu plus fin, méme si ce n’est pas nécessairement la meilleure chose
a faire ici.
Si lon considére P’ comme un élément de C[X], il est scindé. Ainsi, 'une ou 'autre des
deux possiblilités adviennent :
e Le polyndome P’ a deux racines distinctes z; # 2. L’égalité P = P’ P"” montre alors
que z; et zo sont également des racines de P. D’aprés le critére différentiel, on a

donc
pa (P) 22 et pe,(P) =2,

ce qui contredit le fait que P est de degré 3. Ce cas est donc impossible.

e Le polyndme P’ a une racine double 2. L’égalite P = P’'P” montre alors que
z est également une racine de P. D’aprés le critére différentiel, z est donc une
racine au moins triple de P. Vu que P est de degré 3, P s’écrit donc sous la forme
P =u(X —2)3, ott u € K est le coefficient dominant du polynéme P.

Remarquons que dans le cas K = R, la racine z est nécessairement réelle. En effet !,
si z n’était pas réelle, Z serait aussi racine triple de P ce qui est exclu par des
considérations de degré.
Ainsi, on a trouvé u € K* et z € K tel que P = u(X — 2)3.
On obtient alors par le calcul que P'P” = 3u(X — 2)? x 6u(X — z) = 18u?(X — 2)3,
donc Pégalité P = P'P” entraine u = 13.
Ainsi, il existe z € K tel que P = 15(X — 2)%.
En résumé, ona P=0ou 3z € K : P = £(X — 2)%.
Synthése. Réciproquement, il est déja clair que le polynome nul satisfait & la condition.

Dans le deuxiéme cas, soit donc z € K et P = 1¢(X — z)3. On a donc

P =
6
1
P//:§(X—Z)
1

donc P'P"=—(X —2)3

ce qui conclut.
In fine,
! pI 1 3
{PGK[XHP:PP } = {O}U{I—8(X—z) : zeK}

1. Deuxiéme argument : d’aprés les relations coefficients-racines, le coefficient de degré 2 de P est —3uz, ce qui
entraine assez directement que z € R.
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Clairement, (P, AP) avec |A| > 1 convient. On va montrer que c’est la seule possibilité.
Soit (P, Q) un tel couple; écrivons @ = u[[_, (X —a;)P* une factorisation de @ (u est un complexe
non nul, les (a;) sont des complexes distincts et p; > 1). Montrons que P est associé a @) en trois
étapes.

— En a4, 'inégalité implique P(a;) = 0 : les a; sont des racines de P.

— On a I’équivalent

Q(a; + h) ~ uH(ai —a;)hPi.
J#i
L’inégalité entraine donc que P(a; +h) = O (hP). Cela entraine que la multiplicité de a;

h—0
en tant que racine de P est > p;. En particulier, @) divise P.

— En général, un polynéme R de terme dominant aq X9 vérifie | R(x)] o aq|x|?.
xT|— 00

Ainsi, I'inégalité pour des complexes de grand module entraine deg P < deg @ et donc que
P et @ sont associés.
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