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Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle non trivial (non vide, non réduit a un point).

I. Généralités

Nombre dérivé...

Définition. Soit f: I — R. Soita € I.
— Le taux d’'accroissement de f en a est la fonction définie sur I \ {a} par :

N{fag — R
f(X)—f(a)_

X—a

X

— La fonction f est dérivable en a lorsque sa fonction taux d’accroissement en a possede une
limite finie en a.

Cette limite s’appelle le nombre dérivé de f en a et se note f'(a).

— On dit que f est dérivable sur I lorsque f est dérivable en tout point de 1.
La fonction définie sur I par a — f'(a) est appelée fonction dérivée de f, et est notée f’.

— On note 2(1,R) '’ensemble des fonctions dérivables sur I.

« Léger abus. Comme pour les fonctions continues, on s’autorise parfois a parler de fonctions déri-
vables méme dans le cas ou elles sont définies sur une réunion d’intervalles d’intérieur non vide.

Par exemple :
— lafonction x — % est dérivable sur R*

— la fonction tangente est dérivable sur ]—% + k7, % + krl.
keZ

« Notation. «’ » ne s’applique qu’aux fonctions. On peut écrire f'(x), mais stittoutpas f(x)’.

« Seramener en 0.
La fonction f est dérivable en a si et seulement si la fonction h — f(a+ h) est dérivable en 0.
Autrement dit, pour étudier la dérivabilité en a, on étudie
fx) - fla) fla+h)-f(a)

auvois. de a ou auvois.de 0
xX—a h

« Notion locale. La notion de dérivabilité étant définie a I’aide d’'une limite, est une notion locale.
Plus précisément, s’il existe r > 0 tel que la restriction f; est dérivable en q, alors f est dérivable
!/
enaetona f,(a) = (ﬁ[n[a—r,a+r]) (a)

Inla-r,a+r]

Proposition (quatre fonctions usuelles).

— Lafonction f: R — R estdérivablesurRet f':x— 0.
x — 1

— Soit neN*.Lafonction f: R — R estdérivablesurRet f': x— nx""!.

x — x"
— Lafonction f: R* — R
x — x
1
* estdérivablesurR™* et f': x — ——.
! 2%

* n’est pas dérivable en 0.

-1
— Lafonction f: R* — R estdérivablesurR* et f': x— —-.
x

X

R=
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Dérivabilité = existence d'un D1,

Proposition (existence d’'un développement limité a 'ordre 1). Soit f: I — R. Soita € I.
La fonction f est dérivable en a si et seulement si il existe un réel ¢ et une fonction € : I — R tels
que:

Vxel, f(x)=fla)+{l(x—a)+ex)(x—a) et ex)— 0.

Xx—a

Dans ces conditions, f'(a) = /.

« Vocabulaire. Une fonction dérivable en a posséde un développement limité a I'ordre 1 en a.

f dérivable en a

f't@ #0 = =@ = fak-a

« Remarque. On peut en déduire : {

@ Proposition (DL; = DLy). Soit f: I — R. Soit a € I.
Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

« Attention. La réciproque est fausse, bien stir! Penser a la fonction valeur absolue en a = 0.

Gauche/Droite

Définition. Soit f: I — R. Soita € I.

— Si a n'est pas la borne supérieure de I, on dit que f est dérivable a droite en a si la restric-
tion f . est dérivable en a.

Par définition, le nombre dérivé a droite de f en a est ( fi

In[a,+oo

"(@). 1l est noté f(@.

Im[a,+oo[)
— On définit de méme la dérivabilité a gauche et le nombre dérivé a gauche, en un point a qui
n’est pas 'extrémité inférieure de I. Il est noté fé’,(a).

« Mini remarque. Si a est I'extrémité supérieure de I, alors I'intersection I N [a, +oo[ est réduite au sin-
gleton {a}, donc la question de la dérivabilité a droite de f en a n’a pas de sens.

« Of course. Si f est dérivable a droite en a, alors f est continue a droite en a.

« Résultat. Soit @ € I wnpoinsmericun.
On aI’équivalence
f dérivable a gauche en a
f dérivableena <= f dérivable a droite en a

fel@ = f(a)

« Analogie/Différence. Soit a € I wn point intérieun.

e
On al’équivalence f contine a gauche en a

f continueena <<= ] : ]
f continue a droite en a

« Exemple/Contre-exemple.

La fonction f : x — |x| est dérivable a gauche et a droite en 0, mais n’est pas dérivable en 0.

Preuve.

Larestriction de f a]—o0,0] est la fonction x — —x qui est dérivable en 0, de nombre dérivé —1.
Donc fé(O) =-1.

De méme, on afL;(O) =1.

Ainsi, f n'est pas dérivable en 0.
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Des exemples a maitriser parfaitement

@ Question.

i)

i)

iii)

i)

ii)

iii)

Lafonction f: R — R  est-elle dérivable en 07

La fonction f: [1,+o0o[ — R est-elle dérivable en 1?

x — Vx3-1

Lafonction f: R — R est-elle dérivable en 0?

xsin(%) Six#0
x [ —

0 six=0

Examinons le taux d’accroissement en 0.

Ona: 3 3 3 2
x)—f(0 x°|—10 X

vxgo AEZSO 0P e
x—0 x—0 X X

Cette derniere quantité tend vers 0 quand x — 0.
Bilan: f est dérivable en 0 et f’(0) = 0.

Examinons le taux d’accroissement en 1.
Ona:

fO-fO) V-1 Vx-Da2+x+1)  Vx2+x+1

Vx#1,
x—1 x—1 x—1 x—1

(le quantificateur V x # 1 est a comprendre : « pour tout x € [1, +oo[ différent de 1 »).

1 x)—-f@1
Enl,onaVvx2+x+1—+3et —>+oo,d0ncf() D
vx—1 x—-1

Bilan: f n'est pas dérivable en 1.

Pour info : €y admet une tangente verticale au point d’abscisse 1.
Examinons le taux d’accroissement en 0.

ol
fx)—f) xsm(;)—O g
Vx#0, = = sin(=<
? x-=0 x-=0 )
Cette derniere quantité n’admet pas de limite en 0 (savez-vous le prouver?).
Bilan: f n'est pas dérivable en 0 (et n”'admet méme pas de tangente en ce point).

En revanche, on peut montrer que f est bien continue en 0.
En effet, xsin(%) S 0 (c’est du « tend vers 0 » fois « borné »).
X—

k¥




II. Opérations

Point, Plus, Fois

Proposition (opérations « point, plus, fois »). Soit f: I - Ret g: I — R. Soit AL € R. Soit a € I.

— Si f et g sont dérivables en a, alors A- f, f+ g et f x gsontdérivablesen aet:
A-H@=1f"(a@ (f+8) (@ = fll@+g' (@ (fxg) (@ = fllaga+flag (@
— Si f et g sont dérivables sur I, alors A-f, f+g et f x g sontdérivablessur [ et:

A-N'=A-f (f+8) = f+¢ (fxg) = flxg + fxg

« Puissance. Par récurrence, on obtient :

si f est dérivable sur I, alors pour tout n € N*, la fonction f" est dérivable sur I et (f™) =nf'f" 1.

« Algebre linéaire.

Comme la fonction nulle est bien str dérivable sur I et qu'une combinaison linéaire de fonctions
dérivables sur I est dérivable sur I, on en déduit que :

2(1,R) est un sous-espace vectoriel de R

De plus, 'application D: 2(I,R) — R’ estune application linéaire.
f—r

Peut-on «en faire » un endomorphisme?

« Fonctions polynomiales. On a déja vu que les fonctions monomiales sont dérivables.
Par combinaison linéaire, on en déduit que les fonctions polynomiales sont dérivables.
On a méme un petit bonus : la dérivée d'une fonction polynomiale est une fonction polynomiale.

Peut-on faire intervenir un certain endomorphisme?
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Composition

[ Proposition (dérivée d'une composée).
Soit f: I — Ret g: ] — R deux fonctions telles que f(I) < J.

t dérivabl
— Si {fes erivabieen a alors go f estdérivableen a et (go ) (@) = g'(f(@) f'(a)

g est dérivable en f(a)

alors go f est dérivable sur I et (go f) = (g'o f) x f’

i { f est dérivable sur I a valeurs dans J
— Si

g est dérivable sur

« Joli! Si on note b = f(a), alors la formule s’écrit joliment (go f)'(a) = g'(b) f'(a).

« Grosso modo. On peut facilement intuiter le résultat précédent.
Si on avait f(x) # f(a) pour tout x € I\ {a}, on aurait :

(gof)®—-(gof)@ _ (gof) —(gof)@ f(x)-f(a)

xX—a fx) - f(a) xX—a

« Attention. Le théoreme ne dit pas :

est non-dérivable.en a
Si {f alors'go [ est non-dérivable en a

g est dérivable-enf(a)

Par exemple,
la fonction f: x — v/x — 3 est non-dérivable en 3
{la fonction g : t — t? est dérivable en f(3) =0
mais la fonction x — (v/x —3)? est dérivable en 3 (WHY?).

Question. Soit f : R — R une fonction T-périodique dérivable.
Montrer que f’ est une fonction T-périodique.

sol — 20

Inverse
Proposition (inverse). Soit f: I — R. Soit a € I.
t dérivabl 1 1Y —f'
Y [ estdérivable en a alors — est dérivable en a et (—) (a) = f—(i).
fla)#0 f f f(a)
t dérivabl I 1 1y —f
— Si J est dérivable sur alors — est dérivable sur I et (—) = ]; .
f ne s’annule pas sur / f f

« Puissance négative. Par récurrence : «si f est dérivable et ne s’annule pas sur I, alors pour toutn e Z™%,
la fonction f” est dérivable sur I et (f™)' =nf'f* 1».

« Formule dulycée. En combinant le produit et 'inverse, on obtient :

si f et g sont dérivables sur I et si g ne sannule pas sur 1, alors la fonction ! est dérivable
g

surl et(é), = %
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Dérivation d’une bijection

Rappel (continuité). La bijection réciproque d'une fonction continue sur un intervalle est continue.
New (dérivabilité).

La bijection réciproque d'une fonction dérivable sur un intervalle, dont la dérivée ne s'annule pas, est
dérivable.

Proposition (fait office de lemme). Soit f: I — J une fonction bijective continue.
Soit a € I. On suppose que f est dérivable en a.
Alors

flestdérivableen f(a) <= f'(a)#0

Dans ce cas, (f71)'(f(a) = f’ia)'

Proposition (a apprendre). Soit f : I — J une fonction bijective.
Ona:

_ 1
_‘ﬂofA

dérivabl I
{ f dérivable sur =  f'estdérivablesurJ et (f _1),

f' ne s’annule pas sur [

« Joli! Sionpose b= f(a) et g= 1, alors on a, sous couvert de dérivabilité, (go f)'(a) = g'(b) f'(a).
—_—

id'(a) =1

Fonctions usuelles

Proposition (liste non exhaustive!).

1
— La fonction x — In x est dérivable sur ]0, +oo[ et sa dérivée vaut x — —.
X

— Lafonction x — e* est dérivable sur R et sa dérivée vaut x — e*.

— Pour a > 0, la fonction x — a* est dérivable sur R et sa dérivée vaut x — (Ina)a”.

— Pour a € R, la fonction x — x% est dérivable sur ]0, +oo[ et sa dérivée vaut x — ax® 1.

— Les fonctions cosinus et sinus sont dérivablessurRetona (cos) = —sin et (sin)' = cos.
— La fonction tangente est dérivable sur U ]—% + k7, % +kn[ettan’ =1 +tan? = —
kez cos
1
— La fonction Arcsinus est dérivable sur ]—-1, 1[ et Arcsin’ : x —
1-—x2
. . L. -1
— La fonction Arccosinus est dérivable sur ]—1, 1[ et Arccos’ : x — -
1—-x
. L. 0 1
— Lafonction Arctangente est dérivable sur R et Arctan’ : x — T
X

Question. Montrer que la fonction f: R* — R est dérivable sur R* et déterminer sa dérivée.

x — Inj|x|

Question. Dessiner 'allure du graphe de la fonction. Est-elle dérivable sur R? Si oui, donner la dérivée.

sol — 20

iR — R f: R — R
{ xzsin(%) Six#0 X — |x|sinx
x [ —

0 six=0
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III. Théorémes de Rolle et des accroissements finis

Extrema

Définition. Soit f : I — R.

— Ondit que f admet un maximum local en alorsque f est majorée par f(a) au voisinage de a.
Autrement dit, lorsqu’il existe un réel 6 > 0 tel que la fonction f admette un maximum

ena,i.e.:

In[a-6,a+8]

Vxelnla—06,a+6], f(x)< f(a).

— On définit de méme la notion de minimum local.

— On dit que f admet un extremum local en a lorsque f admet en a un maximum ou un mini-
mum local.

« Pratique. La fonction f admet un maximum local en a si et seulement si — f admet un minimum local
en a.

« Vocabulaire. On utilise parfois la locution « maximum global » a la place de maximum. De méme pour
«minimum global » et « extremum global ». Un extremum global est évidemment un extremum local.

Le lemme de «’extremum local ».
Soit f: I — R une fonction dérivable en a.

= flla=0

a est un point intérieur a /
f possede un extremum localen a € [

« Vocabulaire. Un point critique est un point en lequel f est dérivable et de dérivée nulle. Le lemme
peut donc s’énoncer :

Pour qu'une fonction dérivable f : I — R admette un extremum local en un point intérieur a € I,
il est nécessaire que a soit un point critique.

« Attention. Il estimportant que a soit un point intérieur. Considérons par exemple f: [0,1] — R
X — x+3
Cette fonction est dérivable, admet un minimum en 0 (qui vaut 3) et un maximum en 1 (qui vaut 4), et
pourtant f’(0) et f'(1) ne sont pas nuls.

« Réciproque fausse. On peut avoir f'(a) = 0 sans que f ne possede d’extremum local en a.
Considérons par exemple f: x— (x— a)’ +5.
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Théoreme de Rolle

Théoréme de Rolle.

Soit f définie sur un intervalle contenant a < b.
-1719)

f continue sur [a, b]
f dérivable sur ] a, b[ = il existe c € ]a, b[ tel que f'(c) =0

fla)=f(b)

Preuve. Les ingrédients de la preuve sont « Théoreme des bornes atteintes » puis «le lemme de 'extre-
mum local ».

Trois. Dans ce théoreme, il y a| 3 |hypotheses a vérifier.

Existence. Ce théoreme est un théoréme d’existence (il fournit I'existence d'un c tel que....).

Il n'y a pas unicité de c.

Considérer par exemple, la fonction sinus sur [0, 27].

On a sin(0) = sin(27), et sa fonction dérivée cos s’annule deux fois sur [0, 27], & savoir en 7 et 37”
Des dessins.

Pas continue aux extrémités Pas dérivable fla) # f(b)

Egalité des accroissements finis

Théoréeme des accroissements finis.
Soit f définie sur un intervalle contenant a < b.

{f continue sur (4, b] = il existe c € ]a, b| tel que =) JHG)

f dérivable sur ]a, b[ b—a -

Sans dénominateur. La conclusion s’écrit parfois sans dénominateur f(b)— f(a) = f'(c)(b—a) . Ainsi,
I’accroissement de f entre a et b s’exprime en fonction de la dérivée de f et de 'accroissement de x
entre a et b.

Géométriquement. Ce théoreme dit qu'il existe un point ¢ intérieur en lequel la tangente a € est
parallele a la droite (AB) ou A= (a, f(a)) et B= (b, f(b)).

Moralement. Si on a des informations sur f’, alors on en a aussi sur f grace a I’égalité des accroisse-
ments finis.

Rolle versus TAE 1l est facile de constater que « TAF = Rolle ».

Or, dans la preuve du TAE on utilise Rolle, donc « Rolle = TAF ».

Les deux énoncés sont donc logiquement équivalents, mais n'ont pas la méme portée (pas le méme
impact psychologique). Apprendre les deux énoncés est donc une bonne chose.
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Dérivée et monotonie

Proposition. Soit f: I — R.

I est un intervalle
On suppose que { f estcontinuesur I  Alors: f croissantesur I <=  f' positive sur i
f est dérivable sur 1.

Remarque. Cette proposition est tres générale car les hypothéses sont « faibles » : on demande « seule-
ment » la dérivabilité sur I'intérieur.

I’énoncé du lycée. Il est bon d’apprendre la forme simplifiée suivante, trés utile dans la pratique :

I est un intervalle . , .
On suppose que . Alors : f croissantesur1 <=  f' positive sur I
f estdérivable sur I

Exemple. La fonction f: R* — R estcroissante. Preuve?

x — Vx

Attention. Le résultat du théoreme précédent est faux sil’'on ne se place pas sur un intervalle.

Par exemple, considéronsla fonction f: R* — R quiestdérivable de dérivée [’ : x — ;—21 négative.
1
X X

Pourtant f n’est pas décroissante, puisque f(-1) < f(1).

Proposition. Soit f: I — R.

I est un intervalle
On suppose que { f est continuesur I  Alors: [ décroissantesurI <= [’ négative sur i
f est dérivable sur I.

Proposition. Soit f: I — R.

I est un intervalle
On suppose que { f est continuesur I  Alors: f constantesur I <= f’ nulle sur i

f est dérivable sur I.

Question.

sol — 21

1. Déterminer les fonctions f : R — R dérivables dont la dérivée est constante.

2. En déduire les fonctions f : R — R dérivables vérifiant

VX, eR? f(x+y) = fx)+f(Q)
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Stricte monotonie

Proposition. Soit f: I — R.

I est un intervalle
On suppose que { f est continue sur [

f est dérivable sur I.

Alors : 5
f’ est positive sur [

est strictement croissante sur I <= . .
! L'ensemble des zéros de f' ne contient

aucun intervalle non trivial.

« Lénoncé du lycée. Dans la pratique, pour démontrer qu'une fonction dérivable est strictement mo-
notone sur un intervalle, on pensera a regarder si sa dérivée est de signe strict et ne s’annule qu’en un

nombre fini de points.
Autrement dit, il est bon d’avoir en téte la condition suffisante suivante

" est positive sur | ) )
—> [ eststrictement croissante sur [

f' ne s’annule qu’en un nombre fini de points

Question. Etudier les variations de la fonction f: x — v/x—In (1 + x).

sol — 21

Question. Montrer que la fonction f : x — cos(x) — x est strictement décroissante sur R.

Inégalité des accroissements finis

Définition. o
Soit f T —R.Soit K>0 Rudolph Lipschitz (1832-1903)

On dit que f est K-lipschitzienne lorsque :

Vx,xel, |flx)-f)| < Klx-xl

Proposition (inégalité des accroissements finis). Soit f: [ — R.

f est continue sur /
Si { f est dérivable sur | alors Vxi,xael, |flx)—fo)| < Klx—xl.

| f'| est majorée, disons par K

[18c—Derivation.pdf, 2 février 2025, 23:52]
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« Remarque. Il y a une sorte de réciproque a I'IAE

Si { f estdérivable sur I
i

. o alors la fonction | f'| est majorée sur I par K.
f est K-lipschitzienne

Prouver cette implication en guise d’exercice.

« Version double inégalité de I'IAE. L'inégalité des accroissements finis écrite avec des valeurs absolues
Vxi,xp€l, |f(x1)—f(x2)| < Klx1 — x| peut encore s'écrire :

Vx,x2€l, —K|x1—x2| < f(x1)— f(x2) < Klxp - x2l.

On peut obtenir un encadrement plus précis si la majoration sur f’ est donnée par une double inéga-
lité plutdt qu’avec une seule inégalité et une valeur absolue.

Proposition (inégalité des accroissements finis, version double inégalité).

f est continue sur /
Si { f est dérivable sur | alors Ya<bel, mb-a) < f(b)-f(a) < Mb-a)
Viel, m<f (<M

Proposition (inégalités de convexité usuelles). On a

VxeR, |[sinx| < |x] et  Vxel-1,+oo[, In(1+x)<x

Application aux suites u,.1 = f(u,)
Soit f: I — R. On suppose que I est stable par f.
upel

On peut alors considérer des suites (i) ,en définies par
VneN, up = f(un)

On a déja démontré

n—+oo — f([):[

f continueen €]

Souvent, la difficulté est de démontrer que la suite converge effectivement.
La proposition suivante permet de conclure dans certains cas.

Proposition. Soit f : I — R une fonction.

f stabilise I
On suppose que { f admet un point fixe c € I
f est dérivable et il existe K <1telque VeI, |f'(1)| <K
up€el

Alors toute suite u définie par converge vers .
VneN, upi1 = fup)

uo € [0,1]
iy

Question. Etudier la convergence de la suite définie par
VneN, upn=1-,

12



Théoreme de la limite de la dérivée

Théoréme de la limite de la dérivée.

. . continue en a
Soit f: I — Rune fonction{ = |
dérivable sur I\ {a}

On suppose que la dérivée a une limite en a.

— Si f'(x) — ¢ € R, alors f est dérivable en a et f'(a) = ¢.

HEEIE +00; en particulier f n’est pas dérivable en a.

— Si f'(x) —— +o00, alors
f( ) x—a ’ Xx-a x—a

« Cas particulier tres important. Mettons-nous dans le cas ou la dérivée a une limite finie en a.
Cet énoncé (qui est une simple reformulation de ce qui précede) est tres étonnant, et tres puissant :

f est continue sur |
Si { f estdérivable sur I\{a} alors {
fl(x) — CeR
X—a

f est dérivable en a et f'(a) = ¢

f’ est continue en a

La conclusion peut aussi s'énoncer «alors [ est dérivable sur I tout entier et f’ est continue en a ».

« Outil. Pour déterminer si une fonction f : I — R, a priori continue sur I et dérivable sur I\ {a}, est
effectivement dérivable en a, on peut :

* soit étudier le taux d’accroissement en a

* soit utiliser le théoréme de la limite de la dérivée, sans oublier de prouver la continuité de f en a.
Cette méthode n’a d’intérét que sila dérivée est plus simple a étudier que le taux d’accroissement.

Question.

Montrer que la fonction f: R — R est dérivable sur R tout entier.
x3 sin(%) Six#0
X —_—
0 six=0
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IV. Dérivées successives

Définition. Soit f: [ — R.
On définit par récurrence les dérivées successives de f sous réserve d’existence en posant :
0 —
0 f( ) = f
N ) srivable. £+ = (Fmy’
pour tout n € N, si f™ est dérivable, f = (4]

Pour n €N, la fonction f (M si elle existe, est appelée dérivée n-ieme de f ou dérivée de f d’ordre n.

« Convention. Toute fonction f: I — R est 0 fois dérivable et f© = f.
« Notation. On note 2" (I,R) I’ensemble des fonctions 7 fois dérivable sur I a valeurs réelles.

« Remarque. Soit n e N et k € [0, n].
Lappartenance f € 2"(I,R) équivaut a f € 2*(I,R) et f¥ € 2" (I, R).

Question. Soit n € N* et ¢ : I — R une fonction n-fois dérivable.
“* Montrer que: Si " estlafonction nulle, alors ¢ est une fonction polynomiale de degré < n—1.

Classe ¢!

Définition.

— On dit qu'une fonction est de classe €' lorsqu’elle est dérivable et que sa dérivée est continue.

— On note €' (I,R) 'ensemble des fonctions de classe € sur I a valeurs réelles.

« Vocabulaire. Une fonction de classe 6! est encore dite « contintiment dérivable ».
« Cas particulier. Toute fonction de classe 6" est bien siir dérivable. La réciproque est fausse.

« Opérations. Une combinaison linéaire et un produit de fonctions de classe € est de classe €.

« Théoréme de la limite de la dérivée, version €. Voici une reformulation :

Soit f: I —R.
f est continue sur
Si { festdeclasse €' surI\{a} alors f estde classe €' sur I tout entier et f'(a) = ¢
() — (R

Question.

Lafonction f: R — R est-elle de classe €' surRsin=1,sin=2,si n=3?
{ x" sin(%) six#0
X L

0 six=0

Proposition. Une fonction de classe € sur un segment est lipschitzienne.

Plus précisément, soit f de classe 6! sur [a, b]. Alors f est K-lipschitzienne ot1 K = n%ai] | f ’(t)|.
tela,
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Classe €" et €

Définition (classe €"). Soit f: [ — R.

— Soit neN.
On dit que f est de classe €' lorsqu’elle est n fois dérivable et que sa fonction dérivée n®™e est
continue.

— On dit que f est de classe € lorsqu’elle est de classe €” pour tout n € N.

Notation. On note €"(I,R) I’ensemble des fonctions de classe € sur I a valeurs réelles.
En particulier, €¢9(1,R) est 'ensemble des fonctions continues sur I.

Deux évidences. Par définition, on a €"(I,R) c 2" (I,R) et €*° (I,R) = N €" (I,R).
neN
Inclusion. On dispose ainsi de la chaine (infinie) d’inclusions :

(LR >E (I, R)>--->€"(,R) >E" ' (I,R)>--->

Remarque importante. Pour démontrer qu'une fonction f est de classe €, il suffit de vérifier que f
est n fois dérivable pour tout n € N. C’est une fagon de raconter que :

€ UR=)2"UR)

neN
Souvent, on pourra procéder par récurrence en montrant qu’elle est n-fois dérivable pour tout n € N.

Dans I'hérédité, pour montrer qu'une certaine fonction f est (n + 1)-fois dérivable, on pourra essayer
de montrer que

— [ est dérivable ) — [ est n fois dérivable
, o ou bien .
— " est n fois dérivable — £ est dérivable

Proposition (fonctions usuelles).
— Soit peN.
La fonction f: x — x” est de classe € sur R et

- (p— P-rosir<
VreN, f(r):x_){g(l? D--(p—r+x sir<p

sinon
. 1 \ " (-1)" n!
— Lafonction f: x— — estde classe € surR* et VrneN, f:1x — ———
X x
— Lafonction logarithme est de classe € sur ]0, +oo[ et
Inx sin=0
vneN, In™:x — { Cprlp-1)
sin>1

xl’l

— La fonction exponentielle est de classe €™ surR et VneN, exp™ : x — e,
— Les fonctions sin et cos sont de classe €*° surRetona:

T

. T
X — sm(x+ nz) et CcoSs

() :x-—»cos(x+n§).

VYneN, sin ()
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preuve

preuve

preave . { f estde classe € sur I a valeurs dans J

preuve

Opérations

Proposition (combinaison linéaire). Soit n € N. Soit f,g: I — Ret A, ueR.

— Si f et g sont n-fois dérivables sur I, alors la fonction A f + g est n-fois dérivable sur I et

(Af +1g)"™ = Af" + g™

— Si f et g sont de classe €” sur I, alors f + g est de classe € sur I.

« Algebre linéaire.

Comme la fonction nulle est bien str n-fois dérivable sur I et qu'une combinaison linéaire de fonc-
tions n-fois dérivables sur I est n-fois dérivable sur I, on en déduit que :

P™(I,R) est un sous-espace vectoriel de R!

De plus, 'application 2"*(I,R) — R’ estune application linéaire.
f — f(n)

On a le méme résultat en remplacant 2" par €.

Proposition (produit : formule de Leibniz). Soit n € N. Soit f,g: [ = Ret A, ueR.

— Si f et g sont n-fois dérivables sur I, alors la fonction f g est n-fois dérivable sur I et :

(fg)™ = i (’]Z)f(k) gk

k=0

— Si f et g sont de classe 6" sur I, alors fg est de classe 6" sur I.

« Exemple. Soit ¢ : R — R définie par ¢ : x — x%e*.
Alors @ est de classe € sur R, et pour tout n € N, on a (p(”) X — (x2 +2nx+nn- 1)) e~.

Posons f:x— x% et g:x+— e*, qui sont des fonctions de classe € sur R.
En tant que produit de f et g, la fonction ¢ est de classe €°.

Pour tout k€N, on a g(k) =g.

Deplus f': x—2x, f": x— 2 et f® =0 pour tout k > 3.

La formule de Leibniz donne donc, pour tout entier n>2:

nn-1 (n—-2)

9" = g e nf gV o g,

soit:
M x— (xz +2nx+nn- 1)] e*.

On vérifie que cette expression est encore valable lorsque n € {0, 1}.

Proposition (composition). Soit 7 € N. Soit f: I — R et g: ] — R deux fonctions telles que f (1) < J.

alors go f estde classe €” sur I.
g est de classe € sur J

« Attention. On n'a pas du tout (g o f)®h=g®, (1)

« Idem. On a le méme résultat en remplacant 2" par €.

Proposition (inverse). Soit n € N.

est de classe €" sur I 1
Si {f alors — est de classe €" sur I.

f ne s’annule pas sur /
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Proposition (Bijection de classe €"). Soit n € N*. Soit I et J deux intervalles d'intérieur non vide.
Soit f: I — J une bijection.

i {f est de classe €" sur I
i

alors la bijection réciproque f~! est de classe 6" sur J.
f' ne s’annule pas sur [

« Remarque. La condition pour que f~! soit de classe €" ne porte que sur la dérivée premiere, a savoir
que la fonction f’ ne s’annule pas.

« Remarque bis. On ne dispose pas de formule « simple » pour calculer la dérivée n®™¢ d’'une bijection
réciproque.

Fonctions usuelles

On peut retenir que les fonctions usuelles sont généralement de classe € sur le domaine de définition
de leur dérivée, a I'exception des fonctions x — x%, o a € R; \ N (cf. exercice de TD).

Question a l'oral.

— Lafonction tangente est de classe € sur son ensemble de définition (WHY?).
— Les fonctions ch et sh sont de classe € sur R (WHY?).

— Soit a € R. La fonction x — x% définie sur ]0, +oo[ est de classe €° (WHY?).

— Lafonction Arctan est de classe €°° sur R (WHY?).

— Les fonctions Arcsin et Arccos restreintes a |—1, 1[ sont de classe €°° (WHY?).

Un exemple plus difficile

Une fonction de classe ¢ définie par morceaux.
Considérons la fonction suivante :

f:R" — R
X exp (7) six>0
0 sinon

Montrer que f est de classe € sur R™".
Pour cela, prouvons, pour tout n € N, la propriété ./, suivante :

1 -1
P,l—|exp|—] six>0
« f est n-fois dérivable sur R* et il existe P,, € R[X] tel que ) : x — n( ) p( x )
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V. Extension aux fonctions a valeurs complexes

Définition

« dérivabilité en un point, puis dérivabilité sur un intervalle (idem)

« définition des dérivées successives, puis des fonctions de classe €¢* (idem)

Ce qui ne change pas : 'aspect opératoire

Proposition (conjugaison). Soit 7 € N. Soit f: I — C une fonction.

— Lafonction f est dérivable en a < la fonction f est dérivable en a.
Dans ce cas, on a?’(a) = F(a).

— Plus généralement, la fonction f est de classe €" <= la fonction f est de classe €".
Lorsque neN, on a

7,

« Combinaison linéaire, Produit, Puissance positive.
« Caractérisation par les parties réelles et imaginaires.

« Passage al'inverse pour une fonction qui ne s’annule pas.

Question. Soit w € C\R. Montrer que la fonction ¢ — In|f—w| est dérivable sur R et déterminer sa dérivée.

Ce qui change : les accroissements finis

« Attention. Soit f : [0,277] — C définie par f: x — e'*.

Pour cette fonction, il n’existe pas de réel c € 10,2x[ tel que f(27) — f(0) = 27 f'(¢).
En effet, f(27) — f(0) = 0, alors que pour tout x € [0,27], on a f'(x) = iel® #£0.

Remarque. Considérons une fonction f: [a,b] — C quel'on écrit f =g+ihavecg=Refeth=Imf,
et que I'on suppose continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b|.

On peut bien str appliquer I'égalité des accroissements finis aux fonctions réelles g et h.

On obtient alors des éléments c et d de ]a, b| tels que

gb)-gla=b-a)g'(c) et hb)-h(a=b-a)h'(d)

Mais il n'y a évidemment aucune raison pour que c et d soient égaux.

Quelques résultats

Proposition. Soit f : I — C dérivable.
Alors : f constantesur I <=  f'nullesur [

Proposition (inégalité des accroissements finis). Soit f : I — C une fonction de classe €.
S'il existe K € R tel que | f'| < K, alors:

V(x1, %) €%, |fx1) - flx)]| < Klx1 — xal.

Remarque. Noter la différence entre I'’énoncé de I'IAF dans le cas réel et celui dans le cas complexe.
Dans le cas réel, on suppose simplement f dérivable sur I'intérieur de I et non de classe € sur 1.

Le résultat analogue au cas réel existe mais est hors programme.
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On al’égalité de nombres réels
VxeR, fx+T)=f(x)
que I'on peut traduire en une égalité de fonctions, a savoir fo1 = f ot 7 estla fonction x — x+ T.
la fonction 7 est dérivable sur R (en tant que fonction affine) a valeurs dans R
la fonction f est dérivable sur R (par hypothése)
Par composition, la fonction f o7 est dérivable et (fo1)’: x — i(,)_cl xf'(x+T)=f'(x+T).

On sait que : {

=1
Reprenons I'égalité f = f ot et dérivons (licite).

On obtient ' = (f o 1)’, donc avec ce qui préceéde, on en déduit que f':x— f'(x+ T).
Ainsi, f’ est T-périodique.

@ Soitf: R — R
x2 sin(%) Six#0
X —
0 six=0
— La fonction est dérivable sur R*, par opérations.
Etona

VxeR*, f'(x) = 2xsin(§) + x%x (;—zl)cos(i) = 2xsin(§) — cos(i)

— En 0, examinons le taux d’accroissement.

Ona ) .
x)—f0)  x“sin(3) 1
Vx#0, SO _ = = xsin(_)
x-0 X b
C’est le produit d'une quantité qui tend vers 0 et d'une quantité bornée, donc
fx) = f(0) 0
x—0 x—0
Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.
BILAN : f est dérivable sur R eton a
"R — R
2xsin(%) - cos(%) six#0
X —_—
0 six=0
(i) Soit f: x— |x|sinx définie sur R.
— Lafonction est dérivable sur R*, par opération.
Etona
sinx + xcosx six>0

* ! —
VxeR*, f'(x)= —(sinx+xcosx) six<0

— En 0, examinons le taux d’accroissement.

one - FO)  |alsi
X) — x|sinx
Vx#0, ! / = = +sinx
x—-0 X
Comme sinx—0>0, ona
x—>
fx)—f(0) 0
x—-0 x—0

Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.



BILAN : f est dérivable sur R eton a

ff'" R — R
sinx+ xcosx six>0
X — 0 six=0
—(sinx+xcosx) six<0

1. Raisonnons par Analyse-Synthese.

Analyse. Soit f:R — R dérivable de dérivée constante.
Ainsi, il existe a € R tel que f': x — a.
Posons g: x — f(x) — ax. Cette fonction g est dérivable de dérivée nulle (par hypothese faite
sur f).
Comme R est un intervalle, on en déduit que g est constante.
Donc il existe f € R tel que g: x — .
Ainsi, f:x— ax+ .
Bilan: f est nécessairement de la forme x — ax + f.
Synthése. Soit f une fonction de la forme x — ax + f avec (a, §) € R%.
Une telle fonction f est dérivable de dérivée constante, en tant que fonction affine.
BILAN : les fonctions cherchées sont les fonctions affines.

2. Raisonnons par Analyse-Synthése.

Analyse. Soit f:R — R dérivable vérifiant la condition :
V(x,y) R, f(x+y) = f0)+f()
Soit y € R. En dérivant par rapport a la variable x (licite car f est dérivable), on a

VxeR, fl(x+y) =f'(x)
On a donc obtenu
VX, yeR, flx+y) =[x
En particulier, pour x =0, on a
VyeR, f'(y)=f'0)
Donc f’ est constante.
Ainsi, d’aprés la question précédente, f est de la forme x — ax + S.

z M

En injectant cette information dans I'égalité "initiale", on a
Vx,yeR, ax+y)+p=ax+p +ay+p
En prenant, x=y=0,ona f=26,dou =0.

Bilan: f est nécessairement de la forme x — ax.

Syntheése. On vérifie facilement qu'une fonction du type x — ax est solution du probleme (déri-
vable et vérifiant la condition annoncée).

BILAN : les fonctions cherchées sont les fonctions linéaires, c’est-a-dire du type x — ax.
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La fonction f est définie et continue sur [0, +ool.
Elle est dérivable sur ]0, +oo[ eton a:

1

(1-vo’

flx

On en déduit le tableau :

X 0 1 +00
f'(x) + 0 +
fo’s)
/ /
0

Par récurrence sur n ou /&,

T2/ 1+x 20+0vx

Vo e2"(IR), ((,0("):0 — (pePolyn_l(I,lR))

Erfann Daghighi (année 2023-2024, promo 2025) me propose de supposer une fois pour toutes ¢ = 0
et de prouver par récurrence finie

Vkel[o,n], ¢"®ePpoly, (R

ou encore par récurrence descendante :

vjelo,n], ¢ ePoly, ; (R

Par récurrence. Dans ’hérédité, monter n marches avec #". Puis terminer a la main la derniére marche!
En utilisant la linéarité de la dérivation.



Idée. Par récurrence. Dans ’hérédité, monter n marches avec #". Puis terminer a la main la derniére
marche! En utilisant la linéarité de la dérivation et le fait que I’on sait dériver un produit.
Preuve. Montrons, par récurrence, que

n
VvneN, f,ge2" = [fgestn-foisdérivable et (fg)(”) =) (Z)f(k) g"h
k=0

[ J
-

Hn

Initialisation. On a /4, (WHY?)

Hérédité. Soit n € N tel que A,

Montrons .#,+1, donc supposons que f et g sont (n + 1)-fois dérivables.
A fortiori, f et g sont n-fois dérivables.

On peut donc appliquer #,.

Ainsi, la fonction f g est n-fois dérivable et

(fg)™ = i (Z)f(k) gn=h

k=0
. (n) N soo . . (k) ~(n—k)
La fonction (fg)"" est une combinaison linéaire des fonctions f* g .
Pour tout k € [0, ]}, les fonctions f® et g""~%) sont dérivables (WHY). Leur produit est donc dérivable.
Par linéarité de la dérivation, cette combinaison linéaire est dérivable, autrement dit ( f g)(") est déri-
vable et

((fg)(n))l _ Z n (f(k+l)g(n—k)+f(k)g(n—k+1))

=1 ) =k =1 s -k
= 2| e X 1Y
k=0 k=0

2P

k=1

n—-1 n _ n B
— (f(n+1) + Z (k)f(kH)g(n k) (k)f(k)g(n k+1)+g(n+1)
k=0

J/

i=1 l

Z( n )f(i)g(n—i+l)
i

L n n
— f(n+1) + Z (k_1)+(k) f(k)g(n—k+1) + g(n+1)
k=1 ]
(n‘:l
_ S+ ek
k=0
g ‘o R o LR ) DROSR e
Ainsi, f est (n+ 1)-fois dérivable etona f"*9 = )" " fghnti=u,
k=0

D’Of.l %n+1.
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Preuve par récurrence.
Au sein de 'hérédité, on ne monte d’abord qu'une seule marche via

(gof) =(gof)xf

pour ensuite terminer avec £, et un produit de fonctions 2".

Comme f ne s’annule pas et est continue, le TVI affirme que f est a valeurs dans ]—o0,0[ ou a valeurs
dans ]0, +ool.

Il'y a deux cas a traiter.

Terminer par composition avec la fonction inverse.
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