Deérivation

exercices



Généralités

{_19_1_: Autour de la définition
Les questions sont indépendantes.
1. Soit f une fonction dérivable en un point a. Montrer que

fla+h)—f(a—h)
2h h—0

f'(a)
Réciproquement, si la limite précédente existe, peut-on dire que f est dérivable en a7
2. Soit f une fonction dérivable en un point a. Etudier

i 2l (@) = af (@)

T—a Tr—a

3. Soit a € R. Déterminer
i sin(z?) — sin(ax)
im

T—a Tr—a

On pourra faire apparaitre une différence de deux taux d’accroissement en introduisant sin a2

Raccordement

Soit f : [0,1] — R dérivable vérifiant f(0) = f(1) avec f’ continue en 0 et en 1.

On définit g sur [0, 1] par
2x si0<z
o) = f(2x) 1o
JRx—1) sig<z

IN N
—_ N

La fonction g est-elle continue 7 dérivable 7
Si non, quelle(s) hypothése(s) faut-il ajouter pour que ce soit le cas?

03 | Une fonction (0)
Soit f: [-1,400[ — R
x — Va4 ad
Etudier la dérivabilité de f (éventuellement & droite et a gauche lorsque cela coince).
Etudier les variations de f et tracer I'allure du graphe.

104 | Une fonction (1)

1 .

rew siz <O
Soit f définie sur Rpar f:x —— <0 siz=0

2?Inz siz >0
Montrer que f est de classe C! sur R.
Déterminer ses variations.
Montrer qu’il existe une asymptote oblique en —oo.
Tracer le graphe.

105 | Une fonction (2)
Soit
f: I=]-1,1] — R
1
2 cos <7) six#0
T — In |z| x
0 siz=0
1. Montrer que f est continue sur I.
2. Montrer que f est dérivable sur I et déterminer f.

3. La fonction f est-elle de classe C' sur I?
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{zl 6, Une fonction (3)

~ Soit f: [0,+c0[ — R
1 sizx=0
0 siz=1

1
exp (m) sinon

r

Etudier les variations, limites de f.

DAl i

Une fonction (4)

La fonction f est-elle continue en 07 Est-elle dérivable en 07
La fonction f est-elle continue (gauche/droite) en 17

La fonction f est-elle dérivable (gauche/droite) en 17

Tracer l'allure de C en précisant les asymptotes, tangentes, demi-tangentes.

Soit f: R* — R
7sh(i)

[El

r — €

Montrer que f peut étre prolongée par continuité en une fonction f définie sur R dont on étudiera

la dérivabilité puis le caractére C'.

E)S ;. Une fonction (5)

Soit f: [-1,1] — R
Vitr—+v1—=x

T T

1 sizx=0
Etudier la dérivabilité de f en 0, ainsi que le caractére C' sur [—1,1].

109 | Une fonction (6)

siz>0

Soit f: [-1,1] — R . Quelle est la régularité de f sur |[—1,1[?

r +— (1—22)Arcsing

Montrer que f est dérivable sur [—1,1] et déterminer sa dérivée.
La fonction f est-elle deux fois dérivable sur [—1,1]?

110 | Une fonction (7)

Soit f: D — R
x +—— Arcsin (1 — :174) .
Déterminer I’ensemble de définition D de f.

Montrer que f est continue sur D et dérivable sur I = D.

Est-elle dérivable sur D tout entier ?

111 | Régularité d’une famille de fonctions

Etudier, en fonction de a € ]0, +o00[ \ N, la régularité de la fonction x —

Réciproque

(1 —x)~.

{;l_l_Zj' A Toral
Soit f:x+— x> + .

Montrer que f est une bijection de R sur R et que f~! est dérivable sur R.

Déterminer (f~1)/(2).

:13 , La fonction tangente hyperbolique
e’ —e™”
Soit la fonction f :x — ————— définie sur R.

1. Montrer que f est dérivable et que Vo € R, f'(z) =1— (f(z))".
2. Montrer que f est une bijection de R sur ]—1, 1].

3. Montrer que f~! est dérivable sur |—1, 1] et déterminer 'expression de sa dérivée.
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Rolle et les polynémes

Polynémes de Legendre

Soit n € N. Soit G, le polynéme de R[X] défini par G,, = (X% — 1)
On définit le polynéme P,, comme étant le polynéme dérivé n-éme de G,, c’est-a-dire P, = G
On considére la propriété < :

o,

le polynome P, posséde n racines réelles distinctes dans |—1,1].
1. Est-ce que la propriété < est vraie pour n =07 pourn =17n =27
2. Désormais, on fixe n > 1.
Montrer que
Vpelo,n—1], GP(-1)=0 et GP(1)=0
3. Montrer que la propriété <> est vraie. On pourra montrer que pour tout p € H(), rﬂ.

(,'(,l]"] posseéde p racines réelles distinctes dans |—1,1][.

15 Racines simples
Soit P € R[X] de degré n € N* possédant n racines réelles distinctes.
Montrer que les racines du polynéme P? 4 1 dans C sont toutes simples.

116 | La rollerie simple!
Soit P € R[X] un polynome scindé a racines simples sur R, que 'on suppose de degré > 1.
Montrer que P’ est scindé a racines simples.

il est constant non nul  (c’est-a-dire de degré 0 exactement)
On rappelle qu’'un polyndéme non nul est scindé sur K lorsque { ou bien

il s’écrit comme produit de polynoémes de degré 1

117 | La rollerie ultime
Soit P € R[X] un polynome scindé sur R, que I'on suppose de degré > 1.
Montrer que P’ est scindé.

118 | Exotique
Soit P € R[X] un polynome scindé sur R & racines simples.
Montrer que P ne peut avoir deux coefficients consécutifs nuls.
Que se passe-t-il pour les deux premiers coefficients ? Essayer de se ramener & ce cas en dérivant et en utilisant
I'exercice 116.

119 | Retour des polynémes de Legendre
Soit n € N. Soit F,, le polynome de R[X] défini par

1

n= 2nn

(X? 1)
On définit le polynéme P,, comme étant le polynome dérivé n-éme de F,,, c’est-a-dire P, = FT(L").

1. Montrer que

Vpelo,n—1], FP1)=0 et FP(=1)=0
Puis montrer que P, posséde n racines réelles distinctes dans U'intervalle |—1, 1.
Ce qui suit n’a rien a voir avec ce qui précéde.
C’est juste histoire de réviser le chapitre Polyndémes.
On définit
Vke[0,n], Bnr=(X+1DFX-1)""
2. Déterminer le degré et le coefficient dominant de P,.
3. Montrer que

4. Montrer que P,(—X) = (—=1)"P,(X).
Calculer P, (1) et P,(—1).
5. Montrer que

P
p! n n
Vpelo,n—1], EP® = S <l<;> (p B k) Bon—pn—k
k=0
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Dérivées successives de arctan

Considérons f: R — R qui est de classe C*° sur R (WHY 7).
1

—
. 2 +1

1. Calculer f’ et f”.

2. Montrer que, pour tout n € N| il existe une fonction polynomiale g, telle que

gn(T)

VreR, fM(x)= G

3. Montrer qu'une telle fonction polynomiale est unique.

4. Etablir une relation de récurrence vérifiée par la suite (gn)nen-

On considére désormais la suite de polynémes formels

Py=1
VneN, Poyp = (X?2+1)P, — 2(n+1)XP,

5. Montrer que Vn € N, deg P, = n.

6. Pour tout n € N, donner le coefficient dominant ¢, de P, a I'aide de factorielles.

7. En faisant le lien entre P, et la dérivée n-éme de f : z — , montrer par récurrence

2
x
que, pour tout n € N, le polynéme P, admet n racines réelles distinctes.
On pourra utiliser le théoréme de Rolle généralisé.

Polynoémes de Hermite

Considérons g: R — R qui est de classe C* sur R (WHY 7).
T o— e

1. Montrer qu’il existe une unique suite de polynomes réels (H,, ),en telle que, pour tout n € N,
on ait g™ 1z H,(z)e " .

2. Déterminer le degré, le terme dominant, et la parité de H,, pour tout n € N.

3. Montrer Vn e N, H) | = —2(n+1)H,.

4. En déduire une expression de la suite (g(”)(O))neN.

Encore Hermite ?

Considérons f: R — R qui est de classe C* sur R (WHY 7).

22

r — e 2z
Pour tout n € N, on consideére

2

H,: R
x e ()

— R
— (=
1. Calculer Hy, Hi, Hs et Hs.

2. Montrer que
VneN, Ve eR, Hyy1(x) = xH,(x) —nHpy 1 (x)

en remarquant que c’est équivalent & montrer que
VneN VzeR, —fO)(z) = zf™(2) —nf Y (x)

3. Montrer que H,, est une fonction polynomiale.
Déterminer le degré, le coefficient dominant et la parité du polyndéme H,, associé.

4. Déterminer une expression de f(™).
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Rolle et Accroissements finis

Une inégalité trés classique

1. A l'aide de I’égalité des accroissements finis, montrer que

1 1
Vr>0, —— < In(x+1)—lnzx < —
r+1 ( ) S
"1
2. Pour tout n € N*, notons H,, = Z = A Taide de la question précédente, déterminer un
k=1
équivalent de H,.
2n 1
3. Méme question avec ngrfw Z —.
k=n+1
{;l_ 4 | Sinus & Tangente
Illustrer et montrer les inégalités suivantes
. T
Ve eR, |sinz| < |z] et Vxe}—5,§[, |tan x| > |x]

125 | Rolle itéré
Soit f : [a,b] — R une fonction n fois dérivable ou n € N*.

1. On suppose que f s’annule en n + 1 points distincts de [a, b].
Démontrer qu’il existe ¢ € a, b[ tel que £ (c) = 0.

2. On suppose que f(a) = f'(a) = --- = f*"V(a) = f(b) = 0.
Démontrer qu'il existe ¢ € Ja, b[ tel que f™(c) = 0.

126 | Encore f'(c) =0
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b], dérivable sur |a,b], et telle que f(a) = 0 et
f(b)f'(b) < 0. Montrer qu'il existe ¢ € ]a, b[ tel que f'(c) = 0.

127 | Exo de khoélle (1)
Soit f : [0,1] — R dérivable telle que f(0) =0 et f(1) = 1. Soit n € N*.

Montrer qu'’il existe n réels 0 < z7 < xp < --- <z, < 1 tels que Z f(zy) = n.

k=1
Commencer par le cas n = 1, puis tenter n = 2.

128 | Exo de kholle (2)
Soit P un polynome. Montrer que I’équation P(z) = ® n’admet qu’un nombre fini de solutions.

129 | Avec la dérivée seconde
Soit f € C%([a,b],R) telle que f(a) = f'(a) et f(b) = f'(b).
Montrer qu'il existe ¢ € ]a, b| tel que f(c) = f”(c).

On pourra considérer ¢ : x — (/(1) - ./"(;r))o*’.

130 | Cesaro infinitésimal (c’est une bataille particuliére entre f et f')
Soit f : R — R dérivable telle que f'(x) — ¢.
T—+00
f(z)

Montrer que ———~ —— /.
xX xr——+00

On commencera par traiter le cas £ = 0 avec la définition epsilonesque.
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Expression sommatoire de e

Pour tout n € N, on consideére la fonction g, : x — e~

n k

% définie sur [0, 1].
k=0 "

x

1. En appliquant judicieusement l’'inégalité des accroissements finis a g,,, montrer que

1n1
i e |
e k!

k=0

Vn eN,

n
1
2. En déduire l'existence et la valeur de lim g —.
n—+4oo =0 k'

3. Soitae RetneN.

. " (at)k
Considérer gy, : t — exp(—at) Z X

k=0

définie sur [0, 1], pour déterminer la somme infinie :

Loy Ls 1. L — 777
1—|—a—|—§a —|—6a —l—za —i—---—i—ma 4+ =777

Vers Taylor-Lagrange

Soit f : [a,b] — R et K une constante quelconque.
On suppose que

— f est de classe C" sur [a, D]

— f() est dérivable sur Ja, b

n (k) b o n+1
Montrer que la fonction ¢ : x — f(b) — Z fT(x)(b— - K((n—f)l)'

k=0
du théoréme des accroissements finis, puis calculer la dérivée de .

vérifie les hypothéses

133 | Egalité de Taylor-Lagrange
Soit f : [a,b] — R.
On suppose que
— f est de classe C™ sur [a, b]

— f) est dérivable sur Ja, b

nofk) (n+1)
Montrer qu'il existe ¢ € Ja, b tel que  f(b) = Z f2a) (b—a)k + fi(c)(b —a)"*!

= k! (n+1)!
n
N _ /M0 e, SOTV@) n+1
Montrer qu'’il existe d € ]a,b[ tel que  f(a) = kz:% I (a—b)" + m(a —b)
(134 Avec TL (1)
b
Soit f une fonction de C?([a,b],R). On pose m = %.
En appliquant 1’égalité de Taylor-Lagrange sur [a,m] et [m,b], montrer qu'il existe ¢ € ]a, b| tel
que
fla)+f®) _ ratby (b—a)? ,
s = () e
{il: :5?: Avec TL (2)
b
Soit f une fonction de C%([a,b],R) telle que f'(a) = f’(b) = 0. On pose ¢ = %.
Justifier lexistence de M = sup |f”|. En utilisant 1’égalité de Taylor-Lagrange sur [a,c] et [c,b],

[a,b]
montrer que
b—a)?
10— £ < =
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Attention

{ 136 | Fonction bizarre
Soit
f: R — R
1
2 . - .
N x(?—i—sm(m)) six#0
0 siz=0
Montrer que f est dérivable sur R et déterminer f’.
Montrer que f admet un minimum global en 0.
Montrer que f n’est monotone sur aucun intervalle du type [0, 8] avec § > 0. penser a studier 1o signe de §'.
{;l_ (, Trouver un contre exemple
Soit f deéfinie sur R et dérivable en 0 avec f'(0) > 0.
Alors il n’est pas vrai qu’il existe § > 0 tel que f soit croissante sur [—4, d].
Trouver une fonction qui illustre cela. On pourra s’aider de @ +— 2 sin(1) et de  — az + b.
Calcul de dérivées
{ 138 | La routine

Déterminer les domaines de dérivabilité puis calculer les dérivées des fonctions suivantes et simplifier
les expressions afin de pouvoir lire facilement le signe de la fonction dérivée :

. i 1+si
arxze 142+ froe S5+ (B55F)

. : 222
braws In(z+V1+a?) g.xr—>Arcsm(1+x4)
c:x— In(v2sinz + 1+ 2sinz — 1) h:xes 2%
d:x — Arctan (12) i3$'—>%—ln(ﬁ)

e:x +— e¥ Arctan () — In (m) j:ax— rArcsin(y/z) + 1 -2

39 | Des calculs techniques
Pour tout n € N*, on pose f, : z — 2™ lnz, qui est de classe C* (WHY ?).

s
1
kS

IHI

1. Soit n € N*. A I'aide de la formule de Leibniz, montrer que

n = (_l)k_l
e — n!(lnx + ; (Z)k)

2. Montrer par récurrence que

1
Vn e N*, fﬁ”) CT o n!(lnx + %>

1

n
k=

3. En déduire que

{il:40 ! Un né™e calcul!

Soit f : R — R définie par x — e®V3gin 1.
1. Montrer que f est de classe C* sur R et montrer que Vn € N, (™) : z 2ne?V3 gin (er%)

2. Retrouver ce résultat a ’aide de ’exponentielle complexe.
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Autres exos

Une suite récurrente

Etudier la suite récurrente définie par ug € [0,1] et Vn € N, upyq =

eln

Uy + 2

142 | Dérivabilité de la valeur absolue d’une fonction
Soit f : R — R une fonction dérivable.

1. Soit a € R tel que f(a) # 0. Démontrer que |f| est dérivable en a. Faire un dessin.
2. Soit a € R tel que f(a) = 0.

(a) Démontrer que si f'(a) = 0, alors | f| est dérivable en a.

(b) Démontrer que si f'(a) # 0, alors | f| n’est pas dérivable en a.

3. Donner une CNS pour que |f| soit dérivable sur R.

143 | Dérivées dans le méme sens
Soit f : [a,b] — R dérivable.
On suppose que f(a) = f(b) =0 et que f'(a) > 0, f/'(b) > 0.
Démontrer qu'il existe ¢ € Ja, b[ tel que f(c) = 0. Faire un dessin.

144 | Presque déja vu en cours
Soit f: R — R

1.

ez six>0
T — ]

0 sinon

1. Montrer que f est de classe C* sur |0, 4o00[ et que, pour tout n € N, il existe une fonction
polynomiale P, telle que £ : ]0,400[ — R

1
T — Pn(f>e_%
T

2. Montrer que f est de classe C* sur R et déterminer f() pour tout n € N.
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Limites de f et f' en 400

1. Partons du constat que la fonction inverse tend vers un réel £ en 400 et que sa dérivée tend
vers 0 en +00. Méme constat avec la fonction arctangente.

Soit f : [0, +0o[ — R dérivable. On suppose que f(z) P L eR.
r—r+00

A-t-on nécessairement f/'(x) —— 07
Tr—+00
2. On suppose que f(x) —+> £ € R et que f/ admet une limite en +oo.
Tr—r+00

Montrer que f'(x) —— 0.

r—+00
3. Soit g : [0, +00[ — R dérivable.
Vrai ou faux?

— Si¢'(z) P 0, alors g posséde-t-elle nécessairement une limite en +oo?
Tr—r+00

— Si la limite de g en 400 existe, alors g’ posséde-t-elle nécessairement une limite en +oo ?

Bataille entre f et f’

Soit f : R — R dérivable telle que f'(x) T} £ > 0. Montrer que f(z) —+> ~+o00. Dessin.
xr o0 r—r+00

147 | Bataille entre f et f' (1)
Soit f : [0, +oco] — R dérivable telle que Vz € [0, +oo[, 0 < f(x) < f'(z).
La fonction f admet-elle une limite en +o00? Si oui, laquelle ?

148 | Bataille entre f et f/ (2)

1. Soit f : R — R dérivable telle que f(z) —— £.
T——+00

Montrer qu'il existe une suite (¢,,) tendant vers +oo telle que f’(cy,) P 0.
n—-—+0o0

(&) ob odiil sl 1910228 & 93102 9b ziciodo noid esllsvisdai esb 1we TAT ol 192ilidU
2. Soit f: R — R dérivable telle que f2 + (1 + f/)2 <1
Montrer que f est identiquement nulle.

.00 o eodimmil esl 19ibudsd 3o snotomornr Jes Y sup 191310

149 | Autour du lemme de Gronwall (1)

Soit f : [a,b] — R dérivable telle que f(a) =0et Vx € [a,b], f'(z)f(z) < %(f(x))2
Montrer que f est la fonction nulle.

150 | Autour du lemme de Gronwall (2)
Soit f une fonction dérivable sur [0, +o0] telle que f/(0) < 0 et

Vo el0,+ocf, f(z)+ f(x)=0
Démontrer que f a un signe constant.

Considérer une fonction auxiliaire faisant intervenir exp et f.

51, C’est une fonction affine
On suppose que f est une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I avec

Veel, fl@)f’(xz)=0

Démontrer que f est une fonction affine.
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Les théorémes a croiser une fois dans sa vie

Régle de I’Hospital

Soient f,g : [a,b] — R continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b].

1. Montrer qu'il existe ¢ € [a, ] tel que ¢'(c)(f(b) — f(a)) = f'(c)(g(b) — g(a)).

2. En déduire que si lim f:( =/, alors lim f(@)—/(a)
r—a 9 (@) T

z—a 9(@)—gla)

= { (cela s’appelle la régle de I'Hospital)

3. Application : déterminer i‘i% (;j_sf)i_el

Le théoréme de Rolle généralisé

Soit f : [a,+oo[ — R continue sur [a, +-00[, dérivable sur Ja, +oo[ et telle que lir+n f(z) existe et
T—r+00
vaut f(a).

En considérant g : ¢ — {

f(tant) sit#

lim f Git— qui est définie sur ... montrer qu’il existe ¢ € |a, +00|
+oo

[NERNE]

tel que f’(¢) = 0.

Commentaires : il s’agit d’une généralisation du théoréme de Rolle, car c’est comme si on avait b = +oo dans le
théoréme de Rolle. En effet, 'hypothése f(a) = lim f(z) peut se traduire abusivement par f(a) = f(+00).
x—4o00

L’idée est de se ramener & un segment. Comment « transformer 'infini en un réel » 7

Accroissements finis généralisés et application

1. Soit f, g deux fonctions continues sur [a, b], dérivables sur |a, b|.

Montrer qu’il existe ¢ € ]a, b, tel que

2. Soit ¢ : R — R dérivable. On suppose que (¢(z) + ¢'(z)) —— 0.
T—+00
On veut montrer que p(x) — 0 et ¢'(x) —— 0.
T—r+00 T—r+00

Pour cela, fixons ¢ > 0.
En appliquant la question précédente & f : x — e® et g : © — e*p(x), montrer :

JAER Va2 4, lo@)] < = + le(A)et™

Conclure.

Théoréme de Darboux

Le théoréeme de Darboux stipule qu’une fonction dérivée vérifie la propriété des valeurs intermé-
diaires (bien que cette fonction ne soit pas nécessairement continue!).
Nous allons démontrer ce théoréme.

1. Soit g : [a,b] — R dérivable tel que ¢'(a)g’(b) <
Montrer qu'il existe g € |a, b] tel que ¢'(zo) =

2. Soit f : [a,b] — R dérivable.
Soit y une valeur intermédiaire entre f'(a) et f/(b).
Montrer qu'il existe zg € [a, ] tel que y = f/(zo).

156 | Inégalité des accroissements finis dans le cas complexe
Soit f : [a,b] — C une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b|.
On suppose qu’il existe K € R tel que Vt € Ja,b[, |f'(¢)] < K.
On souhaite montrer que |f(b) — f(a)| < K (b —a).

1. On fait ici 'hypotheése supplémentaire que f(a) et f(b) sont réels. Montrer 'inégalité.

2. Montrer le résultat annoncé.

Considérer la fonction g : z +— e~(f(x) — f(a)) ot § est un argument de f(b) — f(a) lorsqu’il existe.
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Convexité

Convexité et demi-somme

Notation : pour \ € [0,1], on pose A =1 — \.

Soit f : I — R continue telle que

Vryel. f(w;ry) < f(w)-;f(y)

L’objectif est de montrer que f est convexe.
Pour cela, fixons a,b € I (nous n’y toucherons plus).
On considére

Ean = {NE0,1]] FOa+2b) < Af(a) + A1)}
1. Montrer que 0 et 1 appartiennent & & .

A
Montrer que &, est stable par demi-somme, c’est-a-dire VA, € &4, # € Eaups

N

3. Montrer que &, ; contient tous les rationnels dyadiques de [0, 1], c’est-a-dire tous les rationnels

k n
du type on avec k € [0,2"] et n € N.

e

Montrer que &, contient tous les réels de [0, 1].

ot

Conclure.

Une inégalité

1. Démontrer que la fonction f : 2z — In (1 + e”) est convexe sur R.

2. Soit n € N*. Montrer que pour tous z1,...,Z, > 0, on a
n 1 n 1
1+(ka)” (H1+xk)"
k=1 k=1
3. Soit n € N*. En déduire que pour tous a1,...,a,,b1,...,b, >0, on a
n 1 n 1 n 1
(ITe)" + (II%)" < (T+m)”
k=1 k=1 k=1
{;lg)_g_: Une inégalité trés utilisée en proba
i i B
Montrer que pour tout n € N*, on a : VEk e [1,n], H (1—7) < e 2n
i=0 "
{}_6_0_: Une inégalité avec 4 variables
1. Montrer que f : ¢+ tIn¢ est convexe sur |0, +o0].
2. En remarquant que % est une combinaison convexe de % et %, montrer que
Vz,y,a,b>0 xln£+ylng>(x—|—y)lnz+y
) ) ) ) a b = a + b

! 16_1_ Une inégalité
Soit f : [a,b] — R de classe C? telle que f(a) = f(b) = 0.

On note M = sup |f”] et
[a,b]

o@) = )~ w0

1. Justifier Pexistence de M.

2. Montrer que g est convexe et que h est concave.

(x —a)(b—x)

hiz) = f(z)+ M 5

3. En déduire que : V€ [a,b], 1f(2)| < M(gc - a)g(b )
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Un lemme
Montrer :

Soit a < b eR. Soit P= (X —a)"(X —b)" € R[X].
Le polynome P™) admet n racines distinctes dans |a, b].

Soit w € C\ R.
Montrer que la fonction ¢ — In |t — w| est dérivable sur R et déterminer sa dérivée.

Rolle trés généralisé
Soit f : R — R dérivable telle que lim f = Em feRr
—00 oo

Montrer que f’ s’annule sur R.
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8=

six <0
Soit f la fonction définie sur R par f:z —— <0 siz=0

ze
2?lnz siz>0

Etude générale

e Sur R*, f est clairement de classe C* et la dérivée premiére est définie sur R* par

1
, e%<1——> siz <0
flix— z
x(2lnz+1) siz>0

e Continuité en 07

lim f =0 par produit de deux limites (qui valent toutes deux 0)
0-

f est continue en 0 car lim f =0 par croissances comparées
o+

f(0)=0
e Dérivabilité en 07
f(:L‘) - f(o) . e% sizx <0 s e f(l‘) — f(o) . 0 sia=0" (cest direct)
Pour z # 0, T a_0 zlnz siz>0 d’ou qlpli% -0 0 sia=0% (par croissances comparées)

Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.

e Pour le fun (?7) : étude de la continuité de f’ en 0

e (1 — l) siz<0 0 sia=0" (car limte’ = 0 par croiss. cc
Ve #0, fl(x) = x donc lir%f'(x) = -
x(2lnxz+1) siz>0 o

0 sia=0"% (par croissances comparées)

Comme f’(0) = 0, la fonction f’ est continue en 0.
Ainsi f est de classe C' sur R.

Variations

En étudiant le signe de f’ et en utilisant le théoréme qui relie le signe de la dérivée aux variations
de la fonction (sur un intervalle), on obtient :

€T —0o0 0 e%l +00
Signe
0 +00
Variations \ /
de f 1
—0 2e

Justifiactions des limites aux bornes :

. 1 .s . . . 2 N .

lim ze* = —oo (de maniére directe, par produit) et me Inx = 400 (de maniére directe,
— 0o 0o

par produit)

Branches infinies

e En —
OnaVz <O, @ =er. Donc lim @:1.
€T rT——00
1 e%—l el —1

OnaVz <0, f(z) —1xax = z(ez —1) =

im (f(@) ) = 1

Donc y = = + 1 est asymptote oblique & la courbe en —oc.

. Comme lim =1, on en déduit que
t—0
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e En +o0
PACY) f(@)

OnaVvVz >0, 1 (@) = zlnz. D’ou, par produit de limites, lim —* = +o0.
T

r—+oco I
Donc Cy posseéde une branche parabolique de direction verticale.

L’allure du graphe

On trace les tangentes aux points d’abscisses 0, e = et 1 car on a f/(0) = f/(e= ) =0et f/(1) =1
(donc les pentes sont simples).

On trace la droite y = = 4 1, asymptote oblique en —oo.
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1. Montrer que f est continue sur I.

> f est continue sur I\ {0}, par opérations.

> Montrons que f est continue en 0. On a

1
Vael, 2 cos| -
In |x| x

Par opérations, on a lim
z—0

T

In ||

In |z|

%) =0, qui

Donc, d’aprés le théoréme des Gendarmes, on en déduit que lim —— cos (
Tr—r

0 In ||
vaut f(0).
Donc f est continue en 0.

2. Montrer que f est dérivable sur I.

>> f est dérivable sur I* et on a (WHY ?)

In|z| -1 1 1 1
Veel, flz) = 12—~ (7) ; (7)
’ ) (In|z|)? S \z - x In |z Sz
> Etudions la dérivabilité en 0.

Va eI f@) =0 _ 1 cos(l)

x—0 In |z| x

Prenons-en la limite quand = — 0.
On a le produit d’une fonction qui tend vers 0 par une fonction bornée.
Ainsi
o S =10
z—0 x—0
Donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.

Bilan. f est dérivable sur I et on a

1

In|z| -1
z In |z

frooxo— o (nfal)? sin (3) siz#0

0 siz=0

1

cos (5) +

3. * f est-elle de classe C' sur I?
On va montrer que f’ n’est pas continue en 0.

> La fonction f est classe C' sur I*.

> f n’est pas de classe C' sur I. En effet, on va montrer que f’ n’est pas continue en 0 en
montrant que lirr%) 1/ () n’est pas finie (en fait, cette limite n’existe pas).
r—

In|z| —1 o (l)
a2 “\5

est le produit d’'une fonction qui tend vers 0 par une fonction bornée. Donc tend vers 0.

e Le premier terme

. . 1 .
e Examinons le deuxiéme terme ——— sin (l)
z In |z &

On va montrer que ce terme n’admet pas de limite finie. Raisonnons par ’absurde et

supposons que sin (%) — /.

x In|z|

Ona lim zln|z|=0" et lim zln|z| =07". Bref lim zIn|z| =0.
z—0+ z—0— z—0

Donc | . |

Sin(*) = :L'111|£C|X78in(7) - 0x£=0
x x In|z| x

1

Or, on sait bien que sin (;) n’admet pas de limite en 0. D’oul la contradiction.

e Bilan. f/(z) est la somme d’un terme qui tend vers 0 et d’un terme qui n’a pas de
limite, donc f/(z) n’a pas de limite en 0.

[18exo—Derivation.pdf, 7 mars 2025, 22:32J




107

On a facilement par composition f(z) — 0.
T—r

Notons encore f le prolongement par continuité de f en 0.
f+r R — R
1
efSh(M) siz#0

T
0 sinon
e Etudions la dérivabilité en 0 de f.
Contrairement a ce que 1’on pourrait penser, il n’y a pas besoin de distinguer 0~ et ot
On a
1 — sh (ﬁ
x 1 —sn (L e 9” siz>0
vz, 1E _ Loslg) Z ) o
T T —sh {7
fﬁe AR siz <0
1 N
|ZI/" x—0 +OO L 1 —sh (L
On a d’ott, par composition, rre lz]/ —— 0
te™sht —— 0 e=0
t—+oo
Justifions la deuxiéeme limite.
On a . bt
—sht _ _ S
te 7esht 7+Ooo(esht)
.Y . . sht
On a aussi — —— 0 par croissances comparées, donc (WHY ?) — 0.
e¥ y—+oo esht t—stoo
Ces deuz informations fournissent te~ Pt —— 0.
t—+4o0
- f(z) . )
On en déduit que ——= — 0 donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.
i r—r
Bilan : f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.
e La fonction f est dérivable sur R* = ]—o00,0[ U ]0, +oc[ par opérations et on a :
* ! |£K‘ 1 —sh()
Vz eR*, f(z) = —Jch(—)e To]
En effet, sur R*, on a les calculs formels suivants :
d |z| d lz|
| = et 7hL)__Lh;
dx\xl = dx(s (m) 22 © (m)

e A ce stade, la fonction f est dérivable sur R et on a :

ffi R — R
%ch(i)efsh(ﬁ) siz#0

|]

r
0 sinon

e Montrons que f est de classe C! sur R.
La fonction f est de classe C' sur R* par opérations.
Etudions la continuité en 0 de f’ et pour cela examinons la limite de f’ en 0.

Au signe pres, f/(z) vaut % ch (ﬁ) o S

Comme on a ﬁ - +00, il suffit de déterminer lim ¢2chte™sh?,
T— t——+o00
Comme cht ~ L¢f, ona
foo0 2
2 chte—sht ~ %tZe—sht-i-t
“+ o0

Or on a

PRe—sht+t — 2 _ (Sht - t)

T eshit—t T sht—t
+oco \ € d’ott th— sht+t
sht —t
t——+oo

W oo 0 par croissances comparees
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On déduit de tout cela que t?chte %"t ——— 0
t——+oo

Puis,
L ch (i) R
x2 |z] =0
Puis, f'(z) — 0. Comme f’(0) = 0, on en déduit que f” est continue en 0.
z—

BILAN : f est de classe C! sur R.
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e La fonction f est de classe C* sur |—1, 1] par produit de telles fonctions.

e Montrons que f est dérivable en 1 et —1.
Comme f est impaire, il suffit de montrer qu’elle est dérivable 1 (elle sera alors automatiquement
dérivable en —1, avec le méme nombre dérivé qu’en 1).

On a: )
Veel[-1,1]\ {1}, L{() = —(1+ ) Arcsinz,
T —
et donc :
- f0)
z—1 z—1 '
Ainsi, f est dérivable en 1 et f/(1) = —m.
Bilan. La fonction f est dérivable sur [-1,1]etona f': [-1,1] — R
—2z Arcsine + 1 — 2?2 siz e]-1,1]
x —
—T sixz =41

Re-bilan. On constate que la disjonction de cas peut étre éliminée !
Ainsi, f est dérivable sur [-1,1] et ona f': [-1,1] — R

x — —2xArcsinz + V1 — 2
Bonus. La fonction f est méme de classe C! sur [—1,1].

e La fonction f est-elle deux fois dérivable sur [—1,1].
Peut-on affirmer que g = f’ est dérivable sur [—1, 1] (sachant que g : © — —2z Arcsinz++/1 — 22)?

Commentaire. La fonction Arcsin n’est pas dérivable en 1 et la fonction x — /1 — 2
n’est pas dérivable en 1. Mais pour l'instant, cela ne permet pas de dire que g n’est pas
dérivable en 1.

La fonction f’ est évidemment dérivable sur |—1,1[ (on avait déja constaté que f est C* sur cet
intervalle).

Et on a T

V1—22

Cette fonction n’a pas de limite finie en 1 (idem en —1), plus précisément (f’)(x) — o
z—

Veel-1,1, (f')(z) = —2Arcsin(z) —3

En appliquant le théoréme de limite de la dérivée a la fonction f’, on en déduit que la fonction f’
n’est pas dérivable en 1 (idem en —1, par imparité de f).

[18exo—Derivation.pdf, 7 mars 2025, 22:32}




110

oOnaD:[—m,m.

e Par composition, on montre que f est continue sur D (a rédiger proprement).
e Dérivabilité sur I = D.

— La fonction f est continue sur I (car elle 'est sur D par composition).

— Ona- x + 1 —2* est dérivable sur I\ {0} & valeurs dans ]—1,1]
. t — Arcsint est dérivable sur |—1, 1]

Donc par composition, la fonction f est dérivable sur I\ {0}, et on a f’: z — ——= i

V2zi—z8
—4
\/2—3;4'
— Ona f'(r) = =2 ——0.

V2—zt 450
D’aprés le théoréme de limite de la dérivée, la fonction f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.
BILAN : f est dérivable sur [ et on a
f+ 1 — R
4z iz eI\ {0
x —> { V2-at 0

0 sizx=0
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Notons f : x +— /(1 — x).

e Ensemble de définition.
Soit x € R. On a ’équivalence

) 1-2>0
z(l —x)e existe <=
z(1—xz)*>0
— =ze€l0]]
La fonction est donc définie sur [0, 1].
e Sur [0,1].
~ Jla fonction z — x(1 — 2)* est de classe C*° sur ]0, 1[ & valeurs dans ]0, +oo]

" | la fonction ¢ — v/t est de classe C* sur ]0, +oo[
Par composition, f est de classe C* sur ]0, 1].

On a

e En 0. Que se passe-t-il en 07
o la fonction = — z(1 — z)® est continue en 0 et son image vaut 0
na:
la fonction ¢ — /% est continue en 0

Par composition, la fonction f est continue en 0.

Etudions la dérivabilité en 0. On a

v 0 _ = =
x # 0, p—

Donc

Donc f n’est pas dérivable en 0.

Bilan. La fonction f est de classe C* sur 0,1 et est continue en 0.

Remarque. La fonction f peut étre prolongée par continuité en 1, ceci étant di au fait que o > 0,
donc (1 — z)* — 0 (passer par la forme exponentielle pour s’en convaincre!).
r—

On peut alors se poser la question de la régularité de ce prolongement f: 0,1] — R
irx <1
0 siz=1
Le taux d’accroissement en 1 vaut

f@) = f(1) _ _ﬁ\/m ~ —y/(1l=-2)*"2 — <0 sia > 2
r—1 1—=x z—1 z—1

-1 sia =2

—00 Sia<?2
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1. Le polynéme Py vaut 1 et posséde 0 racine dans |]—1,1][.

Le polynéme P; vaut 2X et posséde 1 racine dans |—1,1].

Le polynome P, vaut 12X2 —4 = 12(X? — %) et posséde 2 racines dans |—1, 1], & savoir :t%.

Donc < est vrai pour n € {0, 1, 2}.

. Le polynéme G,, admet —1 et 1 comme racines de multiplicité n, car

Gp= (X +1)"(X —1)"

Ainsi, par caractérisation de la multiplicité a I'aide des dérivées successives, on obtient direc-
tement

Vpelo,n—1], GP(-1)=0 et GP1)=0

. Pour plus de lisibilité, on note G le polynéme G,,.

Pour tout p € [0,n], notons H, la propriété
H, :  «Le polynome GP) posséde p racines distinctes dans l'intervalle ]-1,1]»
On va prouver par récurrence (finie) que
Vpe[0,n], H, est vraie

Initialisation. La propriété H est vraie (WHY 7).

Héreédité. Soit p € [0,n — 1] tel que la propriété H,, soit vraie. Montrons H,1.
D’aprés H,, le polynome G®) admet p racines distinctes dans I'intervalle |—1,1].
De plus, comme p < n—1, la question précédente dit que —1 et 1 sont également racines
de G,
Par conséquent, le polynéme G®) admet p + 2 racines dans intervalle [—1,1].
Notons-les zg, z1, ..., Tp, Tpy1 €t supposons que xg < 21 < -+ < Tp < Tpy1.
Soit i € [0, p].
Le théoréme de Rolle appliqué sur [z;, z;41] & la fonction polynomiale G®) assure 1’exis-
tence d’une racine pour le polynome (G®) = GP+1) dans |y, z441[.
Comme il y a p+ 1 intervalles ]x;, ;1] (tous inclus dans ]—1, 1[), on obtient I’existence
de p + 1 racines dans ]—1, 1[ pour le polynome G®+1.
Donc H, 41 est vraie.

BILAN. On a montré que :
Vpe[0,n], H, est vraie

En particulier, H,, est vraie, c’est-a-dire que le polynome G™ (qui vaut P,,) posséde n racines
distinctes dans Uintervalle |—1, 1].

BONUS : comme le degré de P, vaut n (WHY), on en déduit que toutes les racines de P,
sont distinctes et sont dans |—1,1[. C’est assez remarquable !
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Le cas ou le degré de P vaut 1 est immédiat, car alors P’ est un polynéme constant non nul et est
donc scindé. Par ailleurs, ses racines sont simples puisqu’il n’en a pas!

Désormais supposons deg P > 2.

Notons n = deg P > 2 et notons P la fonction polynomiale associée & P.

Comme P est scindé a racines simples sur R, alors P posséde n racines réelles distinctes.

Notons z1 < --- < x,, ces fameuses racines de P. B

Pour tout 7 € [1,n— 1], appliquons le théoréme de Rolle a la fonction polynomiale P sur [x;, Z;41].

— La fonction polynomiale P est continue sur [, Tit1].
— La fonction polynomiale P est dérivable sur |z;, 24 1].
- P(]Jz) = P(.Ti_;,_l) =0
D’aprés le théoréme de Rolle, il existe done ¢; € |x;, 2;11] tel que }3’(01-) =0.
Comme ¢; < ¢y < -+ < ¢p_1, les ¢; sont distincts.
On a donc trouvé n — 1 racines réelles distinctes de P’.
Or P’ est de degré n — 1.
Donc il existe A € R tel que P/ = A(X —¢1) - (X — ¢cpo1)-
Donc P’ est scindé a racines simples.
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Le cas ou le degré de P vaut 1 est immédiat, car alors P’ est un polynéme constant non nul et est
donc scindé.

Désormais supposons deg P > 2.

Notons n = deg P > 2 et notons P la fonction polynomiale associée & P.

Comme P est scindé sur R, alors P posséde n racines réelles distinctes.

Notons x1 < --- < x, les racines réelles distinctes de P.

Notons m; la multiplicité de x;.

Comme P est scindé sur R, alors n =mq + - + m,..

L’objectif est de montrer que P’ est scindé, c’est-a-dire que P’ posséde n — 1 racines-comptées-

avec-multiplicité. _

e Pour tout ¢ € [1,r—1], appliquons le théoréme de Rolle a la fonction polynomiale P sur [x;, 2;41].
— La fonction polynomiale P est continue sur [, ig1].
— La fonction polynomiale P est dérivable sur i, xiga].

— P(.’El> = P(SL‘Z‘+1) =0
D’aprés le théoréme de Rolle, il existe donc ¢; € Ja;, zi11[ tel que P'(¢;) = 0.
Comme ¢; < ¢ < -+ < ¢r_1, les ¢; sont distincts.
On a donc trouvé pour I'instant r — 1 racines réelles distinctes de P’.
e Par ailleurs, x; est racine de multiplicité m; — 1 de P’ (car x; est racine de multiplicité m; de P).
e Comme
n—1=14-+1+m—-1)+-+(m.—1)
———
r—1 fois
les deux points précédents montrent que ’on a trouvé toutes les racines de P’.
T
Ainsi, P’ s’écrit M(X —¢1) -+ (X —¢1) H(X —x;)™ Lou e K.

i=1
Donc P’ est scindé.
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Le résultat est immédiat dans le cas des deux premiers coefficients : si les coefficients de degré 0
et 1 sont nuls, le polynéme est divisible par X2, donc 0 en est une racine double, ce qui est exclu.
Le cas général s’en déduit & cause du fait que 'ensemble des polynomes réels simplement scindés
est stable par dérivation, une conséquence immeédiate du théoréme de Rolle.
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1. On voit que —1 et 1 sont des racines de multiplicité n de F),, donc sont racines de Fy(lp ) pour
tout p € [0,n — 1].

o Montrons que P, posséde n racines réelles distinctes dans l'intervalle |—1, 1[.
Pour plus de lisibilité, on note F' le polynéme F,,.
Pour tout p € [0,n], notons H,, la propriété

H,:  «Le polynome F®) possede p racines distinctes dans Pintervalle 1-1,1]»
On va prouver par récurrence (finie) que
Vpe[0,n], H,estvraie

Initialisation. La propriété Ho est vraie (WHY 7).

Hérédité.
Soit p € [0,n — 1] tel que la propriété H,, soit vraie. Montrons H,41.
D’aprés H,, le polynéme F (P) admet p racines distinctes dans l'intervalle |1, 1[.
De plus, comme p < n—1, la question précédente dit que —1 et 1 sont également racines
de F(®.
Par conséquent, le polynéme F®) admet p + 2 racines dans l'intervalle [—1,1].
Notons-les zg, z1, ..., Tp, Tpy1 €t supposons que xg < 1 < -+ < Tp < Tpy1.
Soit i € [0,p]. Le théoréme de Rolle appliqué sur [z;,x;+1] & la fonction polynomiale
F®) assure l'existence d’une racine pour le polynome (F®)) = FP+1) dans |z;, 254 1[.
Comme il y a p+ 1 intervalles disjoints |z;, 2;11] (tous inclus dans ]—1, 1[), on obtient
Pexistence de p + 1 racines distinctes dans |—1, 1] pour le polynome Ft1),
Donc H, 41 est vraie.

BILAN. On a montré que :

Vpe[0,n], H, estvraie
En particulier, 7, est vraie, ¢’est-a-dire que le polynome F () (qui vaut P,,) posséde n racines
distinctes dans Uintervalle |—1, 1].

BONUS. Comme le degré de P, vaut n (WHY), on en déduit que toutes les racines de P,
sont distinctes et dans |—1,1[. C’est assez remarquable!

Remarque. On peut démontrer, en utilisant les mémes arguments :
Lemme. Soita <beR. Soit P= (X —a)"(X —b)" € R[X].
Le polynome P™) admet n racines distinctes dans ]a, b[.

2. Déterminons le degré et le coefficient dominant de P,.

e On a deg F,, = 2n, donc deg F,(ln) =2n—n=n.
Autrement dit
deg P, =n

e Déterminons le coefficient dominant de P,,.

On a
1

- 2nn

F, (X" + R) avec deg R < 2n

Pour k € [0,2n], le polynome dérivé k-éme de X 2" est (2(n2f)k!)!X2"_k.

Donc le polynome dérivé n-éme de X2" est %X n,
D’ou

1 2n)!
P, =F" = Sl (@X” + R(")) avec deg R™ < n
“ni\ nl

BILAN : le coefficient dominant de P,, est

1 (@2n)! 1 /(2n
npln! 20\ n

[18exo—Derivation.pdf, 7 mars 2025, 22:32}




3. On a

1
2nn!
Ainsi, F), se présente comme le produit de deux polynoémes.
En appliquant la formule de Leibniz :

" /n ( n—
Fm = 2:me—0 (k> [(X - 1)“} Y [(X+ 1)"}( Y

F=—(X - 1)"X +1)"

D’ou "
0 = B (e o
k=0
D’ou "
. <><>
k=0
P, =F" = "
AL
=0
. On a
sin—k#0
Bn,k<1):(1+1) 1-n" { 31n7kf0
e 0 sik+#0
Bus(-) = (-1 1= = 0 P
Ainsi
Py == (" o1 e -1 = (" 2(*2)”*(*1)”
n T on k - € " S oon k B
On a

Bup(—=X) = (=X + (=X - )" F = (-1)"(X = D*(=)" F(X + )" = (=1)" B ns
On a

(_1)”Bn,n—k

Py(~X) = ZW(ZYBn,k(—X)
(

. Ona
F,=—X-D"X+D"
n!

Ainsi, F,, se présente comme le produit de deux polyndomes.
En appliquant la formule de Leibniz :

1 & /p n! n!
F(p) — " (X -1 n—k (X 1 k
nT ol & (k) R TE A IC

On a Bap—pp—k = (X + 1) F(X - 1)n—PF,
On montre (hum, ce n’est pas si évident, je vous laisse mener les calculs) avec la formule de

Leibniz que
P

|
Vpe[o,n—1], Fy g:O ST <k) (p B k) Bon—pn—k

En évaluant en 1 et —1, on retrouve que :

Vpe[o,n—1], EP(1)=0 et FP(-1)=0
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La fonction f est Iinverse de x — x2 + 1 qui est de classe C* et qui ne s’annule jamais.
D’aprés le cours, la fonction f est de classe C*°.

_9 21
1.Ona VzeR, fl)=——— e VazeR, f"(x):2L3.
(x2 4+ 1) (x241)
2. Pour tout n € N, notons H,, :
« 11 existe une fonction polynomiale g, telle que Vz € R, f(")(z) = (56291% »
©> Initialisation. On a f(©z +» ———_ Posons go :  — 1.
4+ 1
0 _ go(z)
On a alors V‘T c R, f( )(ZL') = W

Donc Hy est vraie.

> Hérédité. Soit n € N. Sq H,, est vraie. Mq H,,+1 est vraie.
Calculons la dérivée (n + 1)-éme de f.

Ona:
Ho gn(@)(@? + 1) — gu(2)(n +1)22(2® + 1)"
(=2 + 1)”“)2

Ve eR, fOD(@) = (f™) (2)

En simplifiant par (22 + 1)", on obtient

gn(@)(@* +1) — gn(z)(n+1)22
(22 + 1)7+2

VzeR, fOH(z) =

On pose gni1: 2 = (22 +1)g)(z) — 2(n + 1)zg, ().
Il s’agit d’une fonction polynomiale : en effet, les quatre fonctions

gy Gny TPl e 2nd 1z

le sont.
D’ou Hn+1.
3. Supposons qu’il existe g, et h, deux fonctions polynomiales comme dans la question précé-
dente. On a alors
gn () hin ()

R =
Va e ’ (,132 + 1)n+1 (x2 + 1)n+1

D’out en multipliant par le dénominateur

Vz €R, gn<x) = hn(m)

Cela signifie que g, = h,,, ce qu’il fallait démontrer.

4. Dans I’hérédité de la récurrence, on voit que

z® + 1)g, (x) — 2(n+ 1zgn(x)
(x2+1)n+2

frii(@) =

D’aprés la question 3, par unicité de la fonction polynomiale telle que.. ., on a
Guir x> (@2 1)gh(x) — 2n+ g ()

Pour que la relation de récurrence permette de définir complétement la suite de fonctions
(gn)nen, il nous faut la fonction gq.

Comme fo(z) = et par unicité de gg, on a gg : x — 1.

1
(22 4 1)0+17

Bilan : (g, )nen est la suite définie par récurrence de la fagon suivante :

go:zxr—1
VneN, gnp:x— (2®+1)g,(z) — 2(n+ 1)zgn(z)

5. Montrons par récurrence que
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Vn €N, P, estdelaforme a,X™+ S5, avec a, € Ret S, € R,_1[X]

e Py =1 est bien de la forme agX° + Sy avec ag = 1 et Sy = 0 qui est bien de degré < —1.
e Soit n € N tel que P, = a, X" + S,, avec a,, € Ret S, € R,,_1[X].
Montrons que P,y s'écrit a, 1 X"t + 5,11 avec S,.1 € R, [X].

Utilisons la définition de P,,;1 et 'hypothése de récurrence :
Py = (X?+1)P, — 2(n+1)XP, = (X?+1)(na, X" ' +5),) — 2(n+1)X (a, X" +S,)
Dot Pyyq = —(n+2)a, X" + 5,11 avec Spy1 = na, X" 1+ (X2 +1)S, —2(n+1)XS,

qui est de degré < n (car S, est de degré < n — 1 d’aprés 'hyp. de réc.)

. D’aprés la question précédente, on a la relation de récurrence pour le coefficient dominant
de P, :

Co — 1
VneN, cpr1 = —(n+2)c,
On voit & la main que ¢; = —2, ¢c; = 6, puis c3 = —24.

On conjecture donc que ¥n € N, ¢, = (—1)"(n + 1)L
On peut prouver cela par récurrence (je vous laisse faire).

Voila une autre preuve possible sans récurrence.
Soit n € N.

Ck
Ch—1

n

Examinons le produit suivant H
k=1
D’apres la relation de récurrence vérifiée par la suite ¢ (a savoir ¢, = —(k + 1)ck—1), on a

n

HCk
Cl—

k:lkl

C Ik = Oy
k=1

c
Or ce produit est télescopique et vaut — = ¢,, (car co = 1).
co
Bilan : ¢, = (=1)"(n + 1)L
. La suite de polynomes (P, ),en est lite aux dérivées successives de f.
Py (z)
(22 + 1)n 1
Ainsi, on obtient une information sur I’évaluation de P, en un réel x :

En effet, on a f(") : 2 —

Ve eR, Pu(z) = (22 + )"0 ()

Bilan de cette mini-étude : Une racine de P, est donc un zéro de f() et réciproquement.

Allons-y pour la récurrence. Pour tout n € N, notons

H,: P, admet n racines réelles distinctes

> Initialisation. Le polynéme formel Py = 1 admet 0 racine.

> Hérédité. Soit n € N tel que H,, est vraie.

D’aprés H,, il existe n racines réelles distinctes de P,,. Notons-les 11 < 2o < --- < z,
Ces xj, sont des zéros de f(™ d’aprés la remarque bleue.

Fixons k € [1,n — 1].

Appliquons le th de Rolle a la fonction f) entre z, et Tht1-

On a

> £ continue sur [zg, zpi1]

> f(") dérivable sur Jay, T5 1]
> f(x) = fO)(241) (car cela vaut 0)
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Donc il existe yi, € ok, zp11] tel que F D (y,) = 0.

On a trouvé y; < - -+ < yn—1 qui sont des zéros de f(”“‘l)7 donc des racines de Py, 41.

Bilan intermeédiaire. Il reste a trouver deux racines pour P, ;1.
Ceci va se faire grace au théoréme de Rolle généralisé.

Premiére racine manquante pour P,
On a
> f™ continue sur ]—oo, z1]
> f( dérivable sur |—oo, 2]
> Tim f0) = £ ()
Justification :
D’une part, f(™(z1) = 0.
In ()

D’autre part, f(™ : z — W donc f(™ est le quotient d’une fonction poly-
x

nomiale de degré n (d’aprés la question (6)) et d’une fonction polynomiale de degré
2(n + 1), donc lim f™ = 0.

D’aprés le théoréme de Rolle généralisé, il existe yo € |—o0, 1] tel que (f™)’(yo) = 0, donc
tel que f* 1 () = 0.
Ainsi }%14_1(3/0) =0.

Deuxiéme racine manquante pour P,
On a

> f™ continue sur [z, +oo|

> f(™ dérivable sur |, +-00]

> lim £ = £ (z,)

D’une part, £ (zx,) = 0.

9n ()

(1+ 22)ntt

miale de degré n (d’apres la question 5) et d’une fonction polynomiale de degré 2(n+1),
donc 1+im fm =o.

D’autre part, f(™ : 2z — donc f(™ est le quotient d’une fonction polyno-

D’aprés le théoréme de Rolle généralisé, il existe y,, € @, +oo[ tel que (f™)'(y,) = 0, donc
tel que "+ (y,) = 0.
Ainsi Pp,41(yn) = 0.

Bilan de I’hérédité. On a trouvé yo < y1 < -+ < yn_1 < Yn qui sont des zéros de f+1),
donc des racines de P, 4.

Ainsi, H,41 est vraie : on a bien prouvé que P, admet n + 1 racines réelles distinctes.
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1. On peut commencer & se faire la main en calculant les premiers polynomes Hy = 1, H; =
—(2X), Hy = 4X?% — 2, etc. Mais cela ne va pas nous étre trés utile.

Unicité. Soit (H,) et (H,) deux telles suites.
Soit n € N. Montrons que H,, = JEI:L

On a alors
2 - 2

VeeR, Hy(zr)e ™ = Hy(z)e ™

D’ou en simplifiant par e’

Ve eR, H,(xr) = Hy(z)

Donc H,, et H,, coincident en un nombre infini de points.
Donc ces deux polyndémes sont égaux.

Existence. On consideére la suite (H,)nen de polynomes définie par récurrence de la fagon
suivante (on pourra se demander comment I'auteur de ces lignes a fait pour trouver une telle
formule) :

Hy=1
VneN, Hyp = H, — 2XH,.

On montre par récurrence sur n que cette suite convient, ¢’est-a-dire qu’avec cette suite (H,,),
on a bien Vn € N, ¢™ : z — H,(x) S

2. On conjecture que H,, = (=2)" X™ + ---, et que c’est un polyndéme de méme parité que n.
Ceci se prouve par récurrence sur 7.
On fait une premiére récurrence pour le coeff dominant et le degré.
On fait une deuxiéme récurrence pour la parité en prouvant que H,(—X) = (=1)"H, (X).
Remarque. Pour le degré et le coefficient dominant, on n’est pas obligé de faire une récur-
rence.
On fixe n € N.
Avec la relation H,41 = H], — 2XH,, en considérant correctement le degré, on obtient
deg Hp41 = 1+ deg(H,,) (car le degré de H), est différent du degré de X H,, — sauf si H,
était nul, ce qui n’est pas —).
Ainsi, la suite des degrés est arithmétique de raison 1 et de premier terme deg Hy = 0.
Donc Vn € N, deg H,, = n.

Puis, & n fixé toujours, on tire le coefficient dominant a,+1 = —2a,,.
Donc la suite des coefficients dominants est géométrique de raison —2 et de premier terme
ag = 1.
Donc Vn € N, a, = (—2)".
3. Pour tout n € N, on note P, I'assertion « H), | = =2(n + 1)H,, ».
Montrons Vn € N, P, par récurrence.
Initialisation. On a H] = —2 et Hy =1, d’ou Pp.
Hérédité. Soit n € N tel que P,,. Montrons P, 1. On a

(Hny2) = (Hhyy —2XHpp)' (rel. réc.)
= r/{+1 - 2XH;L+1 —2H, 1
= —2(n+1)H,+4(n+1)XH, —2H,+1 (dapres P,)

= —2(n+1)[H, —2XH,)—2H,+1
= —2(n+1)Hpy1 —2Hp 41 (rel. réc)

D’ou ,Pn+1.
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4. La question précédente permet de réécrire la relation de récurrence sous la forme

VneN, Hy,io = —2n+1)H, —2XH,4.
En évaluant en 0, on trouve :
VneN, Hpo(0) = —2(n+ 1)H,(0).

Le cas n impair est direct et ne nécessite pas la relation précédente. Car, lorsque n est impair,
H,, est un polynéme impair, donc H,(0) = 0.

Cas pair. Déterminons Ha,, (0). Réécrivons la relation précédente via (en pensant a n = 2k) :
VEEN, Hyyo(0) = —2(2k + 1)Hy(0).

Si bien qu’en posant uy = Hai(0), on a la relation de récurrence :

Ug = 1
VkeN, ugsr = —2(2]€ + 1)uk

Une telle suite ne s’annule jamais (récurrence), donc on peut écrire le produit télescopique
suivant :

n—1 n—1
1% = I -20k+1)
(7
k=0 k=0
Comme ug =1, on a
n—1
u, = J]-2@k+1)
k=0

D’ou

Remarque pour moi. Cela colle avec le développement en série entiére de I’exponentielle.
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z2
Soit f:xr—>e 7.
La fonction f est de classe C* sur R, en tant que composées de fonctions de classe C*°.

22

1.Ona f:z—e 7,

22

puis f':x— —ze T,

puis [’z — (—1)e’§ + (—x)(—x)e*% = (2% - l)e’é,
puis f®) : z— (3z — x3)e_é,
Comme H,, : z — (—1)”e_§ (™) (z), on a :
Hy:xz —1 Hi:z2 — —x Hy:x — 22 —1 Hs:x +— 3z —23

2. Pour tout x € R et tout n € N*, on a

2

z—

Hya(z) = (-1 fot(e) = (—1re¥ [ - f0 ()]
et
Hy(2)—nH 1 (2) = (1) T 2 (z)=n(=1)" "1 [0 D (@) = (~1)"e [2f") (@)+nf " (2)]
L’égalité & montrer est donc équivalente a 1’égalité des deux « crochets » :
VneN' VzeR, —fO)(z) = 2f™(2) + nf" Y (x)

e Par récurrence. Montrons cela par récurrence sur n € N*.

22
2

8
ol

z2
Initialisation On a f : ¢ — e 'z, donc f' : x — —xe 'z, donc " : z — (=1)e

(—x)(—x)e’é = (2% - 1)e*§. Alinsi,
VzeR, —f'(x)=xf(z)+ f(x)
Hérédité Soit n € N* tel que
VzeR, —f(z) = 2f™(z) — nf"Y(z)
En dérivant (licite, toutes les fonctions sont dérivables), on a :
VzeR, —f"(z) = 1x fO(z)+zx O (2) 4 nf™ (x)

D’ou
Ve eR, —f (@) = afD(z) — (n+ 1) f)(2)
D’oitt la propriété au rang n + 1.

e Sans récurrence. On peut aussi procéder de maniére directe, sans récurrence, avec Leibniz,
en remarquant que

,’:2
f("+1) = (f’)(") avec f/ x> —x xe T

22

Comme f’ est le produit de g : x — —x par f : 2+ e~ 2, on a avec la formule de Leibniz :

() = Zn: (Z) g9 =)
k=0

On a ¢®) =0 si k > 2. Ainsi, la somme ne comporte que deux termes :

Vo eR, fO(z) = (8>9<°><x)f<")(x>+@g(”(as)f(”—”(x) = —f")(@)+n(-1) f" ()

En multipliant par —1, on a
VeeR, —f0 (@) = of™(@) +nf" D (a)

D’ou la relation annoncée.
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3. Par récurrence double immédiate, on montre que H,, est une fonction polynomiale.

Par récurrence double (tout aussi immeédiate), on montre que le polynéme H,, est de degré n,
et de coefficient dominant 1.

Enfin, on montre que H,(—X) = (—-1)"H,(X), toujours par récurrence double.
Voici un morceau de I’hérédité. D’aprés la relation vérifiée par les polynémes de Hermite, on
a

Hy1(—X) = —XH,(-X)-nH, (-X) = = X(-1)"H,—n(-1)""'H,_, = (-1)""(XH,—nH,_1)
4. On en déduit que f( est de la forme
2
2

(=1)"H,(x)e”

ou H,, est un polyndéme bien concret !
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1. Posons f: ]0,+o0] — R
t — Int

Cette fonction est dérivable sur |0, 4+o00[ et

Vtel0,+oof, f(t)==
Appliquons les accroissements finis & f, non pas sur |0, 4+o0c[, mais sur [z,z + 1] en ayant
fixé = > 0 au préalable!

f est continue sur [z, x + 1]
Premiére fagcon de conclure. On a [ est dérivable sur |z, x + 1 )
Vit e |z, 1, — < f/(t) < =
a1l — < f0) <5
D’apreés 'inégalité des accroissements finis (version double inégalité), on trouve

L fet]) - f@)
x+1 (x+1)—x

1
x

t ti 1
Deuxiéme facon de conclure. On a Jes con. inue sur [,z + 1]
f est dérivable sur |z, z + 1]

On utilise le théoréme (I’égalité) des accroissements finis :

il existe ¢ € |,z + 1] tel que f/(c) = M

(z+1)—2z
1 1
OrVtelz,z+1], 751 < f/(t) < —. Pour t = ¢, on obtient avec l'expression de f’(c)
x x
I’encadrement :
L f@+)-f@) _ 1
r+1 = (z+1) -2z x
On a bien montré 1 L
— < 1 1) —1 < -
Vz >0, peo n(z+1)—Inz -
2. On utilise la question précédente avec x = k € N* qui est bien > 0
Wh>1, —— < (k+1)—Ink <
= 4, T XX n — in X 7
k41

A partir de maintenant, plusieurs possibilités s’offrent a nous. Elles fournissent
toutes le méme résultat final, mais les inégalités intermédiaires obtenues ne sont
pas exactement les mémes. Certaines sont plus précises que d’autres.

e Si on met tout de suite % au centre, on a

1

Vk>2 In(k+1)—Ink < < Ink —1In(k —1)

Par somme pour k € [2,n] (avec n > 2), on obtient par télescopage :
Vn>2 Inn+1)—-n2 < H,—1 < lnn
d’out
Yn>2 Inn+1)—-In2+1 < H, < 1+Inn

On s’apergoit que cet encadrement est méme valable pour n = 1, car on a alors des égalités partout.

e Si on somme tout de suite pour k € [1,n], on obtient
Yn>1l H,1—-1< Inn+1) < H,

En cachant le membre gauche, on obtient I'inégalité In(n + 1) < H,,.
En cachant le membre droit, on obtient l'inégalité Hy,41 <14 In(n+ 1).

Ceci étant vrai pour n > 1, en décalant les indices, on obtient les inégalités suivantes pour
n>=2:
Vn>2, Inn < H, < 1+1nn
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e On reprend le point précédent, mais on termine différemment.

1
On essaie de faire apparaitre du n + 1 partout en écrivant H,, = H,, 11 — P D’ou
n

1

Vn>1, Hpq—1<1 1) < Hypoq — ——
n +1 n(n+1) T

1
Vn>=22, Inn—— < H, < l+4+Inn
n

Reprenons. Aprés avoir obtenu une des doubles inégalités ou H, est au centre, on peut
alors déterminer un équivalent de H,,.

On constate que le membre gauche est équivalent & Inn et le membre droit également (que
lon prenne une des trois inégalités).

Ainsi, en divisant par Inn la double inégalité, on a une double inégalité ot membres gauche

et droit tendent tous les deux vers 1.
H

D’aprés le théoréme des gendarmes, le membre du milieu, & savoir —— tend également vers 1,
nn

autrement dit H,, ~ Inn.

. On utilise la question précédente avec x = k € N* qui est bien > 0 :

1 1
21, —— <1 1) -1 < 7
Yk T nk+1)—Ink .
Par somme pour k € [n,2n], on a
2n 1
In(2n+1) —Inn < Zf < In(2n) —In(n —1)
k=n k

2n + 1

En écrivant le membre gauche sous la forme In ( ), on constate que ce membre gauche

tend vers In 2. Idem pour le membre droit.
2n
D’aprés le théoréme des Gendarmes, on obtient que lim T existe et vaut In 2.

n—-+oo
k=n+1
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1. Pour tout k € [0,n], posons Hj, P'assertion suivante :

de [a,b] sik=0
« f*) gannule en n + 1 — k points de [, ] 1 »
de Ja,b][ sik>1
Initialisation. D’aprés ’énoncé, Hy est vraie.
Hérédité. Soit k € [0,n — 1] tel que Hy.
Montrons Hg41.-
D’aprés Hy, il existe 1 < -+ < Xp41-% des points distincts de [a,b] en lesquels )
s’annule.
Pour tout i € [1,n — k], appliquons le théoréme de Rolle a la fonction g = f®*) qui
vérifie :
— g est continue sur [z;,z;41] (car f est n fois dérivable, donc g = f*) est n — k fois
dérivable, donc a fortiori 1 fois dérivable (car k < n — 1), donc a foriori continue).
— g est dérivable sur |x;, z;41[ (méme type d’argument)
— g(@i) = 9(®it1) =0
1l existe donc ¢; € |z, zi41[ tel que ¢'(¢;) = 0, c’est-a-dire tel que D (¢;) = 0.
Il reste a justifier le fait que les ¢; sont tous distincts et sont bien dans |a, b] : ce qui est
claircar a < z1 < c; < - < Cpeg < Tpp1-k < b.
D’ou Hk+1.

BILAN : pour tout k € [0,n], la proposition Hy est vraie. En particulier, H,, est vraie et
fournit le résultat annoncé!

2. Pour tout k € [0,n], posons Hj, 1'assertion suivante :

sur Ja, b] sikzO»
sur Ja,b] sik>1

« %) gannule {

Initialisation. D’aprés ’énoncé, H, est vraie.
Hérédité. Soit k € [0,n — 1] tel que Hy.
Montrons Hg41-
D’aprés Hy, il existe ¢, € Ja, b] tel que f*)(c;) = 0.
Or d’aprés I’énonceé, f*)(a) = 0.
D’aprés le théoréme de Rolle appliqué a la fonction f*) sur [a, c;] (licite car ) a la
bonne régularité), on en déduit qu'il existe ¢y 1 € ]a, ci[ tel que (f*)) (cpy1) = 0.
Ce réel cg41q est a fortiori dans |a,bl. D’ott Hiy1.

BILAN : pour tout k € [0,n], la proposition Hy est vraie. En particulier, H,, est vraie et
fournit le résultat annoncé!
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Il y a deux cas a traiter (en fait, on verra a la fin qu’il n’y en a essentiellement qu’un seul, car on
peut toujours se ramener au premier).

— On suppose f(a) =0et f(b) >0et f/(b) <O.
Il existe un x;1 € Ja, b] tel que f(xz1) > f(b).

f(t) = f(v)

En effet, si pour tout ¢ € ]a, b[, on avait f(t) < f(b), on aurait P

> 0, d’ou par passage
a la limite en b, on aurait f/(b) > 0.
La fonction f est continue sur le segment [a, b].
D’aprés le théoréme des bornes atteintes, elle admet un maximum qui est atteint a [’intérieur
de [a,b], car x1 € |a,b[ et f(x1) est supérieur & f(a) et f(b).
Considérons c¢ € a, b tel que Iﬁa}))](f = f(c).

D’aprés le lemme de 'extremum local, on en déduit f/(c) = 0.

— L’autre cas (a savoir f(a) = 0 et f(b) < 0 et f'(b) > 0) peut ou bien se traiter de la méme
fagon, ou bien se traiter en se ramenant au premier cas.
La fonction — f satisfait toutes les hypothéses de régularité de ’énoncé et satisfait (—f)(a) =0
et (=f)(b) > 0 et (—f)'(b) < 0, donc le premier cas s’applique et fournit Pexistence d’un
¢ € la, b tel que (—f)(c) = 0, c’est-a-dire tel que f'(c) = 0.
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Traitons le cas n = 1.
Appliquons le théoréme des accroissements finis & f (qui est continue sur [0,1] et dérivable sur

10, 1]).
f(1) = £(0)

Il existe ¢ € ]0,1[ tel que f'(c) = =0 donc tel que f'(c) = 1.

Traitons le cas général.
Appliquons le théoréme des accroissements finis a f sur [£=1, %] pour k € [1,n].

DRl

1
n

1l existe ¢, € |21, [ tel que f'(cx) =

n

Par somme télescopique, on obtient

x>
I
N
Sl=l |

d’onl zn:f’(ck) =n.

k=1

[lSexo—Derivation.pdf, 7 mars 2025, 22:32]




128

Le cas du polynoéme nul est facile.

Désormais, supposons P # Og[x] et notons n = deg P € N.

Raisonnons par ’absurde en supposant que ’équation admet un nombre infini de solutions.

En particulier, il existe au moins n + 2 points pour lesquels la fonction ¢ : x — e* — P(x) s’annule.
D’aprés Pexercice 125, on obtient que (1) s’annule au moins une fois (il faut savoir redémontrer
celal).

Or comme n = deg P, on a ¢t = exp et la fonction exponentielle ne s’annule pas !

D’ou la contradiction.
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Idée. Les hypothéses se réécrivent (f(a) — f(a))e® =0 et (f(b) — f'(b))e” = 0.

Début de la preuve. Posons ¢ : 2 — (f(z) — f'(z))e”
la fonction ¢ est continue sur [a, b]
On a les hypothéses suivantes :  la fonction ¢ dérivable sur ]a, b
p(a) = ¢(b) =0
D’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ € ]a, b] tel que ¢'(c) = 0.
Or ¢ 1z (f(x) — f(z))e”.
Dot f(e) = (o).
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Le cas particulier £ =0
On suppose que f'(x) —— 0.
T—r+00

f(x)

Montrons que —~ —— 0.
T

Tr—r+00
Soit € > 0.
Comme f'(x) —+> 0, il existe A € R que 'on peut supposer > 0 tel que
Tr—r+00

Ve A f(0)<e
D’apres l'inégalité des accroissements finis appliquée & f sur [A, +00[, on obtient
Ve s A |f(@)— f(A)] < elo— A
et par inégalité triangulaire
Vaz A, [f(x)] < [f(A)|+elz—A

D’ou en divisant par |z| =z > 0 (car A > 0), on obtient :

A - A
(%) Vis A, ‘M‘ < ‘M‘HL
x T
<1

A
CornmeM — 0, il existe B € R tel que

x T—>+00

Vz > B, ‘f(A)‘ga
T

En reprenant (%), et en posant xg = max(A, B), on obtient

V2> xg, ‘@‘ < 2

YA
x r——+00

Le cas général. On se raméne au cas précédent en remarquant que ’hypothése f'(x) —+> L
Tr—r+00

peut se réécrire f'(x) — ¢ —— 0.
xr—+00

On pose ¢ : z — f(z) — L.
Cette fonction ¢ est dérivable et la fonction ¢’ :  — f'(x) — £ vérifie ¢'(x) —— 0.

r—+o0
o(x) 0.

D’aprés le cas précédent, on en déduit que
€T Tr——+00

op 1) _ @)

xr X

+£. D’ou

@,

€T T—+00

Remarque. La réciproque est fausse. Prenons la fonction sinus.

€T sin . . Lo
On a 1(@) = 0, mais la fonction f/ = cos n’a pas de limite en +oo.
X X xr——+00
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1. Fixons n € N.
1
Onag,(1)=e"! kz i et g,(0) =1 (wny).
=0

Appliquons l'inégalité des accroissements finis & g, sur [0,1] :
— La fonction g,, est dérivable sur [0, 1] et
no ok n k—1
/ Y z~ Sy e T
Vrel0,1], g,(z) = e ( ;0 o +; = )!> = et

— La valeur absolue de la dérivée est majorée :

1 WHY 1 1
— eft = < eft)lni -
n! n! n!

e

/ —
Vel g0l = |- s

Ainsi, I'inégalité des accroissements finis fournit :

1
|gn(1) 7gn(0)| < Eu*m

D’ou .
Xw ol < a
k=0
2. D’aprés la question précédente, on a
"1 e
Vn eN, Z i el < o
k=0

La limite du membre droit vaut 0.
D’aprés le théoréme des Gendarmes, on en déduit que

n

1
lim Z Pl existe et vaut e

n—-+o0o !

n k
3. Ona gu(l) =e @ % et g,(0) = 1 (WHY).
k=0

Appliquons l'inégalité des accroissements finis a g,, sur [0,1] :
— La fonction g,, est dérivable sur [0, 1] et

Vte[0,1], gL(t) = e ( - azn: (at)" + zn: aktk_l> — _go—at (at)"

! —1)! I
= k! = (k—1)! n!

— La valeur absolue de la dérivée est majorée :

_ (at)” _ 1 WHY B 1 ‘a|n+1
vVt e [0,1], |g,(t)| = ‘ae atT = lale “t|a|”tnﬂ < e 0|a|"+1m =
Ainsi, I'inégalité des accroissements finis fournit :
‘a|n+1
|gn(1)7gn(0)| < nl |170|
D’ou
n
efa f _ 1 |a|n+1
k! n!
k=0
™

Il faut étre capable de démontrer que —— 0. Allons-y.

n' n—-4oo
On peut distinguer les cas |a| < 1 puis |a| =1 et |a| > 1. On peut méme traiter directement
le cas de |a] < 1. En effet, dans ce cas, la suite de terme général |a|* ! est bornée par 1, donc

en multipliant par -~ qui tend vers 0, on obtient une suite qui tend vers 0.
n

Le cas |a| > 1 se traite par croissances comparées.
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Montrons que
n (k)

R Z

k=

(b— )+t
—o)f - K (n+1)!

vérifie les hypothéses du théoréme des accroissements finis.
— La fonction ¢ est continue sur [a, b].
En effet, comme f est de classe C", les fonctions f*) sont continues pour tout k € [0, n].
— La fonction ¢ est dérivable sur ]a, b].
En effet, pour tout k € [0,n], les fonctions f*) sont dérivables (comme f est de classe C",
les f(®) sont dérivables pour tout k € [0,n — 1], et de plus f(™ est dérivable par hypothése).

Ainsi, ¢ vérifie les hypothéses du théoréme des accroissements finis.
De plus, pour tout x € |a, b, on a :

n (k1) (k) b— )"
Z f ) (b—z)* — f (x)k(b—x)k_l + K( z)
k! n!
k=0
(k+1)
En posant w41 = fki'(x)(b —2)k, on a (WHY?) :
- b—xz)"
Z Uk+1 — uk; + K%
k=0
Comme ug = 0, on a, par télescopie :
b—x
(IOI(.'L') — —Up+1 + K%
(n41) b— )"
n! n!
(b—=z)"

= (K- rrh@)

n!
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Appelons K 'unique réel défini par 1’égalité :

IR0 K .
10 = 3 TR0 & -

Et posons
" f®)(a) (b— )"
pra i f0) = 3 Tpm -t - Ko

ot K est le réel précédent, de sorte que p(a) = 0 par définition de K.

On a aussi ¢(b) = 0.

On a montré que @ vérifie les hypothéses du théoréme des accroissements finis avec en plus p(a) =
»(b) =0.

D’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ € ]a, b] tel que ¢'(c) = 0, donc tel que

(b ;IC)" (K _ f(n+1)(c)) —0

Comme ¢ # b, on a K = f("+1(c).

En reportant dans la définition de K, on a montré I’existence d’un ¢ tel que

" (k) (g (n+1)(,
k=0

ce qu’il fallait démontrer.
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x

Onposeg: [0,1]] — R
r —

e

x+2
Cette fonction g est dérivable et ¢’ : z — exﬁ > 0.

On a g(0) = 5 et g(1) = £ € [0,1].

Ainsi, le segment [0, 1] est stable sous g.

Avec un argument classique (lequel 7), on démontre que g posséde un point fixe £ € [0, 1].

1l reste a encadrer ¢’ pour appliquer 'inégalité des accroissements finis, et plus précisément pour
montrer que g est K-lipschitzienne avec K < 1.

On peut en fait ici vérifier que g” est positive (attention, il y a des calculs & assurer et a faire
soi-méme!), donc ¢’ est croissante, ce qui montre

vz € [0,1], g/(O) < g’(x) < g/(1>a

donc |¢g'| < 2 < 1, ce qui montre que g est K-lipschitzienne avec K = 2 < 1.
On en déduit (up)nen converge vers £ (WHY 7).
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1. Comme f(a) # 0, le réel f(a) posséde un signe strict. Par continuité de f en a, la fonction f
est du signe de f(a) au voisinage de a.

Je vous laisse terminer.

2. Comme f(a) =0, on a (WHY?) :

f‘;(_le‘ siz<a
ora M@IZl@] _
Tr—a
ﬂ‘ six>a

r—a
On démontre alors directement ’équivalence (WHY ?) :

|f| dérivable en a <= f'(a) =0

3. La fonction |f| est dérivable sur R si et seulement si (Va eER, fla)=0 = f'(a) = 0).
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e Exploitons ’hypothése f’(a) > 0.
Attention. Ne pas dire : il existe un voisinage de a sur lequel f est strictement croissante, ou

méme croissante. C’est FAUX, car la dérivée n’est pas supposée continue (on n’a pas supposé f de

classe C1).

Montrons qu'’il existe z1 € [a, b] tel que f(z1) > 0.
z) — f(a

Le réel f'(a) est une limite. C’est la limite de la fonction 7 :  — f@) = fla) définie sur I\ {a},
T—a

qui vaut a, b] ici.

On a vu dans le chapitre Limites le résultat suivant :

Sip(x) —— £ > 0, alors il existe un voisinage de a sur lequel ¢ est strictement positive
r—a

(et méme supérieur a un nombre strictement positif).

L
La preuve repose sur un bon choix de . Par exemple, ¢ = 3 > 0, auquel cas ¢ > 3= { — e sur
un voisinage de a.
On applique ce résultat a la fonction 7 et on obtient qu’il existe un voisinage V, de a tel que
x)— f(a
Ve e V,Nla,b], 7(x) = f@) = fle)
T—a

obtient ¥z € V, N]a,b], f(z) > 0.
On peut donc trouver x; € |a, b] tel que f(z1) > 0.

> 0. Comme z — a > 0 pour de tels z, et que f(a) =0, on

Autre preuve. Montrons qu'il existe 21 € [a, b] tel que f(z1) > 0.
Par 1’absurde. Supposons que Vt € [a,b], f(t) < 0.
f@t) = fa)

Comme f(a) =0, on obtient que V¢ € ]a, b], I <0

Par passage a la limite (licite, car la limite existe), on a f/(a) < 0, ce qui contredit I'hypothése
f'(a) > 0.

e De méme, en exploitant f/(b) > 0, on montre qu’il existe xo € [a,b] tel que f(x2) < 0 (faire un
dessin).

2%
e On termine avec le TVI (licite car f est continue). On peut trouver ¢ € [z1, z2] tel que f(c) = 0.

%
Comme [21, 23] C |a,b[ (WHY ?), on a ¢ € ]a, b|.
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1. La fonction f est de classe C* sur |0, +o0o[ par opérations.
Montrons que, pour tout n € N,
« il existe P, € R[X] tel que f(™ : ]0,4+00[ — R »
xr — P, (l)e*i
x
Initialisation. Il suffit de prendre Py = 1.

Hérédité. Soit n € N tel que H,,. Montrons H,, 1.
D’aprés H,, il existe P, € R[X] tel que

f™ 10,400 — R
T —> Pn(%)e*%

Par opérations, cette fonction est dérivable et on a

(f™My: )0, +400[ — R
1 1 1 1
x — _7p7/l<,) + —Pn(f) e v
2 T z2 T
En posant P, 1 = —X2P'n+ X2P,, on en déduit H, 1.

Au lieu d’annoncer la classe C*° au début, on aurait pu aussi prouver par récurrence que

« f est n-fois dérivable sur |0, +oo] et il existe P,, € R[X] tel que f™ : 0, +o0o[ — R »

1
T — Pn(f)e’%
T

2. Montrons que f est de classe C*° sur R.
Pour cela, prouvons, pour tout n € N, la propriété H,, suivante :
Pn<f)e_% siz >0
x
f est n-fois dérivable sur R et il existe P, € R[X] tel que ™) : 2 0 sir=0
0 siz <0
Initialisation. Prendre Py = 1.
Hérédité. Soit n € N tel que H,,. Montrons H,, 1.
D’aprés H,, la fonction f est n-fois dérivable sur R et il existe P, € R[X] tel que
1
Pn<f)e_% six>0
x
f iz 0 siz=0
0 siz <0
Il s’agit de montrer que cette fonction ¢ = f(™ est dérivable sur R.

Utilisons le théoréme de la limite de la dérivée.
On aura besoin du lemme suivant (croissances comparées) :
Pour Q € R[X], on a Q(t)e”t ——— 0.
t——4o0

Donc Q(l)e_% — 0.
x z—0T1

On a:
—  est continue sur R (WHY ?)
— ¢ est dérivable sur R\ {0} et ¢’ : R\ {0} — R

1
P,y <7)e*% sixz >0

x
0 siz <0

X —

— ¢'(t) — 0 (WHY ?)
t;)O

D’aprés le théoréme de la limite de la dérivée, on en déduit que ¢ est dérivable sur R
tout entier et ona ¢’ : R — R

1
P (f)e_% siz>0

T
r = 0 siz=0
0 siz <0
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Ainsi, f est (n+1)-fois dérivable sur Ret ona f*+) . R — R
1 1
a2t oo
+1{ 7 )e siz >
0 siz=0
0 siz <0
D’ou Hn+1.
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1.
2. Preuve page suivante.

3.  — Penser a une fonction qui ne fait que d’osciller, mais qui oscille de plus en plus lentement.
e Par exemple g : x — cos /.

-1
La fonction g est dérivable sur |0,4+o0c[ et on a ¢’ : @ — NG sin v/x.
T

En 400, on a ¢’(x) — 0 et pourtant g n’a pas de limite (WHY 7).

Justifions le wHY.

Par I’absurde, supposons que cos /x —— L.
T—r 400

Alors la fonction cosinus admet pour limite L en +oo.

2

T4 ——— 400
En effet, si on a @00 alors cos z ———
cosvVt —— L z—~+o00
t—+4oco

Comme cosinus est bornée, on a nécessairement L € R.

On contemple les égalités suivantes valables pour tout z € R

cos(x +1) +cos(x —1) = 2coszcosl
cos(x +1) —cos(x —1) = —2sinzcosl
cos? z + sin’? x = 1

La premiére égalité fournit par passage a la limite (licite) L + L = 2L cos 1. Comme cos 1 # 0, on
obtient L = 0.

La deuxiéme égalité fournit 1’existence de la limite de la fonction sinus en +o0co, que nous notons L’ :

(cos(az + 1) — cos(x — 1))

pour s’en convaincre, écrire sinx =

2cos1
Puis un passage a la limite fournit L’ = 0.

La troisiéme égalité fournit par passage a la limite L2 + L2 =1, d’ot 02 + 02 = 1.
e Un éléve remarquera que la réponse n’est pas encore super satisfaisante, car on

demande dans I’énoncé une fonction dérivable sur [0, +oco[ tout entier.

Pour palier ce léger probléme, il suffit :

— ou bien de considérer h : x — cos(v/z + 3) qui est dérivable sur ]—3, +o0] et
vérifie les mémes propriétés que g;

— ou bien de remarquer que la fonction g est en fait dérivable en 0.
Ou bien avec un taux d’accroissement classique.

Ou bien en remarquant que g est continue sur [0, +o0o[ tout entier, dérivable sur
10, +00[ et que ¢’ admet une limite finie en 0. Si bien que le théoréme de limite
de la dérivée assure que g est dérivable en 0, donc sur [0, +00[ tout entier.

— Premier exemple avec une fonction g qui tend vers ¢

L’idée est de considérer une fonction qui tend vers £ et qui oscille de plus en plus vite
autour de /.

1

Par exemple, la fonction g : x — — sin(z?) fait Paffaire.
x

Il est facile de voir que g tend vers 0 en +oo.

-1
Mais ¢’ : & = —5 sin(2?) + 2 cos(z?) n’a pas de limite en 400 (WHY ?).
x

Justifions le wHY.

Par ’absurde, supposons que g'(x) —— L.
x—+o00

Alors cos(x?) admet une limite finie en 4oo.

—1
En effet, on a 2cos(z?) = ¢/(x) + — sin(x2)
x

g'(x) —— L
Comme ¢ _1 ee alors par somme 2 cos(z?) —— L.
— sin(z?) —— 0 T 00
€T r—r+00
D’ott cos(x?) —— %
x—+00

Or, on sait que cos(z?) n’a pas de limite en 4o00. D’ot1 ’absurdité.
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Supposons par l’absurde que cos x
t—+o0
On a alors
VT —— oo
x—+ oo
d’oti par composition cos # ——— L
2 xr— 400
cos(t®) ——— L
t—+oo

D’on I'absurdité (cosinus n’a pas de limite en o0).

Encore une fois, un éléve pourrait me reprocher de ne pas avoir pris une fonction définie sur [0, +-oo[!!

11 suffit de considérer la fonction h : z — 3 sin(z?), qui est définie et dérivable sur [0, +-o0].
x
Deuxiéme exemple avec une fonction g qui tend vers +oo

Prendre z — x + sin . Cette fonction admet une limite en +o0o (& savoir +00), mais sa
dérivée qui vaut x +— 1 4 cosz n’a pas de limite en +oo.
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Soit f : R — R une fonction dérivable telle que f’(x) P > 0.
x oo

Montrons que f(x) —— +o0.
T—r+00

Idée. Faire un dessin, utiliser le TAF, et conclure par théoréme de comparaison sur les limites.

Premiére preuve.

N

Comme f’(x) P £ >0, il existe un voisinage de 400 sur lequel f/(t) >
T—r1+00

14
Précisément, il existe A € R tel que Vit > A, f'(t) > 3

N~

e Montrons maintenant que Va > A, f(z) =2 —(z—A) + f(A)

Fixons = > A.
> Exploitons le théoréme des accroissements finis sur [z, A] (licite, WHY ?).
On obtient (aprés petit calcul sur 'égalité fournie par le TAF) :

Jer €lA,zl,  fl2) = flleo)(@—A) + f(A)

4 14
On a f'(cz) = 3 (en effet, ¢, > A et, de plus, pour tout t > A, on a f'(t) > 5)

En multipliant cette derniére inégalité par x — A > 0 et en ajoutant f(A), on obtient

f@) > Gla—A)+ 1A

> On peut aussi appliquer tout de suite I’inégalité des accroissements finis.

=

&

\Y
N

e Passons a la limite quand « — +o0o dans I'inégalité : Vo> A, (x—A)+ f(4)
Comme ¢ > 0, le membre droit tend vers +oo.
Par théoréme de comparaison, le membre gauche tend aussi vers +oo.

D’ou f(z) P —+o0.

Attention a argument faux suivant.
On a
Vo> A, fl2) = fllea)lz-A)+f(A)  olc €Az

Jusque-la, tout va bien.
Onax—A— +ooet f'(¢;) > 0, done par produit, on a f/(¢c;)(x — A) ——— +o0.
r—+00 r—+o00

Puis, par somme avec f(A) indépendant de x, on obtient f(z) ~—+—+ +00.
r—r+00

Il y a une erreur. Ou?

avon 10 .odimil se 1915bianoo jnomelsgd just [i x ob baogdb noizeatqxe 93390 ommos zism 0 < (o) moid s 0O
odicail 93399 1o0ir935b 2s8q $woq oa mo omob 45 9b odimil sl we moidsmriotai'b esq amovs'n

Deuxiéme preuve.
Comme f'(x) P £ > 0, la fonction f est positive au voisinage de +o0o, donc f est croissante
Tr—r+00

au voisinage de +o0.
D’aprés le théoréme de la limite monotone, f admet une limite en +oco, qui vaut ou bien v € R ou
bien +oo.

Montrons que f(z) —— +00
T—r+00

Raisonnons par I’absurde en supposant que f(z) —+> v eR.
xr—r+00

Pour tout = € R, on peut trouver ¢, € |z, z + 1[ tel que f(z + 1) — f(x) = f'(cs)-

Comme ¢, > x, on a ¢z —— +00.
xr——+00

On peut aussi raconter cela « seulement » pour les entiers n € N, c’est-a-dire en appliquant le TAF sur [n,n + 1].
En passant & la limite dans ’égalité précédente, on a v — v = £.
D’ou la contradiction car £ > 0, donc ¢ # 0.
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On a f' > 0, donc f est croissante (on a méme f’ strictement positive, donc f est strictement
croissante).

D’aprés le théoréme de la limite monotone, f admet une limite en +o0o qui est +co ou un réel
leR.

Par croissance de f et 'hypothése, on a :

Vae0,+ocf, 0< f(0)< f(z)< f(z)

Donc f’ est minorée par un réel strictement positif m > 0 (on peut prendre m = f(0).
D’apres l'inégalité des accroissements finis, on obtient

Vz e [0,+o0f, f(z)>=mz+ f(0)

Comme m > 0, on a mz + f(0) P +o0.
T—>+00

Par comparaison, on obtient que f tend vers +oo.

[lSexo—Derivation.pdf, 7 mars 2025, 22:32]




1. Par hypotheése, on a f(x) —+> £. Appliquons la définition epsilonesque que 'on discrétise
T—r+00

1
en posant € = —. On a donc
n

1
VneN, FJA,eR, Va>2A,, |fz)—/{< -
D’aprés 'inégalité triangulaire, on a :
1 1
(%) VneN', 34, €R, Voo > A, |f(@) - @) <+

1l suffit d’écrire |f(z) — f(z")| = |(f(z) =€) — (f(2') — )| < |f(x) — € + |f(2') — €.

Construisons une suite (¢,) ayant les qualités requises.

Soit n € N*. Cherchons un c¢,,.

D’apreés (%), on peut trouver A, € R tel que ...

Prenons un tel 4,,.

Choisissons un x,, € [A,, +oo[ en imposant aussi ,, > n :

on choisit donc z,, tel que x,, > max(A4,,n).

D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢, € |x,, 2, + 1] tel que

f@n+1) = f(zn) = f/(cn)

1 1
On a donc d’aprés (%) (appliquée & x = x,, + 1 et 2’ = x,,) U'inégalité |f'(c,)| < = + —.
n

Reprenons. On a donc construit une suite (¢,,) vérifiant :

1 1
VneN* ¢, >n (WHY?) et VneN, |ff(c)|< =+ —
non

D’aprés le théoréme de majoration et le théoréme des Gendarmes, on en déduit

Cpn —— +00 et fen) ——0
n—-+oo n—-+o0o

2. L’inégalité f2 + (1+ f’)2 < 1 implique que
<1 et (1+f)2<1

On en déduit que :
f est bornée et f' est négative

Ainsi, f est décroissante et bornée. Le théoréme de la limite monotone implique que f admet
des limites finies en —oo et en +00, que nous notons ¢_ et /.

On peut appliquer la question 1 qui fournit I'existence d’une suite (¢, )nen+ telle que

Cn —— +00 et fllcn) —— 0
n——+oo n—-+o0o

Evaluons I'inégalité de I’énoncé en ¢, :
VneN,  (flen)’ + (14 fen)* <1
Par passage a la limite (licite, car chaque terme admet une limite) :
G+ (140)2<1
d’ou £ = 0.

Un raisonnement analogue & celui de la question 1 fournit une suite (dy,)n,en+ telle que

dp — —00 et f(d,) ——0
n——+oo n——4oo
Par le méme raisonnement, on trouve £_ = 0.
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Résumons. La fonction f est décroissante de limite nulle en —oco et en +o0.
Donc f est la fonction nulle.

Autre solution. Par décroissance et aspect borné, ona 1l >¢_ > ¢, > —1.
Supposons par 'absurde que £_ > 0.

11 existe zg € R tel que Yz € |—00, 2], f(z) = B avec B > 0 (par exemple B = %)
En utilisant 'inégalité de 1’énoncé, on obtient

Vo €]—oo,z0), fl(z) < V1-B2—-1 <0
ce que l'on peut reformuler en
Vo €l—o00,z0], f'(z) < C

avec C' < 0 indépendante de x.
Cette inégalité sur la dérivée contredit ’aspect borné de f.
En effet, I'inégalité des accroissements finis implique que

f@) = f(zo)

Tr — X

YV € ]—o00,x0], < C
d’ou
Vo e€]-oo,z0], flz) = Cz— o)+ f(z0)

En passant a la limite, on obtient f(x) —— +oc.

T——00
Comme f est bornée, c’est absurde.
Donc /_ < 0.
On démontre de méme que ¢4 > 0.
Comme ¢_ > {4, on en déduit que /_ = /¢, = 0.
Résumons. La fonction f est décroissante de limite nulle en —oco et en +o00.
Donc f est la fonction nulle.
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Posons g = f2.
L’hypotheése se reformule en ¢’ < g.

Posons ¢ : x +— e g(x) dérivable de dérivée ¢’ : z — e 7 (¢’ () — g(x)).

Alors ¢ est :
— positive (produit de telles fonctions)
— décroissante (on a ¢’ < 0 grace a ¢’ < g)
— nulle en a (car f(a) =0, donc g(a) = 0)

On en déduit que ¢ est nulle. Donc g est nulle. Donc f est nulle.

[lSexo—Derivation.pdf, 7 mars 2025, 22:32]
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Posons ¢ : x — e” f(z).

La fonction ¢ est dérivable et ¢’ : @ — e”(f(z) + f/(x)). Cette dérivée est positive d’apres
I’hypothése de I’énoncé. Ainsi, ¢ est croissante.

Comme f’(0) < 0, Phypothése implique f(0) > 0, donc ¢(0) > 0.

Ainsi, ¢ est positive.

Donc f est positive.

[lSexo—Derivation.pdf, 7 mars 2025, 22:32]




1. Considérons la fonction h : z — (g(b) — g(a)) f(z) — (f(b) — f(a))g(z).
Cette fonction h vérifie les hypothéses du théoréme de Rolle (WHY ?) :

> h est continue sur [a, b]
> h est dérivable sur ]a,b[ et sa dérivée est z — (g(b) — g(a)) f'(z) — (f(b) — f(a))g'(z)
> h(a) = h(b) (WHY ?)

D’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ € Ja, b tel que h'(c) = 0, c’est-a-dire tel que
(9(b) = g(a)) f'(c) = (f(b) — f(a))g'(c) =0
2. En appliquant le résultat de la question précédente avec b = x, on obtient :

flx) = fla) _ f'(ca)

vreleth el e T T e

Mais lorsque  — a, on a ¢, — a (WHY ?). De plus, par hypothése, on a g:g;; — L.

En composant ces deux limites, on obtient :

Ainsi

3. En posant f(z) = cosz —e” et g(z) = (z + 1)e”, on est exactement dans les conditions de la
question précédente.

On a

f(x) = —sin(z) — e® et g (z) = (x + 2)e”
d’ou f'(0) = —1et ¢’(0) = 2.
D’aprés la question précédente, la limite cherchée vaut —%.

[lSexo—Derivation.pdf, 7 mars 2025, 22:32]
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Considérons g : [Arctana, 5] — R

{f(tant) sit#
t —

Egéf sit=

INJERNIE

Les trois points suivants nécessitent une justification (laquelle) :
— g est continue sur [Arctana, 5| (ici, on utilise I'hypothése f(a) = lir}rl f(z) pour assurer la
xr—r+00
continuité de g en 7)

— g est dérivable sur JArctana, 5[ et on a ¢’ : t — (1 + tan®t) f'(tant).

— g(Arctana) = g(%)

On peut appliquer le théoréme de Rolle & g.
Cela fournit un v € JArctana, 5[ tel que g'(y) = 0, c’est-a-dire tel que (1 + tan®~)f/(tan~y) = 0,
d’ou f'(tan~y) = 0.

On pose ¢ = tan~y.
Ce réel vérifie (WHY) ¢ € |a, +oo] et f'(c) = 0.

[lSexo—Derivation.pdf, 7 mars 2025, 22:32]




1. Considérons la fonction h : z — (g(b) — g(a)) f(z) — (f(b) — f(a))g(z).
Cette fonction h vérifie les hypothéses du théoréme de Rolle :

> h est continue sur [a, b]
> h est dérivable sur ]a,b[ et sa dérivée est z — (g(b) — g(a)) f'(z) — (f(b) — f(a))g'(z)
> h(a) = h(b) (WHY ?)

D’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ € Ja, b tel que h'(c) = 0, c’est-a-dire tel que
(9(b) = g(a)) f'(c) = (F(b) = f(a))g'(c) =0

2. Comme (p(z) + ¢'()) P 0, et & étant fixé dans I’énoncé, il existe A € R tel que
T—r—+0o0

Vo> A, |e(x)+¢'(2)] <

| ™

Montrons maintenant

Fixons x > A.

Il est licite d’appliquer la question précédente aux fonctions f et g qui ont bien la régularité
attendue (puisque ¢ est dérivable sur R).

11 existe alors ¢, € |A, z[ tel que

ep(z) — et p(A)
e _,eA

= ¢(cz) + ¢'(cx)

D’ou
p(r) = (1= ") (plea) +¢(ca)) + p(A)e?™*
D’apreés I'inégalité triangulaire, on en déduit :

o(@)] < |1 —e %] [pler) + ¢ ()] + [p(A)|e

<1 <

£
2

Comme |p(A)[eA—* pa—— 0, on en déduit qu’il existe B € R tel que
Tr——+0o0

Vo2 B, [e(A)et™ < 2
On obtient donc

Va > max(4,B), |p(0)] < S+

N ™
DO | ™

On vient de montrer que, pour tout £ > 0, il existe C € R tel que
Ve C, |px) < e

donc

o(z) g
Par hypothése, on a aussi (¢(z) + ¢'(z)) — 0,
Comme

¢'(x) = (p(x)+¢'(2)) — o(x)

on en déduit par opération sur les limites que ¢'(z) —+> 0.
Tr—r 400
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1. Il y a deux cas a envisager.

Quitte a considérer —g (ou a refaire le méme type de raisonnement), on peut supposer que
g'(a) <0et g'(b) >0.
Montrons qu'il existe z1 € |a, b[ tel que g(z1) < g(a).

On raisonne par 1’absurde en supposant que Vt € |a, b, g(t) > g(a).

g(t) — g(a)

Alors Vit > a,
t—a

est positif.

En prenant la limite quand ¢ — a (c’est licite car g est dérivable en a), on a ¢'(a) > 0.
On aboutit & une absurdité avec '’hypothése de ’énoncé ¢'(a) < 0.
Bilan : il existe z1 € ]a, ] tel que g(z1) < g(a).

On démontre de la méme fagon qu'’il existe x5 € Ja, b tel que g(x2) < g(b).

e Déduisons-en qu’il existe zg € ]a, b] tel que ¢'(xg) = 0.
La fonction g est continue sur le segment [a, b], donc par théoréme, elle admet un minimum.

Ce minimum ne peut pas étre atteint en a et en b d’aprés ce qui précéde (1 et x4 sont des
témoins de celal).

Donc le minimum est atteint en un point intérieur, notons-le xg.
D’aprés le lemme de 'extremum local, on en déduit qu’en ce point xg la dérivée de g s’annule.

. Raisonnons par disjonction de cas.

e Cas 1: y est égal & f/(a) ou a f/(b). Dans ce cas, le résultat est clair : pour zg, il suffit de
prendre a ou b.

e Cas 2 : y est strictement entre f'(a) et f'(b).
Considérons g : t — f(t) — yt.

La fonction g est dérivable (comme différence de fonctions dérivables, a savoir f et la fonction
t— yt).
Et la dérivée de g vaut ¢’ : t — f'(t) — y.

Par hypothése sur y (a savoir y compris entre f'(a) et f'(b)), on a g'(a) et ¢’(b) qui sont de
signe contraire.

En appliquant la question 1 & la fonction g ou a la fonction —g, on obtient qu’il existe
xo € Ja, b tel que ¢'(xp) = 0. C’est-a-dire tel que f'(zo) = y.
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1. Posons ¢ = Re(f) qui est une fonction a valeurs réelles. Alors :
—  est continue sur [a, b]
—  est dérivable sur ]a,b[ et ¢’ = Re(f’)
— Vit ela, b, |[¢(t)] < K (car [¢'(t)] < |f/(t)], cela résulte de Vz € C, | Re(z)| < |2]).

D’aprés 'inégalité des accroissements finis pour des fonctions & valeurs réelles, on obtient

p(b) = w(a)] < K(b—a)
Comme f(a) et f(b) sont supposés réels, on a p(a) = f(a) et p(b) = f(b), d’ou | f(b)— f(a)] <
K(b—a).
2. Montrons I'inégalité.
e Si f(b) — f(a) = 0 l'inégalité est automatique.

e Sinon, on peut considérer § un argument de f(b) — f(a), de sorte que

f) = fla) = £ () = f(a)le”.
On pose alors g : z — e ¢(f(z) — f(a)).
On montre que g vérifie les conditions de I’énoncé et les conditions de la question 1.

— g est de continue sur [a, ] (car f 1est)

— g est dérivable sur ]a, b[ (car f l'est) et g = e~ f/

— Vielab] g <K (car lg(0)] = [F®)

— On a g(a) = 0 qui est réel, et g(b) = e (f(b) — f(a)) = |f(b) — f(a)| qui est réel.

D’aprés la question 1, on en déduit que
l9(b) —g(a)] < K(b—a)

Dlou |f(b) — f(a)| < K(b—a).
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1. La fonction f est deux fois dérivable sur R et on a :
X
"ix e ,
! 14e®
La formule de gauche ci-dessous est obtenue en multipliant en haut et en bas par e
de droite est obtenue en faisant « plus 1, moins 1 ») :

que l'on peut écrire de deux fagons, plus agréable que la formule brute.

—T

, celle

1 1
_— ou 1-—
e 41 1+e”

La dérivée seconde se calcule facilement et est donc clairement positive.

2. Appliquer le log a l'inégalité sans se poser de question, puis essayer de faire apparaitre f.

b
3. Utiliser la fonction précédente avec xjp = —k, licite car ay # 0 et que z > 0.
ag
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Premiére solution a la main
Notons ¢ la limite commune en +oo de f.

e Si f est constante, le résultat est clair.

e Sinon, il existe 29 € R tel que f(zq) # £. Disons f(zg) < ¢ (Pautre cas s’obtient de la méme

manicre ou en considérant — f).

Par définition de la limite, on peut trouver B € [zg, +o00[ tel que Vo > B, f(z) € [m, M] ou

m:fﬂ;ﬂem:

En particulier f(B) > m.

0 —
%f(mo) (faire un dessin).

Résumons. On a f(zo) < m < f(B). D’aprés le TVI, il existe b € |zg, B] tel que f(b) =m

(on a nécessairement b # xg, WHY 7).

On fait de méme a gauche de . On obtient un a € [A, z¢[ tel que f(a) = m.

On applique le théoréme de Rolle sur lintervalle [a,b] et on obtient un ¢ € ]a,b| tel que

f(e)=0

Autre solution.
Considérons g : [-5,5] — R
f(tant) site]-F, 5]

SIE]

t — hIﬂ.f sit=—
—00

Eggf sit=+7%5

Les trois points suivants nécessitent une justification (laquelle) :

— g est continue sur [-F, 7] (WHY ?)

— g est dérivable sur |-Z, Z[ et on a ¢’ : t — (14 tan®t) f/(tant).

—9(=3)=9(3)

On peut appliquer le théoréme de Rolle & g.

Cela fournit un v € =%, Z[ tel que ¢'(y) = 0, c’est-a-dire tel que (14 tan®~) f/(tan~y) = 0, d’ou

f'(tan~) = 0.

On pose ¢ = tan .
Ce réel vérifie (WHY) ¢ € |—o0, +00[ et f'(c) = 0.

[18exo—Derivation.pdf, 7 mars 2025, 22:32]




	Généralités
	Réciproque
	Rolle et les polynômes
	Rolle et Accroissements finis
	Attention
	Calcul de dérivées
	Autres exos
	Les théorèmes à croiser une fois dans sa vie
	Convexité

