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Généralités

Avec les probas totales

Soit A et B deux événements d’un espace probabilisé (€2, P).
1. Onpose a =P(ANB), 3=P(ANB),y=P(ANB) et § = P(AN B).
Montrer que
P(ANB) —P(A)P(B) = ad — By
2. En déduire que [P(AN B) — P(A)P(B)| < £(1 —

données.

€) ou & est a déterminer en fonction des

3. Montrer que
IP(AN B) - P(A)P(B)| <

N

Une inégalité

Montrer que, pour toute famille finie (47, Aa, ..., A, ) d’événements de 1’espace probabilisé (02, P),
on a:

P(AyUAyU---UA,) = > P(A) — Y P(A;NA)).

n
k=1 1<i<j<n

103 | L’exo de la Piston 3
On note S,, Pensemble des permutations de [1,n] ot n > 3.

On choisit au hasard une permutation dans S,,.
Déterminer la probabilité que 3 soit un point fixe.

104 | Détermination d’une mesure de probabilité
On lance un dé a six faces, truqué. On suppose que la probabilité d’obtenir k € [[1, 6] est propor-
tionnelle & k. Déterminer la probabilité d’obtenir un nombre pair.

105 | Bleu-Blanc-Rouge
Une urne contient b boules bleues, w boules blanches et r boules rouges.
On note N = b+ w + r et on suppose que b, w et r sont supérieurs a 3.

1. On tire simultanément trois boules dans I'urne.
Déterminer la probabilité de ’événement E : « obtenir 3 boules de la méme couleur ».

2. Méme question avec un tirage successif et sans remise.

3. Méme question avec un tirage successif et avec remise.

106 | Jeu de cartes
D’un jeu de 52 cartes, 5 cartes sont distribuées a un joueur.

1. Déterminer la probabilité de I’événement A : « le joueur a exactement trois <> ».

2. Déterminer la probabilité de I’événement B : « le joueur a au moins une paire ».

107 | Loto
Les numéros du loto sont compris dans [1,49]. On tire au hasard 6 numéros.
Déterminer la probabilité des événements :

— Ay : « obtenir exactement 4 bons numéros »

— FE : « obtenir au moins 4 bons numéros ».

108 | Paradoxe des anniversaires
Sachant qu’une année comporte toujours 365 jours, quelle est la probabilité qu’au moins deux
Pistons 3 aient leur anniversaire le méme jour ?
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Tirages (strictement) croissants

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n.

1. On tire successivement sans remise p boules. Déterminer la probabilité de 1’événement A :
« obtenir des numéros en ordre (strictement) croissant ».

2. On tire successivement avec remise p boules. Déterminer la probabilité de ’événement B :
« obtenir des numéros en ordre strictement croissant ».

3. On tire successivement avec remise p boules. Déterminer la probabilité de I’événement C' :
« obtenir des numéros en ordre croissant ».

:10 , Mélange d’un jeu de cartes
On mélange un jeu de 52 cartes.

1. Quelle est la probabilité que cartes rouges et noires alternent dans tout le jeu?

2. Quelle est la probabilité que deux rois ne soient jamais cote a cote ?

111 | File d’attente
On considére n > 2 personnes dont A et B.
Elles s’alignent au hasard dans une file.
Soit r € [0,n — 2]. Quelle est la probabilité qu’il y ait exactement r personnes entre A et B?

1112, Rangement de n boules dans n urnes
On considére n boules numérotées et n urnes numérotées.
On lance simultanément toutes les boules dans les urnes.
Déterminer la probabilité des événements suivants :

— A : « chaque urne posséde une boule »

— B : « 2 boules occupent une méme urne, et les autres boules occupent n — 2 urnes distinctes »

13| Avec des tétes
On considére un jeu de carte réduit aux quatre As, rois, dames, valets (16 cartes).
On demande & n personnes de tirer chacune leur tour une carte au hasard et de la remettre dans
le jeu.
Déterminer la probabilité des événements suivants :

— FE : «les personnes ont toutes tiré des cartes différentes »

— F : « 2 personnes ont choisi la méme carte, et les n — 2 autres personnes des cartes toutes
différentes »

114 | Urne multicolore
Une urne contient N boules de s couleurs :

— K7 boules de la couleur 1

— K5 boules de la couleur 2

— K boules de la couleur s

On tire n boules de maniére simultanée. Quelle est la probabilité d’obtenir exactement :
— k1 boules de la couleur 1

— ko boules de la couleur 2

— ks boules de la couleur s

Nota Bene : on a les relations K1 +---+ Ks =N et ki1 +---+ ks =n.

Recommencer 'exercice dans le cas d’un tirage successif avec remise.
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Pile-Face
Soit n € N*. On lance 2n fois une piéce de monnaie équilibrée.

1. Quelle est la probabilité d’obtenir n FACE sans avoir obtenu n PILE auparavant 7

2. Quelle est la probabilité d’obtenir n FACE sans avoir obtenu n + 1 PILE auparavant ?

Pile-Face (bis)
On effectue n lancers indépendants d’une piéce pour laquelle la probabilité d’obtenir pile est p avec
p €]0,1[ et on pose g =1 —p.

1. Déterminer la probabilité de ’événement A : « obtenir au moins une fois pile »

2. Déterminer la probabilité de I’événement B : « au cours de ces n lancers, face n’est jamais
suivi de pile ».

Record!
Une urne contient n jetons numérotés de 1 a n.

On vide I'urne et on note (ug,us,...,uy,) la liste des numéros tirés.

Pour 2 < i < n, on dit qu'il y a record a Uinstant ¢ si u; > max(u, ..., u;—1).
On convient qu’il y a systématiquement record a l'instant 1.

1. Soit ¢ € [1,n]. Calculer la probabilité qu’il y ait record a l'instant i.

2. Calculer la probabilité qu’il y ait exactement 1 record.
Méme question avec n records, puis 2 records.

Formule du crible de Poincaré, preuve par récurrence
Montrons par récurrence sur n € N*, la proposition

Aj) = S0ty P4, NN 4) >

1 k=1 1< < <ip<n

Mot «V(A4j)igi<n € P(Q)", P(

-

J

Probléme des chapeaux (Pierre Rémond de Montmort, 1708)
Lors d’une soirée, n personnes laissent leur chapeau au vestiaire.

En repartant, chaque personne reprend un chapeau au hasard.

En utilisant la formule du crible de Poincaré, déterminer la probabilité p,, qu’aucune personne ne
reprenne son propre chapeau a la sortie.

Montrer que la limite de p,, vaut environ 0, 36787944117.
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Probabilités conditionnelles

Avec remise de la couleur tirée
Une urne contient initialement une boule blanche et une rouge.

On effectue des tirages successifs d’une boule dans I'urne :

aprés chaque tirage, la boule tirée est remise dans I'urne et on rajoute une boule de la couleur qui
vient d’étre tirée.

Pour tout n € N* et tout & € N, on note A, I'événement « on a tiré k boules blanches lors des
nes tirages ».

1. Déterminer, pour tout k, la probabilité de A; ;.
2. Déterminer, pour tout k, la probabilité de As 4.

3. Soit n fixé.
Emettre une conjecture concernant la probabilité de Ak

4. Prouver votre conjecture par récurrence sur n.

Deux enfants
PDG a deux enfants. Hum... je crois qu’il en a plus!

1. L’ainée est une fille. Quelle est la probabilité que les deux enfants soient des filles ?

2. L’un des deux est un gargon. Quelle est la probabilité que les deux enfants soient des garcons ?

Téléphone arabe
Soit n € N.

Des individus Ay, A1, ..., A, se transmettent un message.

Chaque individu Ay transmet le message & Agy1 de fagon fidéle avec une probabilité p ou en
envoyant le message contraire avec une probabilité 1 — p.

Tous les individus se comportent de maniére indépendante.

On note py, la probabilité pour que le message regu par Ay soit le message initial de Ay.

On pose pg = 1.

1. Déterminer une relation de récurrence vérifiée par la famille (px)refo,n]-

2. En déduire la valeur de p,, et sa limite lorsque n tend vers l'infini.

Trésor au chateau de Versailles
Le chateau contient N coffres.

Le roi Louis XIV a mis, avec probabilité p, le trésor dans un des coffres, tiré au sort, et avec
probabilité 1 — p, il I’a confié a son conseiller, Jean-Baptiste Colbert.

Un passant a ouvert les N — 1 premiers coffres, sans succeés.

Quelle est la probabilité pour qu’il trouve le trésor dans le dernier coffre ?

Indépendance

Calculs
On consideére 2 = [[1, 6] muni de la probabilité uniforme. Soit A, B, C' les événements :

A={2,46} B={1,2} C={1,4}

Les événements A, B sont-ils indépendants 7
Méme question avec A et C.

Meéme question avec A et BUC.

L

Meéme question avec A et BN C.

Formules
Soit A, B, C trois événements mutuellement indépendants.
Montrer que AU B et C sont indépendants.
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Autres exos

Racines d’un polyndmes
On jette 3 fois un dé a 6 faces, et on note a,b et c les résultats successifs obtenus.
On note Q = aX? 4+ bX +c.

Déterminer la probabilité pour que :

— @ ait deux racines réelles distinctes;
— (@ ait une racine réelle double;

— (@ n’ait pas de racines réelles.

Paradoxe du Chevalier de Méré

1. On lance 4 fois un dé. Prenez-vous le pari d’obtenir (au moins) un trois ?

2. Lorsqu’on lance deux dés, il y a 6 fois plus d’issues que lorsqu’on ne lance qu’un dé.

On se propose donc de répéter 6 fois ’expérience précédente : ainsi, on lance 24 fois (qui vaut
6 x 4) fois deux dés. Prenez-vous le pari d’obtenir (au moins) un double trois ?

Newton-Pepys problem
A-t-on plus de chances d’obtenir (au moins) un 3 en langant 6 dés, (au moins) deux 3 en lancant
12 dés, ou (au moins) trois 3 en lancant 18 dés?

Let’s make a deal
Vous participez & un jeu ot I'on vous propose trois portes au choix. L’une des portes cache une
voiture & gagner, et chacune des deux autres une chévre.

Vous choisissez une porte, mais sans 'ouvrir! L’animateur, qui sait ou est la voiture, ouvre une
autre porte, derriére laquelle se trouve une chévre. Il vous donne maintenant le choix entre :

vous en tenir & votre choix initial, ou changer de porte. Qu’avez-vous intérét a faire ?

C’est un probléme auquel étaient confrontés les invités du jeu télévisé Let’s make a deal de Monty Hall (animateur

et producteur américain).
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1. La famille (AN B,AN B,AN B, AN B) est un systéme complet d’événements.
Onadonca+pg8+~v+4d=1.
D’aprés la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements (B, B),
onaP(A)=P(ANB)+P(ANB)=a+p.
De méme P(B) = a + 7.
D’ou

P(ANB) -P(AP(B) = a—(a+B)(a+y) = a(l-—a—-B-7)— By = ad—By.

2. Raisonnons par disjonction de cas.

— Cas ad > 7. On a alors :
[P(ANB) —PAPB)|=ad—By<ad=a(l—a—F—7) <a(l —a).

Pour répondre a la question, il suffit de prendre £ = a.
— Le cas ad < By se traite de la méme fagon en posant & = .

3. La fonction £ — &(1 — &) définie sur [0, 1] est majorée par i (mieux elle atteint un maximum

1 1
en 5 qui vaut 7).

On en déduit
[P(AN B) —P(A)P(B)| <

B~ =
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On procéde par récurrence sur n € N* ou si on veut sur n € [2, +00].

Mot «V(A)icicn €P(Q)", P(A1UA;U--UA,) > Y P(Ap) — Y P(Ain4;)»
k=1

1<i<j<n

Si I'on voulait étre plus rigoureux encore, on pourrait opter pour une récurrence finie sur m € [1, n], car officiellement n
est fixé. On noterait alors

Pm: «P(A1UA U---UAR) 2 Y P(Ay) — > P(A;iNAy)»
k=1 1<i<j<m

Initialisation. On peut initialiser A n =1 ou an = 2.

— Pour n = 1, le membre droit est réduit & P(A;). Comme le membre gauche vaut P(A;),
on a égalité. A fortiori, on a une inégalité, d’ou H;.

— D’aprés la formule du crible de Poincaré, on a P(A1NAy) = P(A1)+P(A2) —P(A1NAg).
D’ou HQ.
Hérédité. Soit n € N* (ou dans n € [2, +oo[ en fonction de l'initialisation) tel que H,,.
Montrons H,,+1. Soit (4;)1<i<nt1 € P(2)"T. On a
P(AjU-UApy1) = P(AU--UA,)UAp)
= P(AU---UA)+PAp1) —P((A1U---UA,) N Apniq)
P(A1 U UA,) +P(Aps1) —P((A1 N Apg1) U+ U (A N Apgr))

En appliquant I’hypothése de récurrence H,, au premier terme et la sous-additivité au troi-
siéme, on obtient :

P(A U UApy1) > <zn:]P’(Ak)— > IP’(AZ»OA]»)>+P(An+1)—zn:IP’(AiﬁAn+1)
k=1

1€i<ji<n i=1

Le terme P(A,11) peut se marier avec la premiére somme.

Quant a la derniére somme indexée par i € [1,n], elle peut se marier avec la deuxiéme somme
indexée sur 1 < ¢ < j < n et fournir une somme indexée par 1 <i < j<n+1.

D’ou .
P(AyU---Udnn) 2 3 P(A)— Y P(ANA)
k=1 1<i<j<n+1
D’ou Hn+1~
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Considérons 2 = S,, que 'on munit de la probabilité uniforme P.

On note E I’événement « 3 est un point fixe ».
. card K
Comme P est uniforme, on a P(F) = ——.

) . card )
Se donner une issue de E revient a

— choisir I'image de 3 (& savoir 3) : il y a 1 choix!

— choisir 'image des n — 1 autres éléments de [1,n] \ {3} : il y a (n — 1)! choix.

D’ou card E = ('fl — 1)' On peut aussi dire qu’un élément de E s’identifie & une permutation de ’ensemble [1,n] \ {3}

qui est de cardinal n — 1, d’ou card E = (n — 1)!
Ainsi,
n—1)! 1
pE) = oD 1
n! n
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On pose 2 = [1,6].
Pour tout k € Q, on note p, = P({k}).
D’aprés 'hypothése, il existe une constante C' > 0 telle que :

VkeQ, pr=Ck

On a
0 6-7
Zpk = Czk = CT = 21C
keQ k=1
1
Or Zpkzl. D’oﬁC:ﬁ.
kEQ

L’événement A « on obtient un numéro pair » est la partie A = {2,4,6}. D’ou

4
P(A) = po+ps+ps = 2C+4C +6C =12C = -
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On note U l'urne contenant b boules bleues, w boules blanches et r boules rouges, qui est de
cardinal N = b+ w +r.

1. Le tirage est simultané.

Considérons 2 = {3—combinaisons de U } muni de la probabilité uniforme.

On a cardQ = (g)
On a
F = BUWUR

oll B est I’événement « obtenir trois boules bleues », idem pour W avec la couleur blanc et R
pour la couleur rouge.
Par additivité de P, on a

P(E) = P(B)+P(W)+P(R)

d B
Déterminons la probabilité de B. Comme P est uniforme, on a P(B) = er ok
by

Un élément de B s’identifie & une 3-combinaison de ’ensemble des b boules bleues, donc

b
card B = (g) Ainsi, P(B) = ((J?\’,))
3
On détermine de la méme fagon les deux autres probabilités.

Bilan :

w ~ B0

2. Considérons 2 = {S—arrangements de U } muni de la probabilité uniforme.
On a card Q = 3!(%).
Comme précédemment, on a P(E) = P(B) + P(W) + P(R).
Un élément de B s’identifie & un 3-arrangement de ’ensemble des b boules bleues, donc

card B = 3!(;). Ainsi, P(B) = ;!((]%)) .

P(E) — 3(g) +31(5) +31(5) _ (5 + (5) + (5)

Bilan :

N N
31(3) (5)
3. Considérons 2 = {3-listes de U } muni de la probabilité uniforme.

On a card Q = N3.

Comme précédemment, on a P(E) = P(B) + P(W) + P(R).

Un élément de B s’identifie 4 une 3-liste de ’ensemble des b boules bleues, donc card B = b3.
3

Ainsi, P(B) = %

Bilan :

b2+ wd + 13

P(E) = =
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As® Roi®, Dame®, ... 2%
As”,Roi”, Dame”, ..., 2%
As® Roi®, Dame?, ..., 20
As"'7 Roi"’, Dame"’, 2%

On considére €2 = {5—combinaisons de JIEU} muni de la probabilité uniforme, que I'on note P.

On note JEU =

card A
card )’

1. Comme P est uniforme, on a P(A) =
Se donner une issue de A revient a
— choisir 3 $ :ily a (133) choix ;
— choisir les deux autres cartes dans le reste du jeu : il y a (52;13) choix.
D’ott card A = (133) (329).
Dot (13) (39)
P(A) = ﬁ ~ 00,0815
5
2. Déterminons la probabilité de I’événement contraire B.

— card B
C P est unif P(B) = .
omme P est uniforme, on a P(B) card

Se donner une issue de B revient & :

— choisir les 5 hauteurs différentes : (153) choix

— Pour chacune de ces hauteurs, choix des couleurs : 4° choix
D’oit card B = (153) 45,
Ainsi,
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On note U 'urne constitué des 49 jetons.
Le tirage est simultané.

Considérons 2 = {6—combinaisons de U } muni de la probabilité uniforme.
49

On a card ) = (6).

card Ay

— Comme P est uniforme, on a P(A44) = 10
car

Se donner une issue de A4 revient a

— choisir 4 numéros parmi les 6 bons numéros : il y a (2) choix;;

49—-6

o ) choix.

— choisir 2 autres numéros dans le reste de I'urne : il y a (
Do card A = (§) ().
D’ou

6) (43
P(A) = W) 0,0009686

— On a
E = AjU A5 U Ag

ol A; est ’événement « obtenir ¢ bons numéros ».

Par additivité de P, on a
P(E) = P(A4) +P(A5) + P(Ag)

P(E) = GG+ T hongsm

(5)
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On pose p = 43 le cardinal de la classe de Piston 3.
On considére 2 = { p-listes de [1, 365]]} muni de la probabilité uniforme.

On a card €2 = 365?
On va déterminer la probabilité que tous les éléves aient leur anniversaire a des jours différents.

Cet événement est {p—arrangement de [1, 365]]}.

Sa probabilité vaut :
365(365 —1)--- (365 —p+1)
365?
que l'on peut écrire (pratique pour utiliser la calculatrice, mais pas trés efficace : réfléchir & un
petit programme Python)

365
(%)
3657
La probabilité cherchée vaut (ici p = 42)
p! (36%)
1-—- P2~ 091
3657 ’
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On note U = {By, ..., B,} 'urne des p boules numérotées.
1. Le tirage est successif sans remise.

Considérons 2 = {p—arrangements de U } muni de la probabilité uniforme.

card A
U = — - — =pl ("™
wardq O cardQ=n(n—-1)---(n—p+1) p.(p).

Se donner une issue de A (c’est-a-dire un tirage croissant) revient a se donner une partie a p
éléments de U.

Comme P est uniforme, on a P(A) =

Ainsi,

2. Le tirage est successif avec remise.
Considérons €2 = {p—listes de U } muni de la probabilité uniforme.

card B

card Q2
r issu -a-dire un ti it vi 3 u ie &
Se donner une issue de B (c’est-a-dire un tirage croissant) revient a se donner une partie a

éléments de U.

Comme P est uniforme, on a P(B) = o card Q = nP.

Ainsi,

3. Cette question est difficile.
On cherche le nombre de p-listes croissantes au sens large de [1,n].
Cet ensemble est en bijection avec 'ensemble des p-listes strictement croissantes de [1,n +
p — 1] via
(r1 <2< <ap) — (T <zp+1<---<zp+(p—1))
Je vous laisse comprendre que :
S

P(C) = 2
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On numérote de 1 a n les places dans la file.
Considérons ) = {Q—arrangemen‘cs de [1, n]]} muni de la probabilité uniforme.
Une issue w est par exemple (4,2) et cela signifie que A est en 4°™¢ position et B en 2¢™e.
On a card(Q2) = n(n —1).
L’événement E,. : « il y a r personnes entre A et B » est réalisé si A et B (sans ordre) sont aux
places (k,k+r+1),avec 1 <k<n—r—1.
2(n—r—1)

On obtient card(E,) = 2(n —r — 1), puis P(E,) = Tn(n—-1)

Solution trés légérement différente.

On prend pour 2 'ensemble des permutations de [1, 7] muni de la probabilité uniforme.
On commence par traiter le cas o A vient avant B.

Et on dit que lautre cas est analogue, d’ou P(E,.) = 2 X proba précédente.

Lorsque A est avant B, il y a n —r — 1 places possibles pour A.
Ensuite B est fixé.
Puis, il y a (n — 2)! facons de placer les autres personnes.
(n—r—1)(n-2)!

n! '

D’ot une proba de

D’ou

On retrouve le résultat précédent.
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— Dans le cas d’un tirage simultané, on choisit pour €2 I’ensemble des parties de cardinal n de
I’ensemble des boules, que ’on munit de la probabilité uniforme.

On a card ) = (17\{)
La probabilité cherchée est :

(1) (). ()

()

— Dans le cas de tirages successifs avec remise, on choisit pour € ’ensemble des n-listes de
I'urne, que ’on munit de la probabilité uniforme.

On a card) = N™.

Se donner une issue réalisant ’événement revient a

choisir la place des k1 boules de couleur 1 : il y a (,:Ll ) choix

puis choisir ces k1 boules parmi les K7 boules : il y a K 1*1 choix

choisir la place des ko boules de couleur 2 : il y a ( ko

n—kl

) choix

puis choisir ces ko boules parmi les K5 boules : il y a K2k2 choix

choisir la place des ks boules de couleur s : il y a (

nfkl

k1) choix

puis choisir ces ks boules parmi les K boules : il y a K% choix

Le cardinal de I’événement cherché est :

(

n
k1

e

n—k‘l
ko

>K§<

n—k:l—-~
ks

car les termes se simplifient deux a deux.

La probabilité cherchée est donc :

n!

klko!- -k

S

- ks—l)KkS _

Kkl k2 Kks
' 1 2 T S
s

N’I’L

n! k1 g-ka ks
klle!---ks!Kl LERAS
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1. Notons A I’événement « obtenir au moins une fois pile » donc A est I’événement « ne jamais
avoir pile » ou encore « obtenir n FACE ».

Les lancers étant indépendants, donc P(A) = ¢ donc P(4) =1 — ¢".

2. Notons B I’événement « face n’est jamais suivi de pile ».

En notant P, « avoir pile au k-éme lancer », on a :
n
B = (|_|Pm-~-mPk_1mPkak+1m---mPn> u PNn---NP,
k=1
Ces unions étant disjointes, on obtient :

]P)(B) _ Zpk—lqn—k-l-l +pn
k=1

n—1
— Zpéqn—é + pn
£=0

n
_ prqnfl
£=0
n+1
277,
qn+1 _ pn+1

sip:q:%

sip#q.
q-p
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1. On partitionne I’ensemble des permutations ayant un record en i :

n

{permutation ayant un record en i} = |_| {permutation ayant un record en i égal & j}

R; J=t Ri

Déterminons le cardinal de R, ;.
Une permutation de R; ; est une permutation telle que ses ¢ — 1°™ numéros sont strictement
inférieurs a j.
Se donner une telle permutation revient & :
— choisir les i — 1 premiers numéros dans {1,...,5 — 1}, d’ou (Z:i) choix.
— choisir la fagon de les ranger : d’ou (i — 1)! choix
— choisir la fagon de ranger les n — ¢ derniers numéros (de la place ¢ + 1 a la place n) :
(n —4)! choix
D’ou

card R; ; = 7-1 x (i —1)!'x (n—1)!
5= (I2)) x-1xm-i)

1 —1
Remarque : si j < i, la formule donne 0 ce qui est cohérent

D’ou
card(R;) = i(ﬁ:i) x (i— D)l x (n—i) = (?) K=l x (i) =

1

2. — 1 record. Il y a (n — 1)! fagons de vider l'urne pour lesquelles il n’y a qu’un seul
record. En effet, les permutations pour lesquelles il n’y a qu’'un seul record sont du type
(n,e,... ).

— n records. Il n’y a qu'une seule facon de vider I'urne pour lesquelles il y a n records.
Il s’agit de la permutation (1,2,...,n —1,n).

— 2 records. Comme il y a toujours 1 record en premiére position, il suffit d’imposer
Pexistence d’un deuxiéme record (sans 3eme record). Il sera donc réalisé par n (ce qui
empéchera d’avoir un autre record ensuite).

Puis, parmi les i — 1 premiers éléments, il faut imposer que le maximum soit en premiére
position (pour éviter un record entre la premiére position et le record réalisé par n).

On finit par trouver
1

n

I =

S|
=~
Il
—
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Initialisation. A vous.
Hérédité. Soit n € N* tel que H,. Soit (4;)1<i<nt1 € P(Q)"™. On a:

P(DIAJ») = P((QAj)UAn+1)
j= j=
Qe H(Qo)e) R

U}l=1 (Aj nAn+1)

— S S B A Ay + B(A)

k=1 1< < <ip<n
n
+ Z(fl)k Z P(A;, N---NA;, NApt1) en appliquant deux fois H,,
k=1 10 < <ip<n
n+1

= DY PA) + (“1)"P(Ain---NAng)

+zn:(—1)’“‘1 > P(A, NN A

k=2 1<ig < <ip<n
n—1
+ ) (—1)F Z P(A;, N---NA;, NApt1) en découpant les deux sommes
k=1 1< < <ip<n
n+1
= Y P(A) + (—1)"P(A1N---NAnga)
i=1
+Y DR YT P4 NN A4y
k=2 1< < <ipg<n
+Y (~pk! > P4, NN A N Apg) chgt d’indice
k=2 1<i < <ip—1<n
n+1
= Y P(A) + (-1)"P(A1N--NAng)
i=1
+ Z(_l)k_l Z P(A;, N---NA;,) en regroupant les deux sommes
k=2 101 < <ipKntl
n+1
= z:(—l)k_1 Z P(A;, N---NA,;,) en regroupant les termes
k=1 10 < <ip<ntl
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(1 Ona

1 sik=0
P(Aip) =4 & sik=1
0 sik>2

(2) o On a l'égalitée d’év* :
Asg = RiN Ry

s

D’ou o, 1
P(Asp) = P(Ry) X Pg,(R2) = 5%X3 =3
e Idem pour As s car les boules rouges et blanches jouent le méme role. Donc P(Az2) = %
e On a l'égalité d’év' :
A1 = BiNRy U R NBy

D’ou

P(As1) = P(BiNRy)+P(R,NBy) = rr ot _1

21) = 1 2 1 2) = 5% 3 5%5 = 3

e Et pour tout k£ > 3, on a P(A3 ) = 0.
(3 On conjecture que

=5 sike[0,n]

P(An i) = {

0 sik>n+1

(9 Pour tout n € N*, il est clair que pour tout k > n+1, on a A, , =0, donc P(A,, ;) = 0.

Désormais prouvons par récurrence :

1

Vn e N*, Hy o «VEke[0,n], P(Anr) = i

»

INITIALISATION. A la premiére question, on a montré que H; est vraie.

HEREDITE. Il est clair que pour tout k > n+1, on a A, ; =0, donc P(A4, ;) = 0.
Utilisons le systéme complet d’événements (An,i)o <i<n®
D’aprés la formule des probabilités totales, on a

n

VEe[on+1],  PlAnyrx) = Y P(AniN Aniik)
1=0

Dans cette somme, il n’y a que deux termes non nuls :

]P(AnJrl,k) - ]P)(An,kfl N An+1,k) + P(An,k N An+1,k)
De plus, on a ’égalité d’év® :

A1 NApy1r = Ank—1NBpy et Ak NAnt1e = Ank N Rota

D’ou

]P(AnJrl,k) = IP>(An,kfl N Bn+1) + ]P(An,k N Rn+1)

P(AnJrl,k) = P(Anykfl)]PAn,kfl (BnJrl) + P(An,k)PAn,k (Rn+1)

Utilisons H,, pour P(A,, x—1) et P(A,, k).

Pour cela, il faut que k — 1 et k soient dans [0,n], cad 0 < k < n + 1.

Distinguons donc plusieurs cas. Avant de commencer, examinons la composition de I'urne & un
temps ¢ donné.

Aprés le n®m¢ tirage (ou avant le n + 1¢™¢ tirage), il y a n + 2 boules dans l'urne.

Si A, ; est réalisé, alors I'urne contient j + 1 boules blanches, donc n+2—(j+1)=n—j+1
boules rouges.
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> Si k =0, alors
1

n+2

P(An+10) = P(Ano) Pa, o(Rnv1) =

Ha 1 n—0+1
“n+l np+2

> Sik=mn+1, alors

1
IP)(An+17n+1) = P(An,n) IEDAn,n (Bn+1) =
—— —— —— n -+ 2

Hn 1 n+1

n+1 n-+2

>Si0<k<n+1,alors

P(AnJrl,k) = ]P)(An,kfl)]P)An,k_l(BnJrl) + P(An’k) PAn,k(Rn+1)

———— N—_——
1 L
n+1 n+1
or (k—1)+1
-1+
Pa,, i (Bnt1) = BT et Pa,,(Rny1) =
Dot 1 k 1 k+1
n—
IP A’I’L = =
(Ant1x) n+1ln+2 * n+1l n+2 n -+ 2
Bilan : Les 3 cas montrent que
Vke[0,n+1], P(Aniix) !
u71 ) n = — 3
+lk n+2

cad H,41 est vraie.

CONCLUSION. D’aprés le principe de récurrence : Vn € N*,  H,, est vraie.
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Considérons Q = {(F, F); (F,G); (G, F); (G,G)} muni de la probabilité uniforme.

1. Posons A = {(F,F);(F,G)} et B={(F,F)}. La probabilité cherchée est P4(B) =

N | =

2. Posons C = {(G, F); (F,@); (G,G)} et D = {(G, G)}. La probabilité cherchée est P (D) = é
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1. Pour tout k € [0,n], notons By I’événement « 'individu Ay a regu le bon message ».
On peut considérer que ’énoncé nous donne les informations suivantes :
— P(By) =1;
— Vk e 0,n—1], P(Bg+1 | Br) =p;
— Vke[0,n—1], P(Bxi1 | Bx) =1—p.
On trouve alors une relation de récurrence immédiate sur P(By).
Pour tout k € [0,n — 1], on a, d’aprés la formule des probabilités totales :

P(Bi11) = P(Biy1 | Br)P(By) + P(Byt1 | Bk)P(Bi) = pP(Bg) + (1 —p)(1 — P(By))
= (2p = 1)P(By) + (1 — p).

Bilan :
Vke[0,n—1], prt1=(2p— Dpr+ (1 —p)

2. La suite (px) est donc une suite arithmético-géométrique. D’on

— Cas p=1. Alors Yk € [0,n], pr = 1.
En particulier, p, = 1.
Donc la suite (pp,)nen converge vers 1.

— Cas pe[0,1[. Alors Vk € [0,n], pr = 3+ 3 (2p — Dk
En particulier, on a p,, = % + % (2p—1)".

* Sipe€]0,1], alors 2p — 1 € |-1,1].
Donc la suite (pn)nen converge vers %

L+ (-1)" {1 si n est pair

* Sip=0, alors p, = 5

0 sinon
1+(-1"

Donc la suite (pp)nen = ( 9

di .
)nEN iverge
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Analyse du sujet. On admet qu’il existe un espace probabilisé fini (2,P) et des événements B
et Cq,...,Cn tels que

e la famille (C1,...,Cn, B) soit un systéme complet d’événements
e quel que soit i € [1, N], on a P(C;) = &
e P(B)=1-—p.

La question revient & déterminer :
P(Cn|CiN---NCn_1).

Réponse. On a
— — P(Cin---NCn_1NC
P(Cy|Cin---NCOn_1) = Gk N-100n)
P(Cin---NCn-1)

La famille (Cl,..; Cn, B) est un systéme complet d’événements, donc intersection des
complémentaires Cy N --- N Cpy_1 est simplement égale & Cy U B.

En particulier, C; N---NCy_1NCx = (Cy UB)NCy = Cy.
Le calcul se simplifie donc grandement :

]P)(ON |aﬁ"-ﬂCN_1):
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Supposons, sans perte de généralité, que la voiture est derriére la porte 1, les chévres derriére les
portes 2 et 3.
Le jeu se déroule alors comme suit :

— Sans changement de porte :

— le spectateur choisit la porte 1, donc ’animateur ouvre indifféremment 'une des deux
autres portes, et le spectateur gagne.

— le spectateur choisit la porte 2, donc animateur ouvre la porte 3, et le spectateur perd.
— le spectateur choisit la porte 3, donc ’animateur ouvre la porte 2, et le spectateur perd.
— Avec changement de porte :

— le spectateur choisit la porte 1, ’animateur ouvre indifféremment I'une des deux autres
portes, le spectateur ouvre 'autre et perd.

— le spectateur choisit la porte 2, donc ’animateur ouvre la porte 3, le spectateur ouvre
la porte 1 et gagne.

— le spectateur choisit la porte 3, donc ’animateur ouvre la porte 2, le spectateur ouvre
la porte 1 et gagne.

Bilan des courses : s’il change de porte, il gagne 2 fois sur 3, sinon seulement 1 fois sur 3.
Il vaut donc mieux changer de porte!
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