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Dans tout le chapitre, E désigne un R-espace vectoriel.

I. Produit scalaire

« Question. Qu’est-ce qu'une forme linéaire ? Et a votre avis, une forme bilinéaire ?

« Question. Que signifie la locution « application bien-définie » 2 Vous remarquerez que bien-définie est
en « un seul mot ».

Formes bilinéaires

Définition.

Soit ¢ : E x E — R une application définie sur le produit cartésien E x E et a valeurs réelles.

e On dit que @ est une forme bilinéaire lorsque :
— pour tout yg € E, 'application x — ¢(x, yy) est une forme linéaire
Vx,x' e E, VAN eR, @Ax+AX,y) =Ap(x, yo) + Vo(x, yo)
— pour tout xy € E, 'application y — ¢(xo, y) est une forme linéaire

Vy, Y e E,LNALVER, @xo, Ay+ Ay = Ap(xo, y) + A p(x0,y")
e On dit que ¢ est symétrique lorsque :

V(x,y)EEXE, @(x,y)=@(y x).

» On dit que ¢ est positivelorsque :

VxeE, ¢xx)=0

e On dit que ¢ est définie positive lorsqu’elle est positive et vérifie :

VxeE, ¢x,x)=0 = x=0

« Question. Est-ce que le fait que K = R est utilisé quelque part?

« Remarque importante! Pour montrer qu'une application est une forme bilinéaire symétrique, il suffit
de montrer la symétrie, puis la linéarité par rapport a l'une des deux variables.

« Vocabulaire. Lorsque ¢ : E x E — R est une forme bilinéaire, on dit souvent que c’est une forme bili-
néaire sur E (plutot que sur E x E).

« Exemples. U'application ¢y est-elle bilinéaire, symétrique, positive, définie positive?

(p1:R3><[R€3 — R (pZ:IR3><[R3 — R
(x,y) — 5x1)1+6x1)2+7x3)3 (xX,y) — X1y1+9%x1)2+9x2)1 +8x2Y2 +7X3)3
p3: R3xR® — R ps: R3xR® — R
(x,y) — X1)1+X2)2+ X33 (xX,y) — =Tx1¥1+8x2)2+9x3)3
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Produit scalaire

Définition.
— Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur E.
— Un espace préhilbertien réel est un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire.

— Un espace euclidien est un espace préhilbertien réel de dimension finie.

Un espace euclidien est donc un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’'un produit scalaire.

« Vocabulaire. Lorsque ¢ un produit scalaire sur E et (x, y) € E x E, le réel ¢(x, y) est appelé le produit
scalaire de x et y. Il est noté généralement (x| y) ou x-you (x| y).

En géométrie (c’est-a-dire dans R? ou dans R3), on utilise souvent la notation ii - ¥ pour désigner le
produit scalaire des vecteurs i et .
« Remarque (strement étrange en premiere lecture?!).

Si F est un sous-espace vectoriel d'un espace préhilbertien réel dont le produit scalaire est noté (| ),
FxF — R

(x,y) — x|y
rer F comme un espace préhilbertien réel pour ce produit scalaire qui sera encore noté (| ).

alors l'application induite est un produit scalaire sur F. On peut donc considé-

Proposition (exemples de référence).

— Lapplication suivante est un produit scalaire sur R” :
P: R" x R" — R

n
(X1 ee 0 Xn), 1y Y0)) — D) Xi Vi
i=1
C’est le produit scalaire canonique sur R".

— Lapplication suivante est un produit scalaire sur ./, ,(R) :

@ -/%n,p(R)X-/%n,p(R) — R
(A,B) — w(ATB) = > ajbij

1<ign
ISjsp

C’est le produit scalaire canonique sur 4y, (R).

« Remarque importante. Prenons le produit scalaire canonique sur les colonnes de .41 (R).
A-t-il un rapport avec le produit scalaire canonique sur les n-uplets de R"?
Autrement dit, en considérant les produits scalaires canoniques sur R” et .4/,  (R),

Q: R"™ x R" — R et v MuR) x MR — R
n
((xl)---’xn))(yl»---)yl’l)) _ inJ/i (X,Y) — tr(XTY)
i=1

existe-t-il un lien entre ¢ et ¢ ?
X1 N n
Laréponse est OUL carennotant X= | : |etY=| : |[,onatr(X'Y)= Z Xi Y-
i=1

Xn Yn
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Proposition (exemples de référence).
preuve

— Lapplication suivante est un produit scalaire sur R[X] :

¢: RIX]xRX] — R

+o0
(PQ) — ) coeffy(P)coeffyi(Q)
k=0

C’est le produit scalaire canonique sur R[ X].

— Soit a < b deux réels.
Lapplication suivante est un produit scalaire sur €0 ([a, bl, IR) :

¢: €°a,b,R) x€°([a,b],R) — R
b
f,8 — fafg

C’est le produit scalaire usuel sur 6€°([a, b],R).

« Un extrait de Wikipédia

Un produit scalaire canonique est un produit scalaire qui se présente de maniere naturelle
d’apres la maniere dont l'espace vectoriel est présenté. On parle également de produit scalaire
naturel ou usuel.

Je rajouterai que le mot canonique est en lien avec la base canonique.

Ainsi, comme € 0([6l, b],R) ne possede pas de base canonique, je ne préfere pas parler de produit sca-
laire canonique sur 6°([a, b, R).

Question. L'application suivante est un autre produit scalaire sur R[X] (ou @ < 8 sont deux réels) :

¢: RIX]xRX] — R
B

(PQ — fP(t)Q(t)dt
a

@ Question.

sol — 21

1
Montrer que ¢ : (f, g) — f tf (£)g(t) dt est un produit scalaire sur E = 6°([0,1],R).
0
2n
Montrer que ¢ : (f, g) — f |sin z| f(¢) g() dt est un produit scalaire sur E = C60[[0,2%], |R2).
0

b
Montrer que ¢ : (f,8) — f w(t) f()g(t)dt est un produit scalaire sur E = %O(M, bl, R) pourvu que w
a

soit positive et ne s’annule qu’en un nombre fini de points.

1
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Norme associée a un produit scalaire

Soit E un espace préhilbertien réel dont le produit scalaire est noté (| ).

Définition. La norme associée au produit scalaire | ) est 'application E — R*

x — lxl=v{xlx

« Vocabulaire. Une norme associée a un produit scalaire est appelée norme euclidienne. Vous verrez en
Spé qu'’il existe des normes qui ne sont pas associées a un produit scalaire.

« Propriété de séparation de la norme. On a VxeE, |x||=0 = x=0g Q
En effet, on a ||x||? = (x| x), donc si on suppose que ||x|]| = 0, on en déduit (x | x) = 0, puis grace a
I'aspect défini positif du produit scalaire, on en déduit x = 0.

« Exemples.
La norme associée au produit scalaire canonique sur R” est R” — R*

n
X — fo
i=1

La norme associée au produit scalaire canonique sur .4, ,(R) est (WHY?) #,, — R*
A — Y a
« Questions pour aborder la prochaine proposition. NN
Comment prouvez-vous les cinq identités remarquables :
Ya,beR, (a+b)? = a*+2ab+b?
Va,beR, (a-b)? = a®-2ab+ b?
Ya,beR, a*—b* = (a+b)(a-Db)

1
Va,beR, ab = E((a+b)2—a2—b2)
Ya,beR, (a+b)?+ (a-b)* = 2(a*+b?)
Comment généraliser la premiere formule a trois réels (a+ b+c)?> =...2 FEta sréels?

Proposition (identités remarquables).
rewe | Soit E un espace préhilbertien réel dont on note ( | ) le produit scalaire, et || || la norme associée.

— Les 3 formules «ducollege». Vx,y€E, [x+yll* = lxI*+ 2(x|y) + Iyl*
Vx,yeE, lx=ylI* = llxI* = 2¢x|y) + Iyl?
Vx,yeE, lxlI*~Ilyl* = (x+ylx-yp.

1
— Laformule de polarisation. Vx,y€E, (x|y) = E(I|x+y||2—||x||2—||y||2)

— Lidentité du parallélogramme. Vx,y€E, |x+yl* + lx—yl* = 2(lxI? + llyl?)

« Bilinéarité. La formule du college ci-dessus est en fait ni plus ni moins que la bilinéarité du produit
scalaire et elle se généralise en :

Vx,y€E, VApeR, [Ax+pyl® = Alxl® + 2Aux | y) + p*lyl?

« Généralisation de la 1° formule du collége. Soit (vy, ..., vs) une famille de vecteurs de E. On a

S

2
il -

i=1

« Remarque. La formule de polarisation permet de retrouver le produit scalaire sil’on connait la norme
euclidienne.

@ Question. Montrer qu'un endomorphisme qui conserve la norme conserve le produit scalaire.
“7* Autrement dit, soit f € £ (E) telque Vx € E, | f(x)]| = || x||. Montrer que Vx, y € E, {f(x) | f()} = (x| y).
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' Proposition (inégalité de Cauchy-Schwarz). On a

preuve

Yx,yeE, [Kx|py| < lxllyll.

C’est une égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

2
« Preuve. On va en fait prouver que |<x|y)|2 < IIxlI?|lyll?> ou encore que (2 (xly)) < 4lx|? Iyl

Proposition.

1. On al’inégalité :

&)  Vx=(x1,...,x) ER", Vy=(y1,...,yn) €R",

fabfg‘ < \/ﬁ\/ﬁ

« Cas particulier. Que ditI'inégalité (&%) pour n =1 et pour n =22

2. On al’inégalité:

Vf,ge %6 (a,bl,R),

Proposition (norme). La norme associée au produit scalaire | ) vérifie :

* VxeE, |x[|=0 = x=0 (séparation)
* VAER,VxeE, |[Ax|=IAllx] (homogénéité)
* Vx,yeE, lx+yl<Ixl+Iyl (inégalité triangulaire)

avec égalité si et seulement si x et y sont positivement colinéaires :

JaeR", y=ax ou 3IPeR*, x=py.

« Illustration dans R?. L'inégalité triangulaire s'énonce
V(@ V)R xR, | U+TI < IEN+17]

Conséquence. Dans un triangle, la longueur d'un coté est inférieure a la somme des longueurs des
deux autres :
AC < AB+BC

Proposition (seconde inégalité triangulaire). On a :

Vx,yeE, |lxl=lyl| < llx=yl.
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II. Orthogonalité

Généralités
Dans cette partie, E désigne un espace préhilbertien réel.
On note (| ) le produit scalaire et || | la norme associée.

Définition.
— On dit qu'un vecteur est unitairelorsqu’il est de norme 1.

— On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux lorsque (x| y) = 0.

« Remarque. Par symétrie du produit scalaire, si (x| y) =0, alors (y | x) =0.
Ainsi, la relation d’orthogonalité est symétrique.

« Exemple. Dans R? muni du produit scalaire canonique, les vecteurs u = (3,0) et v = (0,1) sont ortho-

gonausx.
Eneffet, {u| v) =3x0+0x1=0.

« Exemple. Dans .#,(R) muni du produit scalaire canonique, montrer que la matrice identité est ortho-

gonale a toute matrice N de trace nulle.

« Exemple. Dans R[X], montrer que les polynomes X et X? sont orthogonaux pour le produit scalaire

1
<P|Q>=f1P(t)Q(t)dt.

1
Sont-ils orthogonaux pour (P | Q) = f P(H)Q(r)de?
0

21

« Exemple. Dans €°([0,27],R) muni du produit scalaire (f | g) = fg, montrer que les fonctions
0

cosinus et sinus sont orthogonales.

Proposition.
— Le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur de E.
— Le vecteur nul est le seul vecteur orthogonal a lui-méme.

— Le vecteur nul est le seul vecteur orthogonal a tout vecteur de E.

Théoreme de Pythagore. Soit x, y € E.
On al’équivalence :

xetyorthogonaux < |[lx+yl* = x>+ |yl

« Hlustration dans R?. Pour u, 7 € R?, le théoréme de Pythagore s'énonce
U et U orthogonaux < |u+7v? = 1UI*+17?
On retrouve le résultat du college!

le triangle ABC est rectangle en B < AC? = AB*+ BC?.



'

preuve

Définition. Soit A une partie de E.
Lorthogonal de A est!’ensemble des vecteurs de E qui sont orthogonaux a tous les vecteurs a € A :

At = {xEE | Vae A, <x|a):0}.

« Reformulation. Pour tout a € A, onnote ¢,: E — R Alorsona A+ =
x — (x|a)

Proposition.
i) Lorthogonal d'une partie A de E est un sous-espace vectoriel de E.

ii) Lorthogonal de {Og} est E.

iii) L'orthogonal de E est {0g}.

iv) Soit F un sevde E. Alors Fn FL = {0g}.

v) Soit A une partie de E. Alors Ac (A)*.

vi) Soit A et B deux parties de E. Si Ac B, alors Blc Al
vii) On a

Yui,...,us€E, Vect(vy,...,v9)" = {v1,..., vs}L

Proposition. Soit F un sev de E de dimension finie, et 28r une base de F.
Soit x € E. Alors :
xe Ft < xestorthogonal a tout vecteur de %y

Proposition. Soit a € E \ {0g} un vecteur non nul.
On al’égalité
E = Vect(a) @ {a}l

En particulier, {a}" est un hyperplan de E.

« Précision. Un vecteur x de E possede une écriture unique sur cette somme directe, a savoir :

X = ..., a + iln'y a plus le choix
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Familles orthogonales et orthonormées

Définition.

— Une famille orthogonale de E est une famille de vecteurs de E deux a deux orthogonaux.

— Une famille orthonormée de E est une famille de vecteurs de E unitaires et deux a deux ortho-
gonausx.

Formule pratique. Soit (e;);<k<s une famille de E.
Elle est orthonormée si et seulementsi Vi, j € [1, s], (e; | e;) = ;.

Exemple. Dans R® muni du produit scalaire canonique, connaissez-vous des familles orthogonales?

Et orthonormeée?

1
Exemple. Dans R[X] muni du produit scalaire (P | Q) = f P(n)Q(r)dt, la famille (1, X, X2) est-elle
-1

orthogonale?

Exemple. Dans R[X], trouver un produit scalaire pour lequel la famille (1, X, X 2y est orthogonale. Puis

orthonormée.
2m

Exemple. Dans €°([0,27],R) muni du produit scalaire (f | g) = fg, la famille (cos,sin) est-elle
0

orthogonale? orthonormée?

Proposition. Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre.
En particulier, une famille orthonormée de E est libre.

« Attention! Une famille orthogonale est susceptible de contenir le vecteur nul donc I’hypothése de non

nullité est indispensable.

Proposition. Soit (v, ..., vs) une famille de vecteurs de E.
Si (vy,...,vs) est orthogonale, alors

N 2 S
vl = Y lwilA
i=1 i=1

Remarque. Pour s = 2, c’est le sens direct du théoreme de Pythagore, donc la réciproque est également
vraie!

« Attention. Pour s > 3, la réciproque est fausse.

Prendre E = R3 et v =(1,0,1), v = (0, 1,—%), v3 =(0,0,1).
Montrer que cela constitue un contre-exemple a la réciproque.
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Bases orthonormées

’ Puisque nous allons parler de base, nous supposons ici (cf. programme PCSI) que E est euclidien. ‘

[ Définition. Une base orthonormée de E est une base de E qui est une famille orthonormée. J

|

preuve

« Remarque tres importante. Pour montrer qu'une famille est une BON, il suffit de montrer que la fa-
mille est orthonormée et de bon cardinal. wHY?

Proposition.

— Dans R” muni de son produit scalaire canonique, la base canonique est une base orthonor-
mée de R".

— Il en est de méme dans .4, (R) muni de son produit scalaire canonique.

Proposition. Un espace euclidien posséde une base orthonormée.

Proposition (expression dans une BON).
Soit % = (ey,..., e,) une base orthonormée de E.

— Expression d’'un vecteur. Soit x € E. On a

n

X = Z(xlei)ei.

i=1

n n
— Expression du p.s. Soit x = Z xXjejety= Z yi e; deux vecteurs de E.
i=1 i=1
Alors

n n
xlyy =Y xiyi et xlI® =Y xF
i=1

i=1

En posant X = Matg(x) et Y = Matg(y),ona

xly)y=X'Y et xI*=X"X

n
« Reformulation. Au cours de la preuve, on avu que si x = Z x;e;, alors x; = (x| e;) (attention, on utilise
i=1
le fait que 28 est une BON).

« Abus de langage. Dans la derniere formulation :
— agauche de I'égalité, (x| y) est un réel
— adroite XY est une matrice carrée de taille 1.
On pourrait enlever cet abus de langage en utilisant la trace :

xlyy =tr(X'Y) et |[x]? = tr(X' X)

mais il faut aussi savoir gérer les abus de langage (nombreux en sciences).

n
« Pour les yeux. La formule (x| y) = Z x; y; est en fait a retenir sous la forme
i=1

n
(xlyy = Z(x le)(ylep ou (ey,...,ey) estune BON de E
i=1

[27C—Euc1idien.pdf, 3 mai 2025, 17:44] 11




« Pour la culture. Soit 4 = (ey,..., e;) une base orthonormée de E.
On rappelle que I'application
E — ~/%n,1 (R)
x +— Matg(x)
est un isomorphisme d’espaces vectoriels de E sur 4,1 (R).

Si'on munit 4,1 (R) de sa structure euclidienne canonique, la proposition montre que cet isomor-
phisme conserve la norme et le produit scalaire.

Question. Soit E =R, [X] et (ao, ..., a,) € R""! des réels distincts.

sol — 23

1. Montrerque¢p: ExE — R est un produit scalaire sur E.
n
(PQ) — Y Plap)Qlax)
k=0

2. Montrer que la famille des polyndmes de Lagrange associée aux réels (ai)o<k<n €st une base or-
thonormée de E pour le produit scalaire ¢.

3. Soit P € E. Donner I'expression de P dans cette base de Lagrange.

Question. Soit E un espace euclidien muni d’'une base orthonormée 4 = (e,..., e,).
¥~ Soit f une forme linéaire sur E.

Montrer qu’il existe un unique vecteur a€ Etelque VxeE, f(x)=<(alx).

Et I'expliciter dans la base 2.
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preuve

III. Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie

Dans cette partie, E désigne un espace préhilbertien réel.
On note (| ) le produit scalaire et || || la norme euclidienne associée.

Supplémentaire orthogonal

Définition.
Deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont orthogonauxlorsque V(x,y)e FxG, <(x|y)=0.

Reformulation. Lorthogonalité de F et G est équivalente a F = G (bien s, c'est aussi équivalent a G < F1).

Attention. F et G orthogohauwenesighific pas F = G+

Penser dans E = R® muni du produit scalaire canonique, a F = Vect(e;) et G = Vect(es).

Fait. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors les sous-espaces vectoriels F et F* sont orthogonaux.

En effet, par définition les éléments de FL sont orthogonaux a tous les éléments de F.

Remarque. En concaténant deux familles orthonormées & et ¢ obtient-on une famille orthonormée?
Non, mais c’est le cas si Vect(Z) et Vect(¥) sont orthogonaux!

Remarque. Si (e, ..., ey) est une famille orthonormée de E, alors (ey,...,ep) et (ep11,...,e,) sont des
bases orthonormées de deux sev orthogonaux et en somme directe.

Ces sev sont supplémentaires ssi (ey, ..., e,) est une base de E.

Une question se pose. Soit F un sev de E.

Existe-il un supplémentaire orthogonal a F, cad existe-t-il Gsevde Etelque E=F®Get F L G?
La réponse est oui si F est de dimension finie (cf. proposition suivante), et un tel G est unique!
En revanche, on ne peut rien dire si F n’est pas de dimension finie.

Proposition. Soit E un espace préhilbertien.

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie.

Il existe un unique supplémentaire orthogonal a F.

E=FeG
F1G

Autrement dit, il existe un unique sev G de E tel que { a savoir G = F*.

En particulier, E = Fe F'.

« Vocabulaire. Ainsi, F* est un supplémentaire de F, pourvu que F soit de dimension finie.

C’est méme le supplémentaire orthogonal de F.
En francais. Un sev de dimension finie et son orthogonal sont supplémentaires.
Cas particulier. Quid du cas ou F est une droite vectorielle? Retrouve-t-on un énoncé déja vu?

A retenir. Notons (e, ..., e,) une base orthonormée de F.
Un vecteur x de E posséde une écriture unique sur la somme directe F & F+, 4 savoir :

p
X = Z <x | ek>ek + iln’y a plus le choix
k=1
p
Pour retenir cette formule, penser au cas ot x € F; dans ce cas, x = x+0 et comme (ey,..., ep) est une base orthonormée, ona x = Z (x|eg)eg.

k=1
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Proposition (en dimension finie). Soit E un espace euclidien (donc de dimension finie).
peave | Sojt F un sev de E. Alors

e dimF + dimF+ = dimE
e (FHyt=F

Proposition (Théoréme de la base orthonormée incompleéte).
eewe | Toute famille orthonormée d'un espace euclidien peut étre complétée en une base orthonormée.

Question. Soit E = €/([0, 1],R) muni du produit scalaire usuel. Soit F = { feE|f0)= 0}.
sol — 26

Montrer que F+ = {0z}.

A-t-on Fe F+ = E?

A-t-on (FHt =F?

« A propos d’hyperplan.
Par définition méme, un supplémentaire d'un hyperplan est une droite (c’est la définition en dimen-
sion quelconque).

En dimension finie, c’est-a-dire lorsque E est euclidien, orthogonal d'un hyperplan est une droite,
et comme elle n’est pas incluse dans I’hyperplan, cette droite est un supplémentaire (c’est le supplé-
mentaire orthogonal, tout vecteur dirigeant cette droite est appelé vecteur normal a H, il existe deux
vecteurs normaux unitaires, opposés I'un a I'autre).

En dimension infinie, 'orthogonal d'un hyperplan n’est pas toujours une droite (penser a ’exemple
précédent), mais UN supplémentaire est une droite!
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Projection orthogonale

« Rappel. Supposons que E se décompose E=F & G.

— Pour tout x € E, il existe un unique couple (xr, xg) € F x G tel que x = xr + xg.

€
Comment est caractérisé xp? Réponse : c’est 'unique y vérifiant {y G
X—ye
— On a deux projections qui débarquent.
Ce sont deux endomorphismes de E, et ils sont notés pp /G €t PG -

Le lien entre les deux tirets est donné par xr = pr;(x) et xg = pg y(X).

Définition. Soit E un espace préhilbertien.
Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie, de sorte que (WHY?) E = F & F*.

— La projection sur F parallelement a F*, qui est un endomorphisme de E, est appelée la pro-
jection orthogonale sur F, notée pr.

— Limage d’'un vecteur x par cette projection est appelée le projeté orthogonal de x sur F.
Ce projeté est noté pr(x).

eF
« Caractérisation. Soit x € E. Le projeté orthogonal de x sur F est'unique vecteur y vérifiant { Y Pl
Ainsi, pr(x) estle vecteur de F tel que x — pr(x) € F*. *-ye

Proposition. Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, dont on note 98r une base

(quelconque). Alors
Vee Br, (pr(x)|e) = {(x|e)

« Dans la pratique. Comment déterminer pp(x)?
— On se donne une base % quelconque de F (non nécessairement orthonormée!).
— On exploite le fait que pr(x) € F, en le décomposant de maniere unique dans %r.
— On détermine les coefficients en exploitant le fait que Vee Br, (pr(x)|e)=(x|e)

« Dans la pratique : zoom. Supposons que % = (ey, ..., ep).

p
On écrit de maniere unique le vecteur pr(x) sous la forme Z Aie;.
i=1
On cherche les A; en écrivant que V j € [1,p], (pr(x)|e;)={(x|e;)
Ainsi,
14
VielLpl, ) Aieilep) =(xlep
i=1

Ainsi, les A sont solutions du systeme linéaire :

M (xlen)

(eile)) fl=|

Ap (x|ep)

Question : il y a combien de calculs a faire?
sol — 26

1
Question. Considérons R[X] muni du produit scalaire (P | Q) = f P(1)Q(r) dt.
0

Déterminer le projeté orthogonal de X 2 sur F = Vect(l1, X).
Méme question avec le projeté orthogonal de X3 sur F =Ry [X].

2n
Question. Considérons E = ‘60([0,2n],R) muni du produit scalaire (f | g) = fs.
0

Déterminer le projeté orthogonal de id : t — ¢ sur F = Vect(cos, sin).
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Proposition (expression du projeté avec une BON.)

vewe | Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.
Soit x € E.

Alors le projeté orthogonal de x sur F est :

p
pr(x) = Z x| fi fr ou%B=(fi,..., fp) une base orthonormée de F
k=1

ou encore

P (x| vg)

pr(x) = k;l PAE

Uk ou % = (vy,..., Vp) une base orthogonale de F

« Remarque. Par construction, le vecteur x — pp(x) est dans F*, donc avec les notations précédentes

p
x = Y (x| fo) fe € F*

k=1
Proposition (projection sur une droite).
rewve | Sojt y € E'\ {0} un vecteur non nul de E.
Posons D = Vect(u).
Ona
(x| w)
VxeE, ppx) = Tl

Dans la proposition suivante, on suppose E de dimension finie pour étre en conformité avec le pro-
gramme officiel de PCSI. En réalité, c’est inutile.

Proposition (Projection sur un hyperplan).
vewe | Soit E un espace euclidien.

Soit u € E\ {0g} un vecteur non nul de E.
Posons H = Vect(u)L.

Ona
(x| u)

VxeE, gHXx) =x - —u
o lull?
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IV. Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Proposition (orthonormalisation de Gram-Schmidt).
rewve | Soit &F = (ey,...,e,) une famille libre de E.
Alors il existe une famille orthonormée (fi,..., f,) de E telle que :

Vpe[l,n], Vect(ei,...,ep) = Vect(fi,..., fp).

« Non unicité. Une telle famille (f;,..., f;;) n'est pas unique, WHY?

« Aretenir. Le procédé de construction de la démonstration précédente est le suivant.
On I'appelle l'algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidlz.
En notant Fy = Vect(ey, ..., ex) = Vect(f1,..., fx),ona

Er_

8 = ey~ Prpalep) et Jp =g
p

Ainsi, g, est obtenu en retranchant a e, son projeté orthogonal sur F),_, = Vect(fi,..., f,-1) = Vect(ey, ..., ep-1).

N —
BON

On a donc la formule

p-1
8 = ep — D_{epl fi) fi
k=1

« Remarque. Si les premiers vecteurs de la famille (ey, ..., e;) forment une famille orthonormée, alors il
est facile de voir que I'algorithme de Gram-Schmidt les conserve.

« Retour sur un théoreme. Un espace euclidien possede une base orthonormeée.
Nouvelle preuve.
Considérons une base (e, ..., e;) de E (licite : tout espace vectoriel de dimension finie admet une base
finie!).
D’apres l'algorithme de Gram-Schmidt appliqué a cette famille (licite, car cette famille est libre), il
existe une famille orthonormée (fi,..., f;;) de E (vérifiant ... mais on n'en a pas besoin ici).
La famille (fi,..., f;) est donc libre et possede n = dim E éléments.
C’est donc une base orthonormée de E.
Autre argument.
D’apres l'algorithme de Gram-Schmidt appliqué a cette famille (licite, car cette famille est libre), il
existe une famille orthonormée (f3,..., f,,) de E engendrant le méme espace que la famille (e,...,ey),
donc engendrant E.
Donc cette famille est libre (car orthonormée) et génératrice de E, donc c’est une base orthonormée
de E.

Question. Considérons la famille libre ((1, 1),(1, O)) de I'espace euclidien usuel R2.
“'=* Lui appliquer I'algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
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V. Distance

Définition (distance entre deux vecteurs).
La distance associée au produit scalaire ( | ) est 'application ExE — R

x,9) — lx=yl

Proposition (propriétés de la distance).
Soit d la distance associée au produit scalaire sur E. Pour tout (x, y,z) € E3 ona:

*x d(x,)=0 < x=y (séparation)
* d(x,y) =d(y,x) (symétrie)
* d(x,z) <d(x,y)+d(y,2) (inégalité triangulaire)
*x d(x,2) 2 |d(x,y)—-d(y,2)| (seconde inégalité triangulaire)

Définition (distance d’un vecteur a un sous-espace vectoriel).
Soit x € E.

Soit A une partie non vide de E.

On appelle distance de x a A la quantité :

d(x,A) = infd(x,a) ou encore d(x,A) = inf |x—all
acA acA

« Existence.

La partie {d(x,a), a € A} est une partie non vide de R et minorée (par 0), donc admet une borne
inférieure.

Quand le contexte est favorable (cf. la proposition suivante), cette borne inférieure est en fait un mini-
mum.
Ci-dessous, on note pr la projection orthogonale sur F.

Proposition trés importante. Soit x € E. Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie.
vewe | Ta distance du vecteur x au sev F est atteinte en un unique point de F, a savoir pg(x).

Autrement dit :

*x d(x,F)=|x—-prx)l

* VyeF, |dx,F)=lx-yl < y=prx)

« Remarque. On a (WHY? Faire un dessin)

dx,F)? = x> = I pr(x)|I?
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Question. On souhaite déterminer

2n

2
m = inf (t—(acost+bsint)) dr.
(a,b)eR? Jo

Qui joue le role de E? de F? de x?
Quel est le produit scalaire ?

Proposition (distance a un hyperplan). Soit E un espace euclidien.
pere | Soit u e E\ {0} et H = Vect(u)*.

Soit x € E.

Alors

x|

d(x,H) =
llell
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Espace
euclidien

preuve et éléments de correction



Symétrie. Soit (P,Q) € E*>.Ona

1 1
02Q = [ PQwdr = [ ewpwdr = p@.P)
Bilinéarité. Soit (P,Q,R) € E? et (A, u) € R?. Par linéarité de I'intégrale :

1 1
¢AP+pQ, R) = /1[0 P(R(ndt + Hj; Q(OR(NAr = Ap(BR) +up(Q,R)

ce qui prouve que ¢ est linéaire par rapport a la premiére variable.

Comme ¢ est symétrique, on en déduit que ¢ est bilinéaire.
1
Positivité. Soit P € E. Par positivité de I'intégrale, ona ¢ (B P) = f P(t)dt >o.
0

1
Caractere défini. Soit P € E tel que ¢ (P, P) =0, c’est-a-dire tel que f P(1)*>dt > 0.
0

La fonction  — P(t)? est continue (car polynomiale), positive et d'intégrale nulle.
Par le critére de nullité, cette fonction est nulle, donc V t € [0,1], P(£)? = 0.

Ainsi, tous les réels du segment [0, 1] sont racines de P.

Donc P a une infinité de racines, donc P est le polyndme nul.

1
Montrons que ¢ : (f, g) — f tf(£)g(#) dt est un produit scalaire sur E = 6°([0,1],R).
0

— Par linéarité de I'intégrale et commutativité du produit dans R, I’application ¢ est une forme bili-
néaire symétrique.

— Soit f € E. Montrons que (f | f) > 0.
1

Onao(f,f)= f tf(£)*dt. Lafonction intégrée est positive. Par positivité de I'intégrale, I'intégrale
est un réel positoif.

— Soit f e Etel que ¢(f, f) =0.
La fonction ¢ — ¢ f(1)? est continue, positive et d’intégrale nulle donc cette fonction est nulle.

On en déduit :
Vxe]o,1], f(x)=0

Par continuité de f en 0, on en déduit que f est nulle sur [0, 1] tout entier, donc f est la fonction
nulle.

2n
Montrons que ¢ : (f,g) — f |sinz| f(¢) g () dt est un produit scalaire sur E = C50([0,2%], IR).
0

— @ est une forme bilinéaire symétrique.
— ¢ est positive (facile, a faire)
— @ est définie positive. Soit f € E tel que ¢(f, f) =0.
2n
Alors f |sint|f(£)*>dt =0.
0
La fonction ¢ — |sin ¢| f (£)? est continue, positive et d’intégrale nulle, donc cette fonction est nulle.
On en déduit V ¢ € [0,27],|sin t| f(£)? = 0.
Donc V€ [0,2n]\{0, 7,27}, f(2) =0.

Par continuité de f en 0, en 7 et en 27, on en déduit que f est nulle sur [0, 27] tout entier, donc f
est la fonction nulle.

[27C—Euc1idien.pdf, 3 mai 2025, 17:44]




Ona:

lx+yl>=(x+ylx+y)
=(x|x)+ x|+ +yIy (bilinéarité)
=@l +2x [y +<yly, (caracteére symétrique)

Ona |l x+yl?= x| +2{x| y) + | y|? et, en remplacant y par —y, on obtient :
=y = 1%l = 2¢x | y) + 1y 112
En sommant ces deux égalités, on obtient
e+ y12 + 1=y =2l %1 + 1 y1%)

Cette égalité traduit le fait que, dans un parallélogramme, la somme des carrés des longueurs des deux
diagonales est égale a la somme des carrés des longueurs des quatre cotés.

Soitx,y€e E.Ona:

(FE N

FMF+FWMIZ=1f@I2=1f()I?)  formule de polarisation

= S(IfE+PIE=1F@IZ=1fWI?) linéarité de f
= S(lx+yI2=lx1=lyl?) hypothése
= (x|py. formule de polarisation

Ainsi, un endomorphisme qui conserve la norme conserve le produit scalaire.

Considérer A — [[Ax + y[? = A2|| [ + 2A¢x | y) + | y2.
Autre preuve. On peut aussi commencer par prouver l'inégalité avec des vecteurs unitaires x’ et y’ en
utilisant (A, y) = (1,1) puis (A, u) = (1,—1). Lune prouve (x’ | ') > —1 et 'autre prouve (x’ | ') < 1.

Supposons que Ac B.

Montrons B+ c AL.

Soit be Bt.

Montrons que b € A+, c’est-a-dire montrons queVaeA, (blay=0.

Soita € A.

Comme Ac B,onaac€B.

Comme b € B+, ce vecteur b est orthogonal a tous les vecteurs de B en particulier est ortho-
gonal a a.

D’ou (b| a)=0.

Par récurrence sur la dimension de I’espace euclidien.
Et on utilise E = Vect(a)* & Vect(a)



1. — Symétrie, bilinéarité, positivité : a vous.
— Caractere défini.
Soit P € R,[X] tel que ¢ (B, P) = 0.
n
Alors Y P(a)* =0.

k=0
Donc Vke[0,n], P(ay) =0.

Le polyndme P posseéde donc n + 1 racines distinctes et est de degré au plus n.
Donc P =0.
2. Notons (L;)o<;<n la famille des polyndmes de Lagrange associée aux réels (a;)o<i<n-
La famille (Ly,..., L) est une base de R, [X] (c’est une famille libre (WHY?) de bon cardinal).
Montrons qu’elle est orthonormée pour le produit scalaire ¢.
Soit (i, j) € [0,n]*>. On a:
n

n
@o(Li,Lj) = Y Li(ar)Lj(ar) = Y_6;ix0jk = 6i,;-
k=0 k=0

Ainsi, (Ly, ..., L) est une base orthonormée de R, [X] pour le produit scalaire ¢.

3. Comme la famille (Lo, ..., L,,) est une base orthonormée de R,,[X], on a

n
P =) (P|Ly)L;
i=0

Or, un calcul (lequel) montre que (P | L;) = P(a;).

n
D'ouP = ) P(aj)L;.
i=0

Preuve élégante.
Considérons I'application
¢: E — ZL(ER
a — (ale)

C’est une application linéaire (WHY?), injective, entre deux espaces vectoriels de méme dimension finie.

Soit a€ Kerg. Alors a€ Eet 9(a) =0 (g R)-

Autrement dit, (a | ) =0, donc pour tout x € E, ona (a| x) =0.

En particulier, pour x = a, on obtient (a | a) =0, d'ou1 a = 0 (d’apres le caractere défini du produit scalaire).
Ainsi, ¢ est bijective, et on obtient qu’il existe un unique a € E tel que f = (a| e).
On obtient donc 'existence et I'unicité du vecteur a cherché mais pas son expression.

n
Pour I'expression, écrivons a sur la base %8 orthonormée de I'énoncé : a = Z (a]ej)e;.
i=1

Comme f = (a|e), on en déduit que (a| e;) = f(e;), d’ ot

a=) fle)e;
i=1

Autre preuve, a la main.
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Analyse Supposons qu'’il existe un vecteur a € E tel que....
Ecrivons a sur la base 9 qui est orthonormée.
n
Onadonca=) (ale;)e;.
i=1
Par définition de f, on a alors (a | e;) = f(e;).

n
Donc a = Z flee;.
i=1

n
Syntheése Posons a=)_ f(e;)e;.
i=1
Comme 2 est orthonormée, la i®™¢ coordonnée de a dans 2 vaut {(a | e;).
D’autre part, cette i®™¢ coordonnée vaut f(e;).
D’ol f(e;) =(ale;).
Alors les formes linéaires f et x — (a| x) coincident sur la base (ey, ..., ;) donc sont égales.

« ANALYSE. Soit G un tel sev. Alors on montre par double inclusion que G = F*.
Montrons que G = F* par double inclusion.

— OnaGc Ft, car Fet G sont orthogonaux.

— Montrons 'autre inclusion.
Soit x € FL.

A fortiori x € E donc il existe (y,z) € F x Gtel que x = y + z.

Idée. On veut montrer que x € G, autrement dit, on veut montrer que y = 0, ce qui revient a montrer que
(y1y) =0 (par caractere défini du produit scalaire).

Onax=y+z.
En «effectuant le produit scalaire par y » (autrement dit, en appliquant (e | y)), on a

xly) =<yly+izly

Comme x€ Ft et ye F,ona(x|y)=0.

Comme F et G sont orthogonaux par hypothese, ona(z|y) =0.
D'ou(y|y)=0,dou y=0.

Ainsi, x € G.

Bilan. Si un tel G existe, nécessairement c’est F~.

« SYNTHESE. Montrons que G = F convient.

Evidemment, F et F* sont orthogonaux.

Reste 2 montrer que E = F & F*.

Soit x € E. Montrons qu’il existe un unique couple (y,z) € F x F* tel que x = y + z.

Analyse. Supposons qu'il existe (y,z) € F x F* tel que x = y + z.
BUT. On cherche a exprimer y en fonction de x et 8.

— Comme F est de dimension finie, il possede une base orthonormée 9 = (ey, ..., ep).
Ona

p
y= ) (ylexer
k=1



— Montrons que (y | ex) = (x| ex).
En appliquant (e | ex) al'égalité x=y+z,0na:

Vke[l,p], (xlex) = (ylew) +{zlex)
Comme z€ F-etere F,ona (z|e;) =0.
D’ou, (yler) = (x| eg).

p
Ainsi, y = ) (x|eg)ek.
k=1

p
Synthése. Posons y= ) (x|ex)eretz=x-y.
k=1

Alors
* x=y+z
* y€F car F=Vect(ey,..., ep).
*x z€ Ftcar

WHY

Vie[l,p], (zle) =(x-yle) = (xle))—(yle)) = 0
Justifions la derniere égalité sans calcul, cad montrons sans effort que (x| ex) = (y | ex).

p
D’une part, on a par définition y = )_ (x| ex) e.
k=1

p
D’autre part, comme (ey, ..., ep) est une BON, y s'écrit ¥ (y| ex)ex.
k=1

Par unicité de I’écriture d'un vecteur dans une base, on a alors (x| ex) = (y | ex).

— Comme E est de dimension finie, il en est de méme de F.
Alors F et F* sont supplémentaires d’apres 31.
On a alors (licite, car E est de dimension finie) I’égalité dim F + dim F L = dimE.
— En appliquant le premier point au sous-espace F+ qui est de dimension finie (car E est euclidien),
ona
dimE = dimF* + dim (FH)*
OrdimE =dimF + dimF-.
En combinant ces deux égalités, on obtient dim F = dim (F+)*.
On a toujours l'inclusion F < (F)*.
Par inclusion et égalité des dimensions, on en déduit F = (F)*.
— Autre preuve plus élégante, fournie par Aurélie.
Pour un espace préhilbertien E, et pour tout sev V de dimension finie, il existe un unique W sev
E=VeW

de E tel que , asavoir W =V,
Viw

Appliquons cela 4 deux reprises avec F et F*, qui sont tous les deux de dimension finie car E est
euclidien. On a donc

E=FeoFt E=FteFhHt

{FLFL . {FLL(FL)L
Ce que 'on réécrit :

E=FeFt E=(FhteFt

{FJ_FL o {(PL)LLFL

Par unicité de W, on a donc F = (F1)L.
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Soit E un espace euclidien.

Soit &% une famille orthonormée de E.

Posons F = Vect(%) (comme % est orthonormée, & est libre; comme elle est par définition génératrice
de F, c’est une base de F).

Comme F est de dimension finie, ona E = F& F*.

Le sous-espace vectoriel F* est de dimension finie (car E est euclidien), et admet, en vertu de..., une
base orthonorméeZy. .

Alors, on vérifie que & v B est une base orthonormée de E (c’est une famille orthonormée de bon
cardinal).

Ainsi, & peut étre complétée en une base orthonormée.

Soit g € F+. On a alors

1
(%) VfeF (flg=0 c’est-a-dire f fg=0
0

Idée. On veut montrer que g = 0.

Ce serait bien si 'on pouvait prendre pour fonction f la fonction g, car on aurait alors (g | g) = 0, puis g = 0 (par le caractere défini du
produit scalaire).

Mais aucune raison pour que g soit dans F.

On adoncl'idée de prendre f : t— tg(#) qui est bien dans F.
Posons f: t — tg(t). Cette fonction f est continue et vérifie f(0) =0, donc f € F.
On a alors d’apres (x)

1 1
f fg=0  Clest-a-dire f tg(t)g)=0
0 0

La fonction ¢ — tg?(t) est continue, positive et d’intégrale nulle.
D’apreés le critere de nullité, c’est la fonction nulle :

Vite[0,1], tg*(t)=0

D’ou
Vtelo,1], gt =0

Ainsi, la fonction g, ,, est la fonction nulle.
Par continuité de g en 0, on en déduit que g est la fonction nulle.

Bilan. On a montré I'inclusion F* c {0}.

Comme 'autre inclusion est évidente, on a F- = {0}.

Ainsi, Fe F+ = F.

Par ailleurs, on a évidemment F C E (il existe des fonctions continues qui ne s’annulent pas en 0), donc
FeF' CE.

Notons pr(X?) le projeté orthogonal de X? sur F = Vect(1, X).
C’est'unique vecteur de F tel que X% - PF (X% e F+.
Comme ce projeté appartient a F, il existe A, u € R uniques tels que pr(X?) = A+ uX.
On les détermine en exploitant le fait que X2 — pp(X?) € F*.
2 2 _
Ona{(X —pr(X3) 1) =0
(X*=pr(X*) 1 X)=0



e 1y =¢x? 11y
D’ou 2 2
(pr(X?) | X)=(X?| X)

20+ %,u = %
Donc 4 1 1

5/11+ b = 3
D’ou A:—getuzl.

Ainsi, pp(X?) =X - ¢

« Notons pr(X?3) le projeté orthogonal de X3 sur F = R,[X].
Comme ce projeté appartient a F, il existe a, b, c € R uniques tels que pp(X3) = aX? + bX +c.
On les détermine en exploitant le fait que X — pp(X3) € F*.

Ona
(X° = prX*) 1) =0
(X3-prX®) 1 Xy=0
(X3-pr(X3) X% =0
d’ou

(pr(X3) 1) =(X3| 1)
(pr(X3) | Xy =(X3| X)
(pr(X3) | X2y =(X3| X?)

ce qui se traduit par le systeme suivant :

4a + 6b + 12¢ = 3
15 + 20b + 30c = 12
12a + 15b + 20c = 10.

Lopération Ly < L + L3 — L, donne le systéme équivalent suivant :

4a + 6b + 12¢ = 3
a + b + 2c¢c =
12a + 15b + 20c = 10

ce qui conduit au systeme suivant :

a + b + 2c = 1
2b + 4c¢c = -1
3b — 4c = -2
3 1 3
On obtientainsib=—-—-—,c=—eta=—.
5 20 2
D’olu
(X3)—§X2—§X+i-
PEET=52 75275

Décomposons pr(x) dans la base orthonormée 23 :

p
pr(x) = Y _(pr(x) ] ek) ek
k=1

Or, d’apreés...., on a {(pr(x) | ex) = (x| ex), d’ou le résultat.
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La famille (ﬁ) est une base orthonormée de D = Vect(u).

Donc

u>u _(xlu)

’”F(X):<x|||un lul =~ Tul?

OnaE=H®D,doncid = py + pp, d' ot le résultat.



Construisons la famille (f,..., f,;) par récurrence.
Autrement dit, pour tout p € [1, n], on note

b, ilexiste (f,..., fp) orthonormée telle que Vect(fy,..., f,) = Vect(ey,...,ep).

Remarque. Il suffit de demander I'inclusion Vect(f3, ..., f,) < Vect(ey,...,ep).
En effet, la famille (f3, ..., f,) est orthonormée, elle est libre, donc les deux Vect sont de dimension p.
Initialisation. On pose fi = 1o
Alors, (f1) est une famille orthonormée vérifiant Vect(f1) = Vect(ey).
D’ou S 1.
Hérédité. Soit pe[1,n—1].
Supposons A,
Montrons A 1.
Autrement dit, montrons qu'il existe (fi, ..., fy+1) orthonormée tq Vect (fi, ..., fy+1) = Vect(er,...,ep+1)-

D’apres ., on peut trouver (fi,..., f,) orthonormée telle que Vect(ey,...,e,) = Vect(fi,..., fp)-
e Il nous faut construire f},1;. Faisons une analyse au brouillon.
Demander I'existence d’un tel f, est équivalent a demander (WHY?) :

— Jp+1 est unitaire
— fps1€Vect(fi,..., f)*

H
— fp+1€Vect(ey,...,eps1) = Vect(fi,... fp) ® Vect(ep+1)

Commen(;ons par trouver un vecteur 8p+1 tel que

—_— gp+1 Evect(fl,...,fp)l

H
— gp+1 € Vect(ey, ..., eps1) = Vect(fi,... fp) ® Vect(ep+1)

Notons| Fy, = Vect(f1,..., fp) |

On a donc nécessairement qq chose du type

_ L
8p+1 = Aepy1 + trucdans F, €F,

On ne peut pas avoir A =0 (WHY?). On essaie A = 1.
Alors le truc dans F), est nécessairement égal a — PE,(€p+1).
gp+l

e Posons gp+1 = €p+1 — PF, (ep+1) et posons fp+1 = m
p+1

Alors
— fp+1 est unitaire

— fpa €Vect(fi,..., f)t

T
— fp+1 € Vect(fi,... fp) ®Vect(ep+1) :pVect(el,...,epH)

Donc
— (fi,--+» fp» fp+1) est orthonormée
— Vect(fi,..., fp+1) © Vect(ey, ..., eps1)
D'ot Hps
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On pose fi = %(1, 1).
On pose
82 = ex—prler)

= e —(e| )N
= (1,0) - (%)2«1,0) | (1,1))(1,1)

= (1,00-3(1,1)

_ 1
= 3(@,-D
. 82
Puis on pose fo = ——.
P lfz g2l
Ona | gl = Ell(l,l)ll = 5\/§= V2.
ot1 £ = L(1 —
D'ou f, = \/5(1, 1).
Soit x € E.
Montrons que d(x, F) = ||x— pr(x)|l.
Autrement dit que inlg lx=yl=Ilx-pr]l.
yE

Autrement dit que inf{llx -y, ye€ F} =lx—prx)l.
En fait, on va montrer que c’est un minimum;

min{llx-yl,y € F} = |x - pr)|

— Onallx-prle{lx-ylyeF.
— Montrons que || x — pr(x)[ est un minorant.

Soit ye F.On a

lx=prOI* < llx—pr@) I* + | prx) -y I?
—— ——
eFL €F
D’apres Pythagore :
lx=prOI® < lx—yl?

De plus, soit ye F.On a

dx,F)=|x-yl & lx-pr@I*=lx-yI* = lprx)-yI°=0 < y=ppX).

Soitx€ E.On a
(x| u)

Il

lul — Kxlwl
Il lluell

de H) = 2= pul = | u| = 1x 1wl



	Produit scalaire
	Formes bilinéaires
	Produit scalaire
	Norme associée à un produit scalaire

	Orthogonalité
	Généralités
	Familles orthogonales et orthonormées
	Bases orthonormées

	Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie
	Supplémentaire orthogonal
	Projection orthogonale 

	Algorithme d'orthonormalisation de Gram-Schmidt
	Distance

