Séries

exercices



Terme général « abstrait »

carré

Soit Y u,, une série a termes positifs convergente.
P 2
Montrer que la série Y u? est convergente.

102 | max
Soit Y uy et Y v, deux séries & termes positifs.
Montrer que la série > max(u,,v,) converge si et seulement si les séries > u, et > v, sont

convergentes.
(103 sart
Soit > uy, et Y v, deux séries & termes positifs convergentes.
Montrer que la série Y \/unv, est convergente.
{_19_4_ ! Transformation homographique
Soit (u,)nen une suite de réels positifs. On pose v, = L
1+ u,

Montrer que les séries Y uy,, et > v, ont méme nature.

105 | Encadrement pour des séries 4 termes signés
Soient > up, Y. v, et > w, trois séries réelles telles que  Vn €N, u, < v, < wy.
Montrer que si Y u, et Y w, convergent, alors v, converge également.

106 | Exponentiation et comparaison
Soit Y uy, une série a termes strictement positifs.

1. On suppose que Y u, converge. Prouver que, pour tout a > 1, la série Y ug converge.

2. On suppose que Y u,, diverge. Prouver que, pour tout « € ]0,1[, la série > u® diverge. (Le
cas @ = 0 est vrai aussi!).

107 | Sous-espace vectoriel (belote)
Soit

F= {u c RN | la série Zn%i converge}

Montrer que F' est un R-espace vectoriel.

108 | Sous-espace vectoriel (rebelote)
Soit

F= {u e RN | la série Z nu? converge}

Montrer que F est un sev de RY.

109 | Une double inégalité (série télescopique)
Soit (uy) et (wy) deux suites de réels telles que

VneN, 0<u, <w,_1—w,

On suppose de plus que (w,) converge vers /.

1. Montrer que la série Y u, converge.

n
2. Pour tout n € N, on pose U,, = Z uy et on note U la limite de (U,,) (c’est licite, WHY 7).
k=0
Montrer que
VneN, U—-w,+¢ < U, <U
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Un classique

n
Soient (an)nen une suite de réels strictement positifs et S, = Z ay.
k=0

a
1. On suppose que la série Y a,, converge. Quelle est la nature de la série S—n ?
n

2. On suppose que la série Y a,, diverge. Quelle est la nature de la série > g—n ?

n
ol — [w w — I doolsviupd‘ 1919bienos eivq 2 ob noitonol as (o o1itoll
%
L. . L. Ay
3. On suppose que la série Y a, diverge. Quelle est la nature de la série > 2 ?
n
, I .
VLD s woq — — 1915bizmos sT1voq 0O

i) [—aC

Un critére de condensation (Cauchy)

Soit (uy,) une suite décroissante positive.
Montrer que les séries > u, et > 2"usn sont de méme nature.

En déduire la nature de la série de Bertrand 5 oupeR.
n

bt
(Inn)

=

12| Hum...
Soit Y uy,, une série a termes positifs convergente.
Montrer que Y \/unu, 11 est convergente. Réciproque ?

Terme général « concret »

113 | Télescopie
Soit a > 0 et (uy)nen la suite définie par ug = a et pour tout n € N, w41 = upe”

Un

— Montrer que la suite (uy,)nen converge vers 0.

— En prenant le log de 1'égalité définissant u,,, déterminer la nature de la série > u,,.

=

:14 . Retour aux sommes partielles

. —1)"
1. Donner la nature de la série > ( .
n>2 LEJ
... 18 gl ¢ dnommsion dasluolso a9 9itde sl ob esllsidtsq esmrmoe esl s1omitgxe 0O

si n est un carré

1
n

2. On pose u, = L )
—=5 sinon
n

Déterminer la nature de la série > uy,.

Terme général défini par morceaux

—% si n est multiple de 5

Pour tout n € N*, on pose u,, =
) 1 .
- sinon

5n
1. Déterminer lim Uk
1

n—-+oo
k=
400
2. En déduire que Y ug converge et déterminer E U -
k=1

Trés détaills

o
On pose u, =e~ "

avec o € R.
1. Soit @ < 0. Montrer que la série Y u,, est divergente.

2. Soit a > 0. Montrer que u, = 0 (#) et en déduire la nature de > u,.
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Avec parameétres
Soit (a,b) € R%. Etudier la nature de la série de terme général u,, = v/n + av/n + 1+ by/n + 2.
Lorsque la série converge, calculer sa somme.

Méme question avec > (In(n) + aln(n + 1) + bln(n + 2)).

118 | Ca se corse

1. Etudier la convergence de la série Z(n% —(n+ 1)%).

2. Etudier la série de terme général u, =n? (tant —sh1).

3. Soit @ € R. Etudier la nature de la série > (Cos %)na

119 | Un calcul de somme

. _1)"
1. Etudier la convergence de la série ) on +(1)()2n 3) .

1
2. En remarquant que / 2P dx = T calculer sa somme.
0

p+

120 | Avec le critére des séries alternées
Soit z € R\ N.

(=D"

n—=x

En utilisant le critére des séries alternées, déterminer la nature de la série >

121 | Reste d’ordre n
Soit z € RT.

En utilisant le critére des séries alternées, montrer que le reste d’ordre n de la série >

(="
(n+a)?

est le terme général d’une série convergente.
Comparaison série intégrale

122 | Un petit morceau des séries de Bertrand
Soit (o, B) € R? avec o > 1.

1

Montrer la convergence de la série > ————-
& 2 ne(lnn)s

123 | Lecasa=1let =1

et donner

A Paide d’une comparaison avec une intégrale, montrer la divergence de la série
nlnn
un équivalent de ses sommes partielles.

Quel développement asymptotique avons-nous obtenu ?

124 | Lecasa=1let 8= —1

1 —~ Ink
Montrer que la série > an diverge et donner un équivalent simple de Z HT
n
k=1
125 | Séries de Bertrand (la totale)
Soit (a, B) € R2.
1
Donner la nature de la série Y ey h
126 | Reste d’indice n
+oo 1
Soit a € |1, 4+00]. Justifier 'existence et donner un équivalent de wu,, = Z —
k=n+1

En déduire la nature de la série > u,,.

[28exo—Series.pdf, 25 mai 2025, 21:37]




Théorémes classiques

La régle de d’Alembert

Soit (un)nen une suite de nombres complexes tous non nuls.

Un+41
nfly oy

On suppose que
Up, n—-+oo

1. Montrer que si £ < 1, alors la série ) u, converge absolument.
2. Montrer que si £ > 1, alors la série Y u,, diverge grossiérement.

3. Peut-on conclure si £ = 17 On montrera qu’on ne peut pas conclure a l’aide de deux exemples :
un ot la série converge et un ot la série diverge.

m
Qo

Avec d’Alembert (1)

Uy = 1
Soit (uy,)n>1 la suite définie par sin
(tn)n VYneN, upy = —

n
A T’aide de la régle de d’Alembert, montrer que la série > u,, converge.

:29 , Avec d’Alembert (2)
A Taide de la régle de d’Alembert, déterminer les valeurs de z € C pour lesquelles les séries
suivantes sont absolument convergentes :

Zz" an”_l Z - _1'_ 1z"+1 Zn!z" Z %z" Z(az)2"

m
o

Avec d’Alembert (3)

1x3x5x--+x(2n—-1)
2X4X6x---%x(2n)
u
Quelle est la limite de —ntl g
Un
Montrer que la suite des sommes partielles de la série Y nu, est croissante.

1. On pose u,, =

En déduire que la série de terme général u,, est divergente.
I1x3x5x---x(2n—3)
2Xx4X6x--x(2n)
.. Un+41
Quelle est la limite de —— 7
Un,
Montrer que, si 0 < o < 3/2, on a (n+ 1)®vp41 < n%v,.

En déduire que la série de terme général v,, converge.

2. On pose v, =

131 | Un critére
Soit (u,) une suite définie par la donnée de uy € R* et la relation

VneN, Un+1 :n-i-a
U, n+b

ol a, b sont deux constantes réelles (avec —a et —b ¢ N).
1. Montrer que u,, est de signe constant & partir d’un certain rang.
2. On pose v, = n’~%u,,.
Etudier la convergence de la suite (v,,). On introduira la séric de terme général In(v, 1) — In(v,)).
3. En déduire que la série > wu, converge si et seulement si a — b+ 1 < 0.

4. Si ce critére est satisfait, montrer nu,, — 0, puis calculer la somme en fonction de a, b, ug.

132 | > wu, convergente avec u positive et décroissante

Soit u une suite positive, décroissante telle que la série Y u,, converge.

n
On note S,, = Zuk.
k=0
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1. Montrer que nug, — 0. Majorer nusg,, par une expression du type S; — S; avec i et j a déterminer
n—-+4oo
en fonction de n.

2. Montrer que u,, = o().
Pour la culture : la condition de décroissance est indispensable ; en considérant
— si n est un carré

— n
Up =

———  sinon
12023

on peut montrer que Y u, converge et que u, # o(%).

133 | Cauchy-Schwarz

Soient (uy,)n et (v,)n deux suites réelles telles que Zu,f et Z vy convergent.

Montrer que la série E U, Uy est convergente, et que 'on a :

2

+oo +oo +oo
d “unvn| < | D _wd | [ D] v
n=0 n=0 n=0

{:1;3:4?} Transformation d’Abel
Soient (ay) et (b,) deux suites réelles ou complexes.
On pose A4, = Zak et B, = Z br. Relier :
k=0 k=0

N N
Z A,b, et Z Qnt1Bn.
n=0 n=0

. . sinn
Etudier la convergence de E
n n
On pourra commencer par montrer que la suite (Z sin l.’) est bornée.

k=0

{:1235  Produit de Cauchy

Soient Z an et Z b, deux séries absolument convergentes. On pose :

n
C, = E apbp_p.
p=0

Montrer que g ¢, est absolument convergente, de somme :

—+oo —+o0 —+o0
Den= (2] Db
n=0 p=0 q=0

Séries de Riemann par télescopie
En ¢tudiant la série Y (-5 — ﬁ) pour 3 € R* et la série > (In(n + 1) — In(n)), retrouver la
nature des séries de Riemann :

1
la série Z —337 converge si et seulement si B > 0
n
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En vrac

Un classique

Soit (), cn- une suite réelle positive.
e . e 1 -
On définit la suite (vy,), cy. par définie par v, = m ;1 kuy,.

On suppose que la série > u, converge.
N N
1. Montrer que VN € N*, Zvn = Zuk — Noy
n=1 k=1

2. En déduire que la série Y v,, converge.

3. Montrer ensuite que Nvy tend vers une limite finie lorsque N — 400, puis en raisonnant
par I’absurde, montrer que cette limite est nulle.

—+oo —+o0
4. En déduire que Z Vp = Z U,
n=1 n=1

{il;f{Sj: La série du binéme négatif
On fixe ¢ € |—1,1[. Pour tout r € N, on définit la série B(r)

B(r) — Z(:>qn—r _ Z (n’:—r)qn/

n>r n’>0

On note (Sn(r)) , la suite de sommes partielles de la série B(r). Ainsi

N k N-—r -+’I" )
vz sw) = 3 (e = X (7T
k=r =0

1. Quelle est la nature de la série B(r) pour r =0,1,27
2. Soit r € N. Montrer que

N
VNz2r+1, (1-¢)Sn(r+1) = Sy_1(r)— <T+1>qN_T

3. Montrer par récurrence sur r que la série B(r) converge et que sa somme vaut W
—q

{_1?)_9_: Série semi-convergente, réagencement des termes
Soit u une suite indexée par N*.
On réordonne les termes de u en écrivant un terme d’indice impair suivi de deux termes d’indice
pair, précisément :

Uy U2 Ug U3 Ug
On appelle v cette nouvelle suite, que 'on indexe par N*. Dans cet exemple, on a vz = uy.

1. Pour tout k£ > 1, exprimer wvs; en fonction d’un terme uy. Idem avec vsy_o et vgg_1.
(~1)h-!
o

2. On suppose désormais que uy =

N N
1
Montrer que Vn € N*, VgninQn ol UN:kZ_luk et VN:;vk.

3. Rappeler pourquoi la série > u,, converge (idée de la preuve).
Connaissez-vous la valeur de sa somme ?

4. Montrer que la série Y v, converge (on pourra considérer Vs, Van11, Vani2).
Quelle est la valeur de sa somme ?

5. Un théoréme (largement hors programme) stipule que si une série > w,, converge absolument
alors pour toute bijection o : N — N la série ) wy(,) converge (et méme absolument) vers
la méme somme.

Au fait que représente la série ) wq () ?
Est-ce que ce résultat tient toujours si ’'on suppose Y | w,, seulement convergente (sans conver-
gence absolue) ?
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141

En passant par C
Soit 6 € 10, 7[. Justifier I'existence et calculer

+o0 foo
Z cos(nf) cos™(0) et Z sin(nf) cos™ ().
n=0 n=0

DA de la série harmonique et la constante d’Euler oeis.org/A001620

n
1
L’objectif est de donner un développement asymptotique a deux termes de H,, = Z T

k=1
Plus précisément, on veut montrer qu’il existe une constante v € R telle que :

H, = Inn + v + o(1)

1. Expliquer le « plus précisément ».
2. Donner un DA a 1 terme de H,,.
3. Donner un DA & 2 termes de H,,.

35 (e038) 9¥swe onw'b 9omogrovios sl 1o1dmont wod
(e — 14a09) < oupiqooeslds oitde sl ob somsgisvaos sl 1o1inont Jusq o

4.* Montrer que v > 0.
Pour la culture, v s’appelle la constante d’Euler et v =~ 0,577.
On ignore toujours si ¢’est ou non un nombre rationnel.
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https://oeis.org/A001620

Faire ses gammes

Nature

Déterminer (en fonction des paramétres a,b € R et o € R,) la nature des séries de terme général :

(i) nsin(1/n) (xi) In(n? + 2)\/2" +1

2n (i) Inn
i In(e” — 1)

(iv) ——In (1 n L) (xii) \/Chii_l

(v) 1—cosg (xiv) (nil)n2

(vi) n?+1 (xv) (n sin <1)>
(vii) a”n! n
(viii) ne= V™ (xvi) V/n3 +an—+vn?+3
., Inn
(ix) 2“ 2 (xvii) e*/" —a — %
n“+n+1 1
(X) In <m) (XVIII) E ((Tl + 1)1+1/n _ (n _ 1)1*1/71)'

Avec un DA

Etudier la convergence de la série Z

N Gl
Vi — (-1

1144 | Riemann (ou pas!)
| QR
1. Soit a > 0. Donner la nature de g amn,
"1
En utilisant que H,, = Inn + v + o(1), déterminer la nature de > a™» ou H,, = E T
k=1
1
2. Nature de > —.
nn
3. Nature de 3~
. ature ae —_— .
(hl n)ln n
Sainreddh 8 us o9ve e oariol sl evoa [81309g o9t ol o1ddena ob 1oyseed

Calculs de somme

Montrer les égalités suivantes, aprés avoir justifié 'existence des sommes infinies.
= 1 n +3n+2
E Infl—-—)=-In2 E In =1In2
>n:2n< nz) ' () ( n? + 3n ) B

+o0 n 400
i w1+ 58 <o (v Z<3+<—1>k>"“=§

k=0

6 | Calculs de somme
Justifier I’existence et calculer la somme des séries suivantes.

s
1
\

I|_|I

+oo 1

R Dy o m

BRSSO | :
(“>k§m (IV)ZkkJrl “(k+p)
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{il:47?: Exo de kholle Voir aussi ’exo 110

n
Soient (an)nen une suite de réels strictement positifs et A, = Z ag.
k=0

a
Montrer que > a, et > A—" ont méme nature.
n
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Séries

corrigés



101

La série ) un étant convergente, son terme général tend vers 0.

On peut donc trouver un rang no tel que :
Vn 2= no,

d’ou
Vn = no,

La série Y u, est convergente.

Par comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que la série 3" u2 est convergente.
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102

Supposons que la série Y max(un, v,) converge.
Pour tout n € N, on a 0 < un < max(tn,vn) et 0 < vy < max(un, vn).

Par comparaison de série a termes positifs, on en déduit que les séries Y u, et > v, convergent.

Supposons que les séries Y u, et > v, convergent.

On aVn €N, 0 <max(un,vn) < Un + Un par positivité de u, et v,.

La série de TG u,, + v, est convergente comme somme de deux séries convergentes.

Par comparaison de série a termes positifs, on en déduit que la série > max(un,v,) converge.
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105

Idée. Faire apparaitre des séries a termes positifs.

La clé consiste a écrire Vn € N, 0 < vy — Un < Wy — Un.

Par hypothése, les séries > un et Y w, convergent. Donc la série > (w, — un) converge.
Par comparaison de séries a termes positifs, la série > (vn, — u,) converge.

Donc la série > v, converge (écrire vy, = (v, — Un) + Un.
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106

1. Supposons que Y u, CV.
Soit o > 1.
Montrons que la série > ug CVv.
Comme Y un CV, on a up, —> 0.

Ainsi, on peut trouver no € N tel que Vn = no, u, < 1.
La fonction ¢~ t*~! est croissante sur ]0, +oo[ (car a — 1 > 0).
Donc
Vn>no, ut 'l
Multiplions par u, > 0.
D’ou
Vn>no, uy <un
Or la série > un CV.
Par comparaison de séries a termes positifs, la série > upy cv.

Autre argument. Dire que u& = o(uy), car u&~' — 0, car u, — 0, car > u, CV.

2. On montre la contraposée.

On suppose qu'il existe a € ]0, 1] tel que > uy CVv.
Montrons que Y u, CV.

Posons g = 1 > 1.
a
On a 2 un OV
B>1

D’aprés la premiére question, on en déduit que 3 (u%)? cv, c’est-a-dire (car a8 = 1), la série 3" un
CV.

Supposons que > u, DV.

Soit a € 10, 1[.

Montrons que la série > uf DV.
e Cas u, — 0.

Alors apcr, 0 < up < 1.
Comme « € [0,1], on a
aper, 0 < u, < up
Par hypothése la série > un DV.
Par comparaison de séries a termes positifs, la série Y u; DV.

e Cas u, ne tend pas vers 0.
Alors on montre que uj ne tend pas vers 0.
En effet, supposons que u;, —» 0.

- 1 .
Alors en composant cette limite avec t« P~ 0 car é > 0, on obtient u,, — 0.
—

Dans ce cas, la série Y u; DV grossiérement.
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107

Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de ’espace des suites.

o Tl est clair que la suite nulle est dans F. En effet, la série de terme général n?0% = 0 converge ! (sa somme
est nulle!).

e Montrons que F' est stable par combinaison linéaire.
Soit u,v € F, soit A\, u € R.
Montrons que Au + pv € F, cad montrons que la série > n?(Au, + pv,)? converge.

Prenons le terme général de cette série. Il vaut :
nQ(Aun + /J/Un)2 = NnhdZ + 2)\,un2unvn + u2 n?ov2
Examinons les 3 termes de cette somme.

> Comme u € F, la série 3" n*u2 converge.
> Idem pour v.

> Montrons que la série Y n2un v, converge.
a® + b2

Appliquons 'inégalité |ab| < 3

a a = nun, et b=nv,, on a

2 17 9 9 2 2
VneN, |[n upvn] = [(nun)(nv,)| < i(n Up + N vn)
Les séries nu et n2v2 convergent (car u,v € F). Par opération sur les séries convergentes, on en
n n bl b)

déduit que la série > % (n2u% + n%%) converge. Par comparaison de séries a termes positifs, on en déduit

que la série 3 [n®u,v,| converge, c’est-a-dire que la série Y n*u,v, converge absolument, donc converge
(par théoréme).

Bilan : Par combinaison linéaire de séries convergentes, la série 3 n?(Au, + pv,)? converge, ce qui signifie
que Au + pv € F.

Remarque. On aurait pu vérifier la stabilité par combinaison linéaire en deux temps. En vérifiant d’abord
la stabilité par multiplication par un scalaire, puis par somme.
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108

Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de ’espace des suites.

o Il est clair que la suite nulle est dans F. En effet, la série de terme général n0?> = 0 converge ! (sa somme
est nulle!).

e Montrons que F' est stable par combinaison linéaire.
Soit u,v € F, soit A\, u € R.
Montrons que Au + v € F, cad montrons que la série 3 n(Au, + pv,)? converge.

Prenons le terme général de cette série. Il vaut :
n(Aun + /an)2 = Nl + 2N NURV, + uz nv
Examinons les 3 termes de cette somme.

> Comme u € F, la série 3" nu? converge.
> Idem pour v.
> Montrons que la série > nunv, converge.

2, 12
b
Appliquons l'inégalité |ab| < % a a = +/nu, et b =+/nv,, on a
1
VneN, |nupvn| = |vVnunvnon| < §<nui +nvi)

Les séries Y. nu2 et Y nwv2 convergent (car u,v € F). Par opération sur les séries convergentes, on en
déduit que la série Z% nu + nv%) converge. Par comparaison de séries a termes positifs, on en déduit

que la série Y [nunvn| converge, c’est-a-dire que la série > nunv, converge absolument, donc converge
(par théoréme).

Bilan : Par combinaison linéaire de séries convergentes, la série S n(Au, + pv,)? converge, ce qui signifie
que Au + pv € F.

Remarque. On aurait pu vérifier la stabilité par combinaison linéaire en deux temps. En vérifiant d’abord
la stabilité par multiplication par un scalaire, puis par somme.
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109

1. On a
VneN', 0<up < wWn1 —wn

La série télescopique Y (wn—1 — wy) a méme nature que la suite (w,) qui converge.
Par comparaison de séries a termes positifs, la série > u, converge.

2. Fixons n. On a :

N N
VN>n+1, 0 < Z up < Z(wk,1—wk)=wn—w1\r
k=n+1 k=n+1

Par passage a la limite dans les inégalités larges quand N — +oo (licite, car chaque limite existe),
on a
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110

a
1. Supposons que Y a, converge. Montrons que » S—n converge.
n

OnaSn—>€>0,doncSi—>%.
1

... Qn
Ainsi, — ~ —an.
Sn /L
On termine par comparaison de séries a termes positifs.

2. Autre preuve. Un éléve me dit que, pour la question 2, traiter la contraposée est tout aussi
sympathique, et je suis d’accord avec lui.

Supposons que Y ;—" converge.
n
Montrons que la suite (S, ) converge (il suffit de montrer la convergence de (In Sy)).

Alors g—n — 0 et on a ’équivalent (WHY ?) :

an, Sn
n— 1 —
Sn Sn—l

~ fln(SSil) = In(Sp—1) —InS,

Par comparaison de séries & termes positifs, la série télescopique Y (In(Sn—1) —In Sy) converge, donc
la suite (In Sy) aussi, donc (S,) aussi.

3. A taper.
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Sodr (14.) gorbive , doned stots. .
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1

On pose u, = W
Alors

2" Ugn = ! = ! du type ci

7 Im@M)P T nf(n2)P YPe B

On a les équivalences

Y upev = Y 2"umov = Zniﬁcv — B>1
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e Montrons que la suite (un)neN converge vers 0.

— La suite u est décroissante.

En effet, on montre par récurrence immédiate que Vn, u, > 0.
Un+1 _
ntl _gmun < 1.

Donc Vn,
Un
Donc Vn, tunt1 < Un.

— La suite u est minorée par 0.

BILAN : la suite u converge d’aprés le th de la limite monotone.
Notons ¢ sa limite.

u

En passant & la limite dans ’égalité Vn € N, up41 = upe™ "™, on obtient

t=rte""  don ((1—e =0  don (why?) =0

e Etudions la nature de la série Z Un .
Ona Vn €N, upy1 = une “" et la suite u est a termes > 0, on peut donc prendre le log népérien.
D’ou
VneN, In(unt1)=In(un) — un
Ou encore
VneN, u, = In(un)— In(untr)
Ainsi, étudier la série Y u, revient a étudier la série télescopique Y (In(un) —In(tn11)), qui a méme
nature (d’aprés le cours) que la SUITE (Inuy).
Cette suite diverge (car u, — 0).

BILAN : La série Y u, diverge.
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Notons S,, = Zuk
k=1

1. Pour tout n € N* :

1 1 4
_H<5k+1 5k+2+5k+3+5k+4*5k+5>
n—1 1 1 n—1
= + +
P 5k 1 5k+2 5k +3 5k+4 5k+5 k:05
B 5n l_ n l
N k k
k=1 k=1
B 5n 1
N k
k=n+1
B 4n 1
k:1n+k
B 1 4n 1
. k
nk:11+2
Ce dernier terme est du type
4 4n 1 4 m
I4n:ﬂ;@ ot 'on a posé I, sz:: %

La suite (I, )men* est une somme de Riemann de la fonction ¢ —

1
I, / dt =Inb5.
m—+oo o 1+t

Par extraction, on a Iy, ——— Inb5 c’est-a-dire
m——+4oo

1+t’

5n
> ue —— In
Pt n——+oo

continue sur [0,4]. Donc :

2. Comme lim wu, =0, on en déduit que Ssn+1 = Ssn + Usp+1 a aussi pour limite In 5.

p—+oo

De la méme maniére, on montre que :

lim S5n+2: lim S5n+3: lim S5n+4:ln5
n——+oo n—-+oo n—-+oo

On en déduit que la suite (S, )n>1 converge vers In5 et donc que :

“+oo
Z ur = Inbd
k=1
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1. La série de terme général u,, = e " diverge pour « < 0 puisque son TG ne tend pas vers 0.

2. Soit a > 0. Par croissances comparées :

e )
nu, = ()Y e ——— 0,
n—-+oo

ce qui signifie que u, =0 (%) .

Comme 2 > 1, on en déduit que Y u, converge absolument.

Bilan. On vient de prouver que
Z Up CV <= a>0
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Onaun:\/ﬁ(1+a\/1+%+b 1+%).
— Le DL1(0) de v/I + ¢t fournit T+t =1+ % + O(¢?).

On obtient un développement asymptotique de wy, :

L

un:ﬁ((l—&—a-l—b)-l—(%-i—b)%4—0(%)) :(1+a+b)\/ﬁ+(%+b) ﬁ+o(%).

— Sil+a+b#0, alors u, ~ (1+a+b)y/n.
Le terme général u, ne tend pas vers 0, donc la série > u,, diverge grossiérement.
— Sil4+a+b=0ct 5+b#0.
Alors uy, ~ (% + b) ﬁ
Or la série > % diverge (Riemann avec a = 1 < 1).
Par comparaison de séries a termes de signe constant, la série Y u, diverge.
— Sil4a+b=0ct &+b=0.
Alors u,, = O(ﬁ)
Or la série > ﬁ converge absolument (c’est Riemann avec v = 3 > 1)
Par comparaison, on en déduit que Y u, converge (absolument).
Commeona (1+a+b=0cet 2+b=0) < (a=-2 et b=1), on en déduit :

la série Zun converge <= (a,b) =(-2,1)
— On suppose que (a,b) = (—2,1). Dans ce cas, on a, pour tout n € N :

n
D uk
k=0

n+1 n+2

SOVE - o3 VE 4 SO VE

vn+2 — vn+1l -1
I
vVn+24++v/n+1

“+oo
On en déduit que Zun =—1.

n=0
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1

1. On peut écrire up, =nn — (n+1 w=nw|l— (1—1—%)’%} .
Comme In (14+ 1)~ L ona -
On en déduit que (1 + %)% = exp (% In (1 + %)) =
Donc u, = nw [-5 +o(Z%)]
Puisque nw = exp(% In n) m 1, on a up ~ —n%, d’otl la convergence absolue de > u,.

2. Les fonctions tan et sh étant de classe C*° au voisinage de 0, elles admettent un DL3(0) que l'on
peut écrire, par imparité, tanz = x + O(z>) et shz = = + O(z?).
Ainsi,
tanz —shz = O(z®)
D’ou
tan+ —shi = O(Z)

1 1
— n3/2 —
Un = N XO(E)—O(W),

La série ) — converge absolument (série de Riemann avec a = 2 > 1), donc par comparaison, il
n

en est de méme la série > up.

Puis, en multipliant par ns

a—2

3. On a u, = exp(v,) avec v, = n® In (cos %) ~n® (cos% — 1) ~ =T

Ainsi,
— Cas a < 2. Alors v, ne tend pas vers —oco et donc u, ne tend pas vers 0;
Donc la série Y u, diverge grossiérement.
— Cas « > 2. Montrons que u, = o(-5).

Autrement dit, montrons que n’u, = exp(vn + 2Inn) ——— 0.

n——+oo

a—2 . A
Comme v, ~ —2 s—eta>2 onav, =+ —ooetlnn= o(vn) par croissances comparées.

Donc v, +2Inn = v, + 0(vn) ~ v, —> —o0.
n—-+oo

Donc exp(vn +2Inn) —— 0.
n——+oo
; 1
On a montré que u, = o(5z)-
La série ) % converge absolument, donc par comparaison la série Y u, converge absolument

Bilan : la série Y u, converge si et seulement si o > 2.
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1. On a n
‘ (=1)
(2n+1)(2n +3)
D’oti la convergence absolue, et donc la convergence.

’ 1
4n?

1

2. La relation Int1

1 — 1
(2n+1)(2n+3) ~— 2

ce n'est pas le cas ici & cause des changements de signes occasionnés par les « (—1)"

Calculons les sommes partielles. Soit N € N.

2y

n

—( 2n—|—1 2n+3) o+l L~
N 1 N 1
:Z/ (-1)"&"@-2/ (—1)"x
n=0 0 n=0 0
1

1+ 22

e Intéressons-nous a la deuxiéme intégrale. Par inégalité triangulaire, on a

1—2?

1+ 2

1—22

T ) e

<

/

En notant K un majorant de 1=

/

=2 Sur [0,1] (licite), on a

2N +2
22N T2 qg

— m) pourrait faire penser & une somme télescopique ; mais

».

(—z®)Ndz.

[Ews
1 2 1
1—=x 2\ N41 / 2N+2 1
— de| < K dr = K
/0 T2 T) e S K v 2N +3
Donc : . )
lim -z (—z>H)N T dz = 0.
N—o+too [o 14 2
e Calculons la premiére intégrale.
1 2 1
1—=x 2 s
= 1 )d:—l 2 Arctanl = = —1
/o 1T a2 T /0( +1+ac2 T + rctan 5

Bilan
- _
2n —|— 1)(2n + 3)

=

N
NI =
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Posons u, = 1I pour tout n € N et prenons ng € N tel que ng > .

ey

La suite (un)n>n, est (positive) décroissante et tend vers 0.

On en déduit, d’aprés le théoréme des séries alternées, la convergence de la série > (—=1)" u,
nzng

donc, par le caractére asymptotique de la notion de série convergente, la convergence de la série > (—1)" up.
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n

La série Zn21 % est une série alternée et la suite ( ) décroit et tend vers 0.

% converge et que son reste

1
(nta)?
D’aprés le critére des séries alternées, on en déduit que la série > .,

>

= (-DF
2 (k+z)°

k=n+1

d’ordre n vérifie :
1 1

R, = < =
| (n—i—l—i—ac)2 n?

Par comparaison, la série > R, est absolument convergente, donc convergente.
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Prenons le terme général.

1
Comme « > 1, on peut trouver v € R tel que 1 < v < «, par exemple v = + e

Comme a — v > 0, on a par croissances comparées (et méme directement par opérations si 8 > 0) :

1 1

- = o=

n®(lnn)? (Tﬂ )
En effet,

1 1
n” =
ne(lnn)b ne=7(Inn)f  n—o+oo
1
La convergence absolue de la série L (Riemann avec v > 1) assure celle de _

verg IR vee > 1) > i
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. 1 . . . . .
La fonction f : x — I est continue et décroissante sur [2, +00[ (comme inverse d’une fonction continue
zInz

a valeurs strictement positives et évidemment croissante).
On obtient donc I'encadrement

vnzz [Cras s < S rm < [Cras @

c’est-a-dire en notant F' une primitive de f :

Vn>2, F(n) — F@) + fn) < 3 (k)

k=2

N

F(n) — F2) + £(2).

Une primitive de f: z — L est F': z — In(lnz), donc
rlnz

F(n) — 4o et f(n) — 0.
Un équivalent du membre gauche est donc
F(n) = F2) + f(n) ~ F(n).

Ce membre gauche tend vers +o0.
Par minoration, on en déduit que la suite des sommes partielles tend vers 400, donc la série Y f(n) diverge.
Déterminons un équivalent du membre droit :

F(n) = FQ2)+ f(n) ~ F(n).

Les membres extrémes sont équivalents & F(n), donc par théoréme des Gendarmes avec les équivalents, on
a

3

f(k) ~ F(n)
k=2
kllnk ~ In(lnn).
k=2
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. . . 1 Inn
e La divergence est immédiate ou presque, car 0 < — < —.
n n

e On va chercher un équivalent des sommes partielles, ce qui redonnera, a posteriori, la divergence de la
série.

. . Inz . .
Une étude de fonction montre que la fonction f : x — —— est continue et décroissante sur [3, +ool.
T

On obtient donc 'encadrement
Vn >3, / fe)dt + f(n) < D f(k) < / f()dt + f(3)
3 P 3

c’est-a-dire en notant F' une primitive de f :

Vnz=3, F(n) — F3) + f(n) < ) f(k) < F(n) = F3) + f(3).
k=3

1
Une primitive de f : x — % est F:x+— %(ln x)?, donc
F(n) — 400 et f(n) — 0.

Ce membre gauche tend vers +oo.
Par minoration, on en déduit que la suite des sommes partielles tend vers 400, donc la série Y f(n) diverge.

Un équivalent du membre gauche est

/3 "ft)ydt + f(n) = F(n) - F(3)+ f(n) ~ F(n)

Déterminons un équivalent du membre droit :
[ H0dt + @) = Fo) - PG+ £6) ~ F)
3

Les membres extrémes sont équivalents & F(n), donc
ST Fk) ~ F(n)= 5 (nn)
k=3

Donc (WHY), on a (look at the premier terme) :

" Ink 1 )
&~ )

k=1
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e Cas a > 1. C’est Riemann qui fait tout.

On a (WHY ?)
1

n®(lnn)? - O(nj) ouy= 2

e Cas a = 1. Dans ce cas, Riemann nous lache, mais un « Riemann-logarithmique » prend le relai.

Il y a 3 cas a distinguer, a savoir § =1, puis 8 < 1, puis 8 > 1.

o Le cas § =1 a été traité dans 'exo 123.

1 < 1
nlnn  n(lnn)?
positifs, pour dire que la série diverge.

o Pour 8 < 1, on écrit 0 < et on termine par comparaison de séries & termes

o Pour 8 > 1, on montre que la série converge avec une comparaison série-intégrale. Pour la culture,
lire ’exo sur critére de Condensation de Cauchy 111.

e Cas a < 1. C’est Riemann qui fait tout.
On a (WHY?)

( 1 ) a+1
o ° n®(lnn)?

oﬁsz
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Comme o > 1, la série 3 - est convergente ; cela justifie ’existence de us,.

no
1

La fonction f : t — & étant continue et décroissante sur [1, +00[, une comparaison série-intégrale donne :

(%) fodr ) < Y s < f O S

n+1 k=n+1

Or

N N
1 1

[ som = - 4] -

ntl a—1[te"1] | Notoo a—1 (n41)o-

Par passage a la limite dans (%), on obtient :
1 1 1 1
- - < < - -
a—1 (n+1)>-1
— 71 .
a—1 no—1
Par comparaison de séries a termes positifs, on en déduit que > u, a méme nature que
Ainsi, > u, converge si et seulement si & — 1 > 1 c’est-a-dire si et seulement si o > 2.

D’ou u, ~
1
pa-T-
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2. Jolie preuve.

Supposons que £ > 1. Montrons que Y, u, diverge grossiérement.

Un+1
Ona|—H| — />1.
Un n—-+4oo
< 1o .. N Unp41 1
Par passage a 'inverse (licite, wHY ?), on a |[—— - <1
Un n—s4oo ¥{
1 1
Ou encore | —2—| —— = < 1.
n—-+oo f
Un+41

1
D’apreés la question 1, on en déduit que la série > — converge.
Un

1 . .. . .
Donc — ———— 0 (attention, ici, on a une suite & coefficients complexes).

Up n—+o0

D’ott |uy| —— 400 et donc (un) ne tend pas vers 0.
n——+oo

Donc Y u,, diverge grossiérement.
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1. Posons wy, = In (n"~“u,). On sait que la suite (wn)nen+ converge ssi la série S (wn+1—wn) converge.
Soit n € N*. On a :
ﬁ est le terme général d’'une SATP convergente (série de Riemann), donc par théoréme de compa-
raison, Y (wn41 — wy) est absolument convergente, donc convergente, et (w,)nen+ converge, vers un

eA

réel noté . Par continuité de exp, n®~%u, — e # 0 donc | un ~

nb—a |

On en déduit que (un)nen est positive aper et > u, est de méme nature que la série de Riemann
> —L. (par théoréme de comparaison des SATP).

nn—a

Connaissant les cas de convergence des séries de Riemann, on en déduit

Zun converge <—=b—a>1|

On suppose désormais que b —a > 1.
A A

e . ..
2. On a nuy, ~ ———— avec b—a —1 > 0, donc ———— — 0 et par conservation de la limite dans les
nb—a— nb—a—

équivalents, .

3. Soit NeN.Ona:VneN, (n+bunty1 = (n+ a)uy
donc Vn € N, (n+ Dunt1 — nun + (b — 1)tnt1 — aun =0
donc Vn € N, (n+ Dunt1 — nun + (b— 1) (unt1 —un) + (b — 1 — a)u, = 0.
En sommant pour n de 0 & N, on obtient par télescopage :

N
(N + 1)uN+1 —0up + (b — 1) UN4+1 —Uo + (b —1- a) Zun.
—0 d’aprés 2. —0
On a uy — 0 (terme général d’une série convergente) donc en passant a la limite quand N — +o0,
on obtient

“+oo

Zun: (b_l)uo -
b—a-—-1

n=0
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1. — SoitneN.
Par décroissance de u, on a

Vke[n+1, 2n], 0 < u2n < up
Par somme, on a

2n
0 < nuzn < D uk
k=n+1
~—
SZn_Sn
— On a donc
VneN, 0 < nua, < Son— Sh
Par hypotheése, la série > u, converge, donc la suite (S,) converge, donc S2,, — S,, — 0.
D’aprés le théoréme des Gendarmes, on en déduit nus, — 0.
2. Montrons que u, = o).
Montrons que la suite (nuy) tend vers 0.
En notant v,, = nun, il s’agit de montrer que v2,+1 — 0 et v, — 0.

e On a (2n+ Duznt1 = 2 X nuant1 + Uzn41-
On a uznt1 — 0 car > u, converge.
Montrons que nuan+1 — 0.

On a, par décroissance de u,
VneN, 0 < nuant1 < nuzg,
Or nug, — 0 d’aprés la premiére question.
Le théoréme des Gendarmes fournit nuzn4+1 — 0.
Ainsi van41 = (2n + 1)uzpnt1 — 0.
e Or nus, — 0, donc va, = 2nuz, — 0.

BILAN : la suite (nuy) tend vers O (car les suites extraites d’indice pair et impair tendent vers 0).
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Considérer 'espace euclidien R™ muni du produit scalaire canonique.
Ecrire Cauchy-Schwarz avec des sommes partielles. Puis passer a la limite.
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Soit 8#0. On a :

-8
I T N AR
nf  (n+1)~° nf n nB+1

~=(=B) %

Comme la suite de terme général v,, = % est de signe constant, la série > v, a méme nature que la

série télescopique > (n—lﬁ - W), donc a méme nature que la suite (n—lﬁ)
Or, cette derniére suite converge ssi 8 > 0 (ici, 8 # 0).

Donc pour 8 # 0, La série Y nﬁ% converge ssi 5 > 0.

Pour §=0.On a

ln(n+1)—lnn:1n<1+l>,vl>0
n n

La série harmonique % a méme nature que la série télescopique (ln(n—|— 1)—In n), qui a méme nature

que la suite (ln n), qui diverge.
Donc, pour 8 = 0, la série > nﬁ% diverge.

Bilan.
La série ﬁ converge ssi 8 > 0.
Autrement dit, la série > -1 converge ssi a > 1.

ne
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1. Fixons N € N*. On utilise la définition de vy, on fait apparaitre une somme double, on intervertit

les sommes, puis on décompose la fraction

N
E Up =
n=1

2. Montrons que la série Y v, converge.

ﬁ en = — %4»1 ; et enfin, on télescope!

N 1 n

kuy,
3 (s )
1
5 »
1<k<n<N <n(n +1) )
N N L
kuy
> (ke ')
N
1 1

S (Lt

= k N+1

N L
DUk = o Dk
k=1 k=1

N

2{: U — va}q

k=1

N
On va montrer que la suite des sommes partielles (Vn)nen+ = (Z vn) converge.
NeN*
n=1

Tout d’abord, comme le terme général v, est positif, la suite (Va)nven+ est croissante.

Reste & montrer qu’elle est majorée.
D’aprés 1, on a

VN = UNfN'UN

Or la série ) u, converge, donc la suite des sommes partielles (Un)nven+ converge, donc est en

particulier majorée, disons par M.

d’ou VN < Un

Comme Vy < Uy pour tout N, on en déduit que la suite (Vi) nen= est majorée par M.

3. D’aprés 1, on a

VN € N7,

Les suites U et V convergent (hypothése et 2), donc la suite (Nun)nyen+ converge également.

Montrons que lim Nvy = 0.

Noy =Un — VN

Raisonnons par ’absurde et supposons que lim Nvy = £ # 0.

On a alors

UN

1

K p—
N

~
N—+oco

Or % est le terme général d’une série divergente.

Par comparaison de séries a termes positifs (le terme général vy l'est), on en déduit que la série

> wn diverge, ce qui contredit 2.

4. 11 suffit de passer a la limite quand N —
question 3 qui dit que Nvy — 0.

400 dans égalité 1 (c’est licite, wWHY 7) et d’utiliser la
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1. Un DA & 2 termes pourrait étre du type
H,=n+3+o0(1).

Ou encore
H, =lnn+ VInn+o(vInn).
Ou encore

H, =n+3yn+o(y/n).

On pourrait dire « donner un DA & 2 termes, a la précision 1 de H,, ».
Un tel DA pourrait étre de la forme H, = n+ 3+ o(1), ce qui n’est toujours pas la forme cherchée.

Ainsi, I’énoncé donne donc une partie de la question !

2. Par comparaison série/intégrale avec une fonction décroissante définie sur [1,+oc[, on a :

vaeN, [T5 g < s < [ 5 s
1 1 1
Pour la fonction inverse, on a donc

* 1
* VneN", lnn—|—H<Hn<lnn+l

Le membre gauche est ~ a Inn.
Le membre droit est ~ a Inn.
D’aprés le théoréme des Gendarmes, on a H,, ~ Inn.
3. Montrons maintenant que la suite (H, — Inn) converge. On pose u, = H, — Inn.

Premiére preuve. Montrons que (uy) converge en montrant que la série télescopique D (tn4+1—un)
converge.

1 1 1
Onaunts—un = e In(1— E)’ ou encore, autre calcul, on a up1—un = T + In(1+ e 1).
1
Un calcul de DL (lequel) montre que up+1 — un = O(ﬁ)

2
donc converge (par théoréme).

. 1 .
Comme la série >, — converge absolument, on en déduit que Y (un4+1 — un) converge absolument,
n

Pour info, un calcul plus précis avec des o fournit unt+1 — un = =— + o(—).
n

On en déduit au passage que Un+1 — U, est < 0 & partir d'un certain rang.

Deuxiéme preuve. On montre que u,+1 — U, est négatif pour tout n, avec I'inégalité de concavité
du log.

Par ailleurs, (u,) est bornée (u, € [0, 1] d’aprés %)

D’apreés le théoréme de la limite monotone, la suite (u,) converge.

4. Montrons que la limite de (u,) est > 0. C’est plus délicat.
On peut reprendre la comparaison série-intégrale sur [2,n] :

vaeN, [T5 4 ) < 3 )
2
Ainsi, pour la fonction inverse, on a
VneN" (Inn-—1n2) +

VYneN, 1—-In2+ 1 < H,—Inn
n

D’ou, a fortiori,

VneN, 1-In2 < H,—Inn
Ainsi, la limite de u, est > 1 —In2 qui est > 0.
Une calculatrice donne 1 — In2 =~ 0.30685281944.

[ZSexo-Series.pdf, 25 mai 2025, 21:37]




Les relations d’équivalence ou de domination données dans la suite sont parfois le fruit d’un calcul non
trivial.

(i) On ansin (1) P 1 : la série diverge grossiérement.
n—-+4oo

(ii) Ona (2)" ——— 400 : la série diverge grossiérement.
2 n——+oo

n . . L. . N L.
(iii) On a (% R o (L par croissance comparée : la série converge par comparaison & une série
2 n—+oo n?

de Riemann (technique standard pour les séries « a lair exponentiel »).

On a ﬁ In (1 + %) ~ % : la série diverge par comparaison a une série de Riemann.

2 . . R L .
(v) Onal—cosZ ~ 7 : la série converge par comparaison a une série de Riemann.

- " P . . ~ s . .
Ona E°F" L]y série diverge par comparaison & une série de Riemann.
n2+1 n
On a |a" nl| ——— 400 dés que a # 0. Ainsi, la série converge (elle est nulle & partir d’un certain
n——+oo
rang) si a = 0, et diverge grossiérement dans tous les autres cas.
—vn __ 1 . P Pt . N P
(viii) On a ne = o (p) par croissance comparée : la série converge par comparaison & une série
n—-+oo
de Riemann (technique standard pour les séries « a lair exponentiel »).
(ix) Distinguons trois cas :

— sia <0, la série diverge grossiérement ;

— si0<a<1l,ona % = o0 (lz—f), et la série diverge par comparaison a une série de Riemann ;
n—-+oo
— sia > 1, on peut trouver un réel 1 < b < a, et on a B2 = o (%) (par croissance
n n

n—-+oo
comparée) : la série converge par comparaison a une série de Riemann.

2 . . N L. .
(x) On aln (2F2EL) ~ 2 . la série converge par comparaison 4 une série de Riemann.
n¢+n—1 n

1 N

. In(n?+43)v27 1 - . L. .
(xi) On a % 0 (—2) : la série converge par comparaison a une série de Riemann

n—+4oo M
(technique standard pour les séries « a l'air exponentiel »).
X Inn Inn 1 _ Inn . P . 3 N P
(xii) On a e ~ e donc = = n_g_oo (7111(@"—1)) : la série diverge par comparaison a une série de
Riemann.

(xili) On a y/chl —1~ 1 :]a série diverge par comparaison & une série de Riemann.
n2
(xiv) On a (Ll) = o (%) : la série converge par comparaison & une série de Riemann (technique
n+ n——+oo n

standard pour les séries « a lair exponentiel »).

s o1\n® _ 1, a—2 a—2 1 la série di i :

(xv) On a (n sin E) = exp [—gn + o(n )] On montre alors que la série diverge grossiérement si
a < 2 et qu’elle converge si a > 2 car son terme général est alors o (%) (technique standard

n—-+oo
pour les séries « a l'air exponentiel »).
(xvi) Ona V/nd +an—vn?+3=(4-3)1 +n~>+oo ()
Ainsi,
. 9 1 énéral squival N a 3 1 1 crie di . N
— sia # 3, le terme général est équivalent a 375w et la série diverge par comparaison a
——

#0
une série de Riemann ;

— sia= g, le terme général est o (n%), et la série converge par comparaison & une série de
n—-+oo

Riemann.
i 1/n _ b _ _ 1-b 1 ..
(xvil) On ae a—2=(1-a)+ >+ nﬁqroo (n2)' Ainsi,

— si a # 1, le terme général tend vers 1 — a # 0, et la série diverge grossiérement ;

— sia=1et b# 1, le terme général est équivalent & IT’b, et la série diverge par comparaison a
une série de Riemann

— sia=b=1, le terme général est O (712)7 et la série converge par comparaison a une série
n——+oo

de Riemann.
Remarque : il était habile d’effectuer un développement du terme général avec un terme d’erreur

en n—>O+oo (n%) plutdt que d’écrire un terme en 3 (qui n’aurait pas eu d’importance) puis un terme

d’erreur en o (712 )
n
n—-+oo

(xviii) Le terme général est équivalent a 2“:5—?. Ainsi, en reprenant le résultat sur les séries de Bertrand,
la série converge si et seulement si a > 1.

[28exo—Series.pdf, 25 mai 2025, 21:37}




143

Déterminons un développement asymptotique de u,. On a :

(1"
V- (-

Up =

Il
0
3
~~

|
0
-’
AN

On a

- ) -n"
— convergence de la série alternée 3 (=2

Tn
— divergence de la série harmonique }_ =

— convergence absolue, par comparaison a une série de Riemann, de la série Y v,

D’ou la divergence de la série > uy,.
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(i)

La convergence de la série est facile en utilisant In(1 + z) ~ x en 0.
Pour la valeur de la somme, il y a du télescopage a réaliser proprement.

Remarque : on peut faire du « deux en un » en calculant la somme de la série via un calcul de sommes

partielles et en constatant, a posteriori, la convergence.

Comment voir la convergence de la série 7

o D"

Attention & lerreur classique d’un éléve qui dit In (1 + %) -

Or la série Y (771)” converge.

Donc la série Y In (1 + (_711)") converge.

Il y a une erreur. Ou??7?
Pour redresser le raisonnement, on peut écrire In(1 + ) = = + O(x?).

Pour la valeur de la somme, on peut calculer Sz, et Son41.
On constate que S, = ... et Sap41 = 0.
Ainsi, Son — 0 et Sgn+1 — 0.

D’ou (wHY?) S;, —> 0.

Attention a ne pas dire « dans tous les cas, S, tend vers 0 », phrase qui ne veut rien dire.
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