Variablesaléatoires

exercices




_—

{;lOl ! Un péage binomial

A un péage autoroutier, n voitures franchissent au hasard et indépendamment 'une des trois
barriéres de péage mises a leur disposition. On note X7, X5, X3 les variables aléatoires dénombrant
les voitures ayant franchi ces barriéres.

1. Déterminer la loi de X7, son espérance et sa variance.

2. Déterminer 'espérance et la variance de X5 + X3.

02| Deux questions indépendantes

1. Deux joueurs lancent une piéce équilibrée n fois chacun.
Quelle est la probabilité qu’ils obtiennent le méme nombre de fois FACE 7

2. On effectue n lancers indépendants d’une piéce équilibrée. Quelle est la probabilité qu’on
obtienne strictement plus de PILE que de FACE?

03| Plus grand numéro
Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On tire au hasard s boules sans remise.
On note X la vA égale au plus grand des numéros tirés. Déterminer la loi de X.

{;l_OA_ ! Loi hypergéométrique
Une urne contient b boules blanches, et r boules rouges.
On tire simultanément n boules (n < b+ 7).
On note X la VA égale au nombre de boules blanches tirées.
Donner la loi de X. on pourra supposer n < b ot n < r.
Déterminer son espérance. verisier la cohérence des résultats avec n = 1 (alors X suit une loi ...) et 7 = 0 (et alors X est ...)

105 | Rang d’apparition de la 1% blanche (sans remise)
Une urne contient 2 boules blanches et n — 2 rouges. On effectue des tirages sans remise.
Soit X la VA égale au rang de sortie de la 1°*® boule blanche et Y la vA égale au nombre de boules
rouges restant & ce moment dans 1'urne.

1. Déterminer la loi de X et son espérance.
2. Donner une relation entre X et Y.

3. En déduire la loi de Y et son espérance.

06, Somme des numéros dans un tirage simultané de p jetons
) Une urne contient n jetons numérotés de 1 a n.
On tire p jetons simultanément.
Pour tout 7 € [1,n], on note A; I'événement « le n°i est tiré ».
On note S la VA égale a la somme des numéros tirés.
Déterminer E(S5).

107 | Minimum de deux uniformes indépendantes
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur [1,n].
On pose Z = min(X,Y).

1. Démontrer le lemme suivant :
Lemme. Soit U une VA suivant une loi uniforme sur [1,n].

On a —(+1
Vee[ln], POz = 211
n
Cette égalité est également valable pour £ =n + 1.
2. Déterminer la loi de Z. Puis déterminer son espérance.

3. On recommence tout 'exercice. En utilisant le résultat suivant :
n

Soit T une variable aléatoire telle que T(Y) C [0,n]. On a E(T) = ZIP’(T
k=1

WV

k)

déterminer I'espérance de Z.
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Rang d’apparition du 1°* PILE en n lancers
Soit n > 2 fixé une fois pour toutes. Soit p €]0,1[ et ¢ =1 — p.
On dispose d’une piéce donnant PILE avec la proba p.
On lance cette piéce et on arréte les lancers dans I'une des deux situations suivantes :

— si on a obtenu PILE
— si on a obtenu n FACE

Pour tout k& € N*, on note F), 1’événement « obtenir FACE au k®™° lancer ».
On note

— T, la VA égale au nombre de lancers effectués

— X, le nombre de PILE obtenus

— Y, le nombre de FACE obtenus.

1. (a) Soit k € [1,n — 1]. Déterminer P(7,, = k).
(b) Déterminer P(T,, = n).

n
(c) Vérifier par le calcul que Z P(T, =k) =1.
k=1
1—q"
(d) Montrer que E(T,,) = 1 .
-4
2. Donner la loi de X, et donner son espérance.

3. Déterminer la loi de Y,,.

Marche aléatoire

Soit N € N* et X1,..., X des variables aléatoires indépendantes toutes de méme loi ot pour tout
n

i €[1,N], onaP(X; = —1) =P(X; = 1) = . Pour tout n € [1,N], on pose S, = > Xj.
k=1
Soit n € [1, N]. Déterminer la loi de S,,. Préciser P(S,, = 0).

110 | Différence de deux dés
Un joueur lance successivement deux fois un dé équilibré.
Soit X la variable aléatoire égale & la différence entre les résultats du premier et du deuxiéme
lancer.
Déterminer les lois de X et | X|.
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Conditionnement

Gain

On dispose d’une boite contenant trois objets A, B, C. Un jeu consiste en une succession de tirages
d’un objet avec remise dans la boite.

A chaque tirage, le joueur gagne 1 euro s’il tire 'objet A, ne gagne ni ne perd rien s'il tire I'objet B,
et perd tout ce qu'il a gagné précédemment s’il tire 'objet C.

Pour tout n € N, on note X, la VA égale au gain du joueur & l'issue de n tirages.

1. Déterminer les lois de X, X7 et Xs.

2. Soit n € N. Calculer P(X,, = n).

3. Soit n € N. Exprimer P(X,,11 = 0) en fonction de P(X,, = 0).
En déduire la valeur de P(X,, = 0).

4. Soit a € N* et n € N. Montrer que

1 1
P(Xpt1=0a) = §IP’(Xn =a) + glP’(Xn =a—1)

5. Trouver une relation entre E(X,1) et E(X,,). En déduire E(X,,) en fonction de n.

112 | Avec remise de la couleur tirée
Une urne contient initialement une boule blanche et une rouge. On effectue des tirages successifs
d’une boule dans 'urne :
aprés chaque tirage, la boule tirée est remise dans 'urne et on rajoute une boule de la couleur qui
vient d’étre tirée.

Pour tout n € N*, soit X,, la VA égale au nombre de boules blanches obtenues au cours des n®*
tirages.

1. Déterminer la loi de X et celle de Xs.

2. Emettre une conjecture concernant la loi de X,,. Prouver cette conjecture par récurrence.

113 | Robin des bois
Un archer tire sur n cibles. A chaque tir, il a la probabilité p € ]0, 1[ de toucher la cible et les tirs
sont supposés indépendants. Il tire une premiére fois sur chaque cible et on note X le nombre de
cibles atteintes lors de ce premier jet.

L’archer tire ensuite une seconde fois sur les cibles restantes et on note Y le nombre de cibles

touchées lors de cette tentative.
Onpose Z=X+Y.

1. Déterminer la loi de X.

2. Soit k € [0,n].
Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant {X = k}.
En déduire la loi conjointe de X et Y.

3. En déduire la loi de Z ; reconnaitre une loi classique.
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Echange entre 2 urnes

On dispose de deux boites A et B, de deux boules noires et de deux boules rouges. Au départ,
chaque urne contient deux des quatre boules. A chaque étape, on tire une boule de chacune des
boites et on les échange.

Soit X¢ le nombre de boules noires placées initialement dans A et X,, le nombre de boules noires
dans A aprés n étapes.

Pour tout n € N, on pose :

pn=P(X, =0), ¢, =P(X,,=1) et r, =P(X,, =2).

1. Déterminer la loi de Xy si, au départ, les boules sont placées au hasard dans les deux boites.
Dans la suite, X est quelconque.

Pn+1 Dn
2. Montrer qu'il existe M € M3(R) telle que : Vn e N | goy1 | = M | qn
Tn+1 Tn

1
3. Montrer que la matrice M est semblable & D = diag (17 0, —2).

Expliciter une matrice P inversible telle que M = PDP~!.

a Po
4. Onpose | b| =P 1| q
C To

Exprimer p,, g, et r, en fonction de a, b, c et n.

En déduire que les suites (pp)nen, (Gn)nen €t (1n)nen convergent.

Déterminer leurs limites respectives p, ¢ et r (on pourra remarquer que p 4+ g+ r = 1).
Commenter.
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Espérance, Covariance, Variance

Somme et différence de deux Bernoulli indépendantes
Soit X et Y deux variables de Bernoulli indépendantes et de paramétre p € |0, 1] sur le méme
espace probabilisé. Soit U = X +Y et V = X — Y. Déterminer :

1. la loi du couple (U, V);
2. la covariance de U et V

3. U et V sont-elles indépendantes ?

Un calcul de covariance (1)
On considére une suite de N lancers de pile ou face indépendants, la probabilité d’obtenir pile
étant p € 10, 1[. Pour n € [1, N, on note S,, le nombre de piles obtenus lors des n premiers lancers.
Calculer la covariance de (S,,,S,) pour m et n dans [1, NJ.

Un calcul de covariance (2)
Soit n > 2. On dispose de n urnes numérotées de 1 a n.

Dans 'urne n° &, il y a k boules numérotées de 1 & k. On choisit une urne au hasard et dans celle-ci,
on pioche une boule au hasard.

Soit X la variable aléatoire égale au numéro de l'urne et Y la variable aléatoire égale au numéro
de la boule tirée.

Montrer que

(n+1)(n-1)

cov(X,Y) = ol

Urne de Pdlya
Soit 7, b et ¢ trois entiers naturels non nuls. L’urne U contient initialement r boules rouges et b
boules blanches. On pose N = r +b. On tire les boules de U une a une; a l'issue de chaque tirage,
la boule prélevée dans I'urne est remise, avec ¢ boules de la méme couleur.
Pour tout n € N*, on note X, le nombre de boules rouges tirées lors des n premiers tirages, Y,, la
variable indicatrice de I’événement « le n® tirage donne une boule rouge ».

1. Déterminer la loi de Y;.

2. A P’aide de la formule des probabilités totales, montrer que 1’on a, pour tout n € N* :

r+ cE(X,)
E(Yyi) = ———mm
(Y1) N +ne
3. Exprimer X,, a ’aide des variables Y7, ..., Y, et en déduire que toutes les variables Y,, ont

méme loi.

4. Déterminer 'espérance de X,,.

Poignée
Une urne contient n jetons numérotés de 1 a n.

On tire une poignée de jetons (i.e. une partie, éventuellement vide, de ’ensemble des jetons).

On note N le nombre de jetons tirés, et S la somme des numéros des jetons tirés.

Enfin, pour tout i € [1,n], on note X; la variable de Bernoulli qui vaut 1 si le 7™ jeton est dans
la poignée et 0 sinon.

On suppose que toutes les poignées sont équiprobables.

1. Déterminer la loi de N, son espérance et sa variance.
2. Déterminer la loi de X;. Montrer que les variables X; sont deux & deux indépendantes.
3. Exprimer S en fonction des X;. Calculer E(S) et V(95).
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DM
Fonction génératrice

Soit X est une variable aléatoire finie telle que X () C N.
On définit la fonction génératrice de X, notée gx, par :
VteR, gx(t) = EtY) = > t"P(X =k).
keX ()

1. Montrer que la loi de X est entiérement déterminée par la fonction gx.
2. Soit X et X5 des variables aléatoires finies et indépendantes & valeurs dans N.
Montrer que :
I9X14X: = 9X19X,-
3. Déterminer la fonction génératrice d’une variable suivant une loi binomiale.
En déduire que, si X; et Xs sont des variables indépendantes suivant les lois binomiales
de parameétres (nq,p) et (n2,p), alors X7 + X5 suit une loi binomiale dont on précisera les
parameétres.
4. On lance deux dés classiques a six faces.
On note X; la variable aléatoire indiquant le numéro du dé n° .
Les variables aléatoires X; et X5 sont supposées indépendantes.
On pose Y = X + Xos.
(a) On veut montrer que, méme si les dés sont pipés, il est impossible que Y suive la loi
uniforme sur [2,12].
On raisonne par I’absurde, en supposant que Y suive la loi uniforme sur [2,12].
i. Déterminer alors la fonction génératrice de Y. Quelles sont ses racines 7
ii. Montrer que gx, et gx, sont deux polynémes de degré 6 ayant 0 comme racine tels
que gx, gx, = gy. Conclure.
(b) On veut montrer que si les dés sont pipés, il est impossible que la loi de Y soit la méme
que quand les dés ne sont pas pipés.
i. Déterminer la fonction génératrice de Y quand les dés sont équilibrés. On la note P.
Préciser les racines de P.
ii. On suppose que X7 + X5 suit la méme loi que dans le cas ou les dés sont équilibrés.
En écrivant que gx, gx, = P, montrer que les dés sont équilibrés.

Inégalité de Bernstein

Soit \S,, une variable aléatoire suivant la loi binomiale de paramétre (n,p) et z > 0.
On pose g =1—p.
1. Soit A > 0.
(a) Montrer que :

E(erSn—np))

]P)(Sn —np Z Tl.]?) < enAz

(b) Montrer que

E(MS ) = (pe 4+ ge )",
(¢c) Montrer que

VteR, e < ef +t
Cette question s’avére plus difficile que prévue.

(d) En déduire que :

P(S, —np > nx) < e"(>‘2_)‘“),

2. Montrer : )
P(S, —np >nx) < e 1.

3. En remarquant que n — S, suit une loi usuelle, montrer que :

na?

P(S, —np< —nzx) < e 1.

4. En déduire I'inégalité de Bernstein :

nz?

}P’(|%fp’>x) < 2e” 4.

5. Comparer cette inégalité avec l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
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{55_7_: Somme des numéros
Soit n € N*.
On effectue une série de n tirages d’une boule avec remise dans une urne contenant n boules
numérotées de 1 a n.
Pour tout entier £ € N*, on note :

— X, la variable aléatoire égale au numéro de la boule obtenue au k-iéme tirage;

— 5% la somme des numéros des boules obtenues lors des k premiers tirages.
Comme les tirages sont avec remise, les VA X} sont indépendantes.
On considére enfin la variable aléatoire T,, égale au nombre de tirages nécessaires pour que, pour
la premiére fois, la somme des numéros des boules obtenues soit supérieure ou égale a n.
Par exemple, pour n = 5, si le tirage est w = (3,1,4,1,5), alors S1(w) =3, Ss(w) =4, S3(w) =8,
S4((U) = 9, S5(w) =14 et T5(w) =3.
1. Soit k € [1,n], déterminer la loi de X}, ainsi que son espérance.
2. (a) Déterminer T, (f2).

(b) Calculer P(T,, = 1) et P(T}, = n)

3. (a) Déterminer la loi de T5.
(b

1
) Donner la loi de T5. Vérifier que E(T5) = 36

4. Soit k € [1,n]. Déterminer S (£2).
5. Soit k € [[1,n — 1]. Montrer soigneusement que :
1 i—1
Vielk+1 P(Sgr1=1) = — ) P(Sp=7).
ZE[[ + an]]? (k+1 Z) njzz:k (k J)

6. Montrer que pour tout k € [1,n], on a :

1 /1—-1
«Vie[kn], P(S=i) = nk(;l) .

7. (a) Soit k € [1,n — 1]. Exprimer Pévénement {7}, > k} a laide de Sy.
1 -1
(b) Montrer que Vk € [0,n — 1], P(T,, > k) = nk(n k )

n—1 1 n—1
8. Démontrer que E(T},) = > P(T;, > k), puis que E(T},) = (1 + ) :
k=0 n

9. Calculer lim E(T,).
n—-+o0o

58 | Remplissage d’urnes
) Pour tout entier n > 1, on considére I'expérience suivante : on dispose de n urnes initialement
vides et on dispose d’un grand stock de boules que ’on dépose une a une dans ces urnes.
Pour chaque boule, on choisit au hasard, de fagon équiprobable, 'urne dans laquelle la boule est
déposée.
On note X, le rang du premier tirage pour lequel une des urnes contiendra deux boules.

e Déterminer la loi de X1, la loi de Xs.
Désormais, n € N* est quelconque. Quel est 'univers image de X, 7

e Avec l'importation import random as rd, la commande rd.randint (a,b) retourne un en-
tier aléatoire dans [a, b].
Ecrire une fonction Tirage(n) pour qu’elle simule une réalisation de la variable aléatoire X,,.
Autrement dit, on crée n urnes et on place les boules jusqu’a ce que 'une des urnes en
contienne au moins 2. Et on renvoie le nombre de tirages effectués.

e Ecrire une fonction LoiEmpiriqueX(n) qui retourne une liste contenant les approximations
de P(X,, = k). Quelle est la longueur de cette liste 7!

e Montrer que la loi de X,, est donnée par :

k—1%7 i
VEe[2,n+1], P(X,=k) = ~—— <1>
=0
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105

@ > Loide X
On trouve X () C [1,n], et méme si 'on veut X (Q) C [1,n —1].
Soit k € X (). L’événément
[X=k = Rin---NRr_1NByg
oll R; est ’événement « tirer une boule rouge au i°™° tirage » et B; « tirer une boule blanche au ™
tirage ».
En utilisant la formule des probas composées

P(X = k) = ]P(Rl) X PRl (Rg) X oo X ]P’le...mRk_2 (Rk—l) X PRlﬂ»-ﬂRk_l(Bk)

n—2 n-—3 n—k 2
X X oo X X
n n—1 n—k+2 n—k+1

P(X =k) =

Aprés simplification, on trouve :
Vke X(Q), PX=k) =
Remarque : pour k = n, on trouve une proba nulle comme attendu (pourquoi « comme attendu » 7).

Autre solution On peut aussi raisonner en dénombrant.

Prenons pour 2 ’ensemble des n-arrangements de {Bi1, B2, R1, ..., Rn—2} muni de la probabilité uni-
forme.

Le cardinal de  vaut n!.
Soit k € X(Q). Un tirage réalisant 1’événement [X = k] est du type :

(Rx, ..., Ry, By, ce-qui-reste)

Se donner un tel tirage revient a
(n —2)!

— choisir les k — 1 boules rouges et les permuter : (”_2) x (k—1)= k-1
n—k—1)!

k-1
— choisir une des deux boules blanches en k®™¢ position : 2 choix

— choisir un (n — k)-arrangement des n — k boules restantes : (n — k)! choix

D’ou ( 2)
n —2)!
———— = x2x(n—k)!
“k—1)! _
P(X = k) = (n—Fk—1)! _ 2(n — k)
n! n(n —1)
> Espérance de X
—_ < —_ _— 2 - pa— —_— 2 - — - 2 — ... n+1
E(X) = ;kP(X_k) = oD kzlk(n B = oD (nkzlk k:lk) - ;

® Soit k € [1,n].
Lorsque l’on a tiré la premiére blanche au k®™¢ tirage, il reste (n —2) — (k — 1) = n — k — 1 rouges dans
I'urne ; et réciproquement.
Ainsi, on a l’égalité d’événements :

X=k = [Y=n—-k-1]
BILAN. On a l’égalité de variables aléatoires :
Y =n-X-1 c’est-a~dire Y = (-)X+(n—-1)

® > LoideY
e Déterminons 'univers image de Y.
Comme la VA Y est la transformée de la va X par la fonction ¢ — —t + (n — 1), il suffit de regarder
Iimage de X (Q2) C [1,n] par cette fonction.
Ainsi Y(Q) C [-1,n —2].

e Comme Y = (—=1)X + (n — 1), on a également X en fonction de Y ; eneffet X =(n—1) —Y.
Ainsi, pour y € Y(R2), on a l'égalité d’événements :

Y=y = [X=n-1-y
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Comme on connait la loi de X, on en déduit la loi de Y ; en effet, on a

20— (-1-9) a4y
PV =y) = n(n —1) - n(n —1)

> Espérance de Y
Une mauvaise stratégie consiste & refaire tout un calcul pour E(Y").
Il est bien mieux de profiter du fait que Y est la transformée de X par une fonction affine. Ainsi

EY) = -E(X)+(n—-1)
Aprés petit calcul, on trouve

2n — 4

B(Y) = =
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Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur [1,n].
1. Soit £ € [1,n].
On a

1 n—~0+1
P(U > () = ZH = —
=0

Cette égalité est encore valable pour £ = n+ 1. En effet, pour £ = n+ 1, on doit avoir P(Z > ¢) = 0.
Et le membre droit donne bien 0.

2. Déterminons la loi de Z = min(X,Y).
On a Z(Q2) =[1,n].
Fixons k € [1,n].

On a, par définition du minimum,
Z>2k] = [XZKN]Y >k
Par indépendance de X et Y, on a alors

nfk+1)2

1l s’agit maintenant de revenir a P(Z = k).
Comme Z est & valeurs entiéres, on a :

ViezZ, P(Z=0)=PZ>0)-PZ>(+1)

WARNING. La formule P(Z > k) trouvée précédemment n’est pas valable pour tous les k € Z.
Elle ne fonctionne, a priori, que pour les k € [1,n].

Or, on constate que la formule fonctionne également pour k =n + 1.

On obtient donc

. m—k+1\2 m—(k+1)+1\2  (n—k+1)>*—(n—k)?>  2n+1-2k
P(Z=Fk) = ( n ) _( n ) o n?2 - n?2
BILAN :

2n+1— 2k
Vk e [1,n], P(Z=k) = W
e On peut maintenant déterminer I’espérance de Z. On a
“ (n+1)(2n+1)
E(Z) = kKP(Z =k) = L L A Sl N4
(@) = S HRZ =1 -

3. Déterminons lespérance de Z uniquement avec P(Z > k).
D’aprés la formule rappelée (que 'on peut appliquer car Z est a valeurs dans [[1,n], donc dans

[0,n]), on a :
E(2) = Z(%’Mf = %Z(kz—Z(n—&-l)k—&-(n-&—l)Q) - = %
k=1 k=1

Remarque. Ce calcul est trés maladroit. On peut faire (il faut faire!) un changement d’indice dans
la premiére somme en posant j =n+ 1 — k.
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1. (a) Comme k € [1,n — 1], le jeu s’arréte au premier pile obtenu, on a I’égalité d’événements :
[Tn=k = iNEyN---NF_1NEy
En appliquant P, on a :
P(T,=k) = P(iNFN---NFe1 NF)

P(T, = k) = P(F)P(F) - P(Fr_1)P(Fy)
D’ou
P(T, = k) =¢"'p
(b) On a l'égalité d’événements

[121 ZITA = IhhnNnknN---NF,_1

En utilisant la méme technique qu’a la question précédente, on trouve P(T,, = n) = ¢"~*
(¢) On a
n n—1
SNP(Tu=k) = > P(Ty=k) + P(T,=n)
k=1 k=1
n—1
— qk—lp + qn—l
k=1
1l—gnt e
_ pq1 1 : q + g 1
—4q
= 1

(d) La va T,, admet une espérance en tant que VA finie.

Aprés avoir écrit la définition de E(T},), on constate que 1’on ne peut pas faire grand chose dans
le calcul.

Une idée est donc de montrer que (1 — ¢)E(T,) =1 —¢".

(1-qE(T) = (1—q)< S kP(T,, = k) + nIP’(Tn:n)>
k=1
= (- S kB(Ta=k) + n(l—q)B(Tu=n)
k=1 ‘_V—’kilp ‘—v—’p \—v—’qn_l
= pi(qufl —kq") + npg" !
k=1

|
i

(k—1)+1)¢" " - qu] + npg" "

k=1
n—1 n—1
= p)y, [(k —1)¢"! - qu] +pY ¢+ npg" !
k=1 k=1
1— qnfl )

= —(n—Dpg" ™" + p + npg"”

1—
= p" "t A+ (1-¢")

= 1-¢"'(1-p)

n—1

= 1=q""4¢
= 1- qn
2. Le nombre de PILE obtenu est soit 0, soit 1.
Donc X,,(2) = {0,1}. Ainsi, X,, suit une loi de Bernoulli de paramétre P(X, = 1).
On a l’égalité d’événements
X,=0 = AiNFN---NF,
Par indépendance, on a donc P(X,, =0) = ¢".
Ainsi,
Xn ~B(1-q")
On a alors E(X,) =1—¢".
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3. Le nombre de FACE obtenu est 0, 1, ... ou n. Donc Y5, () = [0, n].

Fixons k € [0, n].
ePourk=n,onalYo,=n=FiN---NF, DouP(Y, =n)=q".
ePour ke [0,n—1],ona Y, =kl =FiN---NF,NFrp1). Dou

P(Y,=k) = P(Fin---NF,NFey1) = ¢"p
BILAN. On a Y, (Q) = [0,n] et :
Vke[0,n—1], P(Y, =k)=¢"p et P(Y, =n)=q"

Solution se voulant savante, mais qui n’apporte rien. Je la laisse quand méme car elle
est instructive.

On a I’égalité de va suivante : X, + Y, = T),, qui traduit le fait que le nombre de PILE plus le nombre
de FACE vaut le nombre de lancers. Ainsi, Y,, = T), — X,.

Comme T, () = [1,n] et X,(2) = {0,1}, on a
Y (Q2) = [0,7]
Fixons k € [0,n]. On a I'égalité d’événements
Yo=k = [T=knX.=0 || [Tn=k+1n[X,=1]
e Pour k = n, elle s’écrit

[Yn = 7]

[T =n]n[X, =0 || [Tw=n+10X,=1]

Fin---NF, 0

D'ott P(Y, =n) = P(FyiN---NF,) = q".
e Et pour k € [0,n— 1], on a

Yo=k = [Tw=kn0[X,=0 || Tw=k+1n[X,=1]

0 Fin-NFuNFri1

On a donc
P(Y, =k) = P(FsN---NFxNFry1) = ¢*p
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Cet exercice n’est pas si facile. Il faut en prendre possession en prenant des exemples : commencer par
prendre n = 1, puis n = 2, puis n = 3 et méme n = 4.

Premiére solution. Aprés avoir cherché au brouillon les petits cas ci-dessus, on comprend que 'on peut
faire intervenir le nombre de 1.

Considérons donc D,, la variable aléatoire égale au nombre de 1.

Si vous voulez faire un peu de formalisme, voila ce que vaut D,, en fonction des X :

Dn = Y Lix=1
k=1

De méme, on introduit G,, la variable aléatoire égale au nombre de —1.
Les lettres D et G sont les premiéres lettres des mots « droite » et « gauche ».
On a les deux relations suivantes :
Sn =D, — G,
n=D,+ G,
Par somme, on trouve 2D,, = S,, + n.
Ainsi, S, s’exprime en fonction de D,,, dont on connait la loi!!!!
En effet, D, suit une loi binomiale B(n,p) ou p = %
Donc on va pouvoir trouver la loi de S, a I'aide de S,, = 2D,, — n et de la loi de D,,.
On a donc
* Sn(Q) ={2k—n, ke D(Q)} ={2k—n, ke [0,n]}
Pour information : un entier ¢ s’écrit 2k — n pour un certain k si et seulement si ¢ et n ont méme
parité.
Ainsi, on peut dire que

Sn(Q) = {2 € [-n,n] | i et n ont méme parité}

* Soit ¢ € Sp(2) (donc i et n ont méme parité!).
On a l'égalité d’événements

i—i—n}

(S, =i} = {Dn: :

En appliquant P, on a donc (car ici, vhn est un entier) :

Comme p = %, on obtient aprés simplifications :

Pour ¢ = 0, on obtient

ny 1 . .
P(S, = 0) = <;> o sl n est pair
0 si n est impair
qui peut encore s’écrire
2m 1 . .
P(S, = 0) = <m>4m si n = 2m est pair
0 si n est impair

Deuxiéme solution. On va, en quelque sorte, transformer les X; pour qu’elles suivent une loi de Bernoulli
(donc a valeurs dans {0,1}).
Pour tout ¢, on pose
X, +1
2
Ainsi, Y; est a valeurs dans {0, 1} et on a l'égalité d’événements {Y; = 1} = {X; = 1}.
Ainsi, Y; suit une loi de Bernoulli de paramétre P(X; = 1), c’est-a-dire p =

Y; =

=

bR

On renverse la vapeur. La vA X; s’exprime en fonction de Y;. En sommant, on trouve

Sn ZQ(iYi) —-n
i=1
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Or la variable aléatoire ZY,' est une somme de Bernoulli indépendantes (WHY), donc suit une loi
i=1
binomiale B(n,p).

n

On termine comme la premiére solution, en notant D,, = E Y;.
i=1
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Loi de X. Vous devez trouver X (2) =[5, 5] et
Vk e [-5,5],

Loi de | X|. On a | X|(22) = [0,5] et :

D=

Vke[0,5], P(X|=k) =

P(X =0) =
P(X = —k) + P(X = k)
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On va noter A; 'événement « tirer 'objet A au :®™¢ tirage ». De méme, on définit B; et C;.
1. e On peut raisonnablement penser que Xo est la VA constante égale a 1 (avant de jouer, on dispose
d’un gain égal a 0).
e On a X(Q) ={0,1}.
L’événement [X; = 1] est « tirer A ». Donc P(X1 =1) =
Bilan : X1 ~ B(3).

Wl

e On a X3(Q) ={0,1,2}.

On a égalité d’événement [Xo = 2] = A1 N Ag. Alnsi, P(X2 =2) = (%)2

On a 'égalité d’événement [Xo = 1] = A; N Bz U AN As.

Ainsi, par additivité de P, puis par indépendance de A; et By d’une part et A; et Ao d’autre part,

on a
—_ —_ 1 1 1, 1 1
P(X2=1) = P(A1NB2) + P(A1NAs) = P(A1)P(B2) + P(A1)P(A2) = 3 X §+(1f§) X 3= 3
Onadonc P(Xo =0)=1-P(Xa=1)-P(Xy=2)=1-3 -1 =2.
2. On a l'égalité d’événements
[)(n = 71] = AiNA>sN---NA,
Par indépendance des A;, on a
P(X, =n)=][P(A:) = Hg =
i=1 i=1
3. On a I’égalité d’événements
[Xn+1=0 = [Xn=0NA4t1 U [X,=0NChq

Par additivité de P et indépendance, on a
P(Xnp1 =0) = P(X, =0) (1 - P(Anﬂ)) + (1 —P(X, = o))]}»(cm)

Notons u, = P(X,, = 0). On a la relation de récurrence :

w| =

2
Un+1 = unxg + (l—un)x

1
Dol up41 = gun + 3

BILAN. La suite (un)nen est arithmético-géométrique de premier terme ug = 1.
En posant v = %, on a:

u = lu + 1
n+1 3 n 3
VneN,

Ainsi, par différence, on a :
1
VneN, up1—v = g(un -7)

La suite (un — 7¥)nen est donc géométrique, d’ou :

VneN, wu,—v = %(uo—’y) c’est-a-dire Up = 3%(1—%)—}—% = %(3%4—1)
BILAN 1/1
VneN, P(X,=0) = 5(3—”“)
4. Soit a,n € N*. Comme a # 0, on a I’égalité d’événements
Xnt1=a] = [Xpn=a|NBpt1 U [Xpn=a—-1NAnq

Par additivité de P et indépendance, on a

P(Xps1 = a) = %]P’(Xn —a) + %]P’(Xn —a—1)
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5. On a
E(Xnt1) =

>

a€Xp41(Q)

car le terme de la somme pour a = 0 est nul.

n+1

aP(Xny1 =a) = ZaP(Xn+1 =a)
a=1

Avec la relation de récurrence de la question précédente et en utilisant que X,, ne prend pas la valeur

n+1,ona:

n+1

1 n
E(Xnt1) = gsz’(Xn =a) +
a=1

= %ZaP(Xn—a) +
a=1
2 ¢ 1
= ggaP(Xn:a) + 3
2 1
= ZE(X, =
3 (Xn) + 3

La suite (E(Xn) est donc arithmético-géométrique.

En posant e, = E(X,) et y=1,0ona:

€n+1 =

VneN,

2
I

Ainsi, par différence, on a :

VneN, ep1—7v =

%ZaP(Xn =a—1)
% g(b + 1)P(X,, = b)

%ibP(Xn =0 + D P(Xa =)

2, 1
3" 3

2,1
3773

%(en -)

La suite (e, — ¥)nen est donc géométrique, et eg = E(Xo) = 0, d’ou

2

VneN, e,—v = (g)n(eo—’Y)

BILAN

c’est-a-dire

o= (-0
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1. On a X1(Q) = [0,1].
Et P(X1 =0) =5 et P(X1 =1) =

2
Omn a X2(2) = [0,2].
Et

N

P(XQ :O) = P(Rl ﬂRg) = ]P(Rl) X]PRl (Rg) = % X

[SSIR )

Idem pour P(X> = 2) car les boules rouges et blanches jouent le méme role.
1 1

P(Xo=1) = P(BiNR2)+P(RiNB2) = 5 % 3

2. Pour tout n € N*, il est clair que X, (2) = [0,n] et on conjecture que

1
n+1

Xl
2

L1
3

Vke[o,n], P(X,=k) =

Prouvons par récurrence que pour tout n € N*| la propriété H,, est vraie ou :

1
n+1

Hon «Vkefo,n], PX,=k) = »

INITIALISATION. A vous.

HEREDITE.

Utilisons le systéme complet d’événements ([Xn = z}) .
0<ign

D’aprés la formule des probabilités totales, on a pour tout k € [0,n + 1].

P(Xpi1=k) = > P(Xn = i)Px,=(Xnt1 = k)
i—=0

d’ou
P(Xnt1=k)=P(Xn =k —1)Px, =k—1(Xnt1 = k) + P(X5, = k) Px, =k (Xnt1 = k)
— —
Px,=k—1(Bnt+1) Px,, =k(Rn+1)
Utilisons H,, pour P(X,, =k — 1) et P(X,, = k).
Pour cela, il faut que k — 1 et k soient dans [0,n], cad 0 < k < n + 1.
Distinguons donc plusieurs cas. Avant de commencer, examinons la composition de I'urne & un temps
t donné.

Aprés le n®™e tirage (ou avant le n + 1°me tirage), il y a n 4+ 2 boules dans l'urne. Si X,, = j est
réalisé, alors I'urne contient j + 1 boules blanches, donc n + 2 — (j + 1) = n — j + 1 boules rouges.
> Si k=0, alors

1

P(Xn+1=0) = P(Xn =0)Px,—0(Rnt1) = ——
—_———— —— ——— n+2

S| n—0+1

T n+1 n+2
> Si k=n+ 1, alors
1
P(Xnp1=n+1) = P(Xn=n)Px,on(Bni1) = ———

Hy 1 n+1
T n41 n+2

>Si0<k<n+1, alors
P(Xn41=k) = P(Xp =k — 1) Px,=k-1(Bnt1) + P(Xn = k) Px,, 1 (Rnt1)

Hn 1 Hn 1
T n+1 T n+1
or (k—1)+1 (n—k+1)
—1)+ n—k+
Px,=k—1(Bn = Px —i(Rn — v
Xn=k-1(Bn+1) it 2 et Xn=k(Rnt1) p——
Dron 1 k 1 k+1) 1
n—k+
P(Xpa1 = k) = _
(Xnt1 ) n+1n+42 + n+1 n+2 n+ 2
Bilan : Les 3 cas montrent que
1

Vke[0,n+1], P(Xny1=k) = p—

cad Hny1 est vraie.
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1. X suit une loi binomiale B(n, p).
2. La variable aléatoire Y est & valeurs dans [0, n].
La loi conditionnelle de Y sachant {X = k} est la loi binomiale B(n — k, p).
e Déterminons la loi conjointe.
Soit (k,€) € [0,n]>.
On en déduit que,

P(X =k Y ={) = PX=kPx(Y =20
B (Z)pk(l _p)nfk (n;k)pé(l _p)nfkfé si/ <n— k
B 0 sid>n—k

Et il n’y a méme pas besoin de disjonction de cas grace a la convention classique sur le coefficient
binomial.

Dans le cas £ < n — k, on simplifie pour obtenir :

_ N n! k4 2(n—k)—~
P(ka,Yfé)fmp (1-p) :

3. La variable Z est a valeurs dans [0, n] et, pour tout ¢ € [0,n], on a
P(Z =i) = i n prg n—k PR i n\fn—k Pk
= \k i—k —\k)\i—k
N ———

P(Z=1i) = P(X =k Y =i—k)

_ i ) g gnk n—k\ ik n—k—(i—k)
k i—k )P 1
k=0
( :

.

Il
VR
bas
S

[~

3

L
N
> .

Q\

ol

n\ i 2n—i 1y? s N PN
= Cp'q 1+ 7) d’aprés la formule du binéme
? q

= (M) (pa+0) @y

Montrons que Z suit une loi binomiale de paramétre (n,p’) ou p’ = p(1 + q).
Pour cela, il s’agit de montrer que p’ + ¢*> = 1.
Allons-y.
On a
/ 2 2 2 2

P+q =pl+q=0-q)(0+q9+q¢ =1-¢ +q¢ =1
Jeanne Delareux, CDmaths 2021-2022, me dit qu’il y a une interprétation de ce résultat, et elle a
raison.
L’expérience peut étre vue comme la répétition de maniére identique et indépendante de n épreuves,
ot chaque épreuve est « tirer deux fois sur une cible » avec une probabilité d’échec égale & ¢2, donc
de succes égale a 1 — ¢°.
Compter le nombre de succés de cette expérience revient & compter le nombre de succés lors des
deux séances de tirs de I’énoncé (en effet, lors de la deuxiéme séance de tirs, on peut laisser ’archer
tenter sa chance sur les cibles déja atteintes la premiére fois, et ne pas tenir compte du score de ces
cibles).
Ainsi, il est normal que Z suive une loi binomiale de paramétres n et 1 — ¢°.
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1. On choisit deux boules parmi quatre que 'on place dans la boite A, les deux autres boules étant

placées dans la boite B. [l y a = 6 choix possibles.

4
2
On obtient pp = 5 (il faut placer les deux boules rouges dans A : il y a un cas favorable) et de méme

r0:6~ On en déduit ¢go =1 —po —r9 = 3

2. Soit n € N. On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements
{Xn =0}, {X» =1}, {X, = 2}). On obtient :

Pn+1 = pn]P){X,,L:O} (Xn+1 = 0) + QnP{anl}(XTH»I - 0) + rnP{Xn:Q} (Xn+1 - 0)

On a:

— Prx,—0}(Xnt1 = 0) et Pyx,—23(Xny1 = 0) valent 0, car si la boite A contient 0 ou 2 boules
noires, elle en contiendra une aprés échange;

1
— Pyx,,=1}(Xny1 = 0) = —, car si la boite A contient une boule noire, il faut échanger cette boule

noire avec la boule rouge de ’autre boite.

Ainsi ppy1 = an. En raisonnant de la méme fagon, on obtient :
=pn+ ! + t _1
dn+1 = Pn 2qn Tn € Tn+l = 4qn
0 1/4 0
La matrice M cherchée est donc |1 1/2 1
0 1/4 0

3. Soit u ’endomorphisme de R? canoniquement associé & M. On cherche une base (e1,e2,e3) de R3,
dans laquelle la matrice de u est D, c’est-a-dire vérifiant :

u(er) = e1, u(ez) =0 et u(es) = —%63.

En résolvant M X = X, ou X € M3 1(R), on voit que e; = (1,4,1) convient.
On trouve de méme ez = (1,0, —1) et e3 = (1, —-2,1).

On montre facilement que (e1, ez, e3) est libre donc est une base de R3.

La matrice de u dans cette base est D

On a donc M = PDP~! avec P =

s e
—_ O =
|
e

Pn
4. En notant Y, la matrice colonne | gn |, on a Y,41 = MY,.
Tn
On en déduit que
VvneN, Y, = M"Y, = PD"P'Y,.

a
OnaP 'YVo=|(b]. On obtient, aprés calcul :
c
a +(=1/2)"¢
=Y, = Pdiag(1,0,(—1/2)") | b | = [ 4a —2(-1/2)"¢c
c +(=1/2)"¢

Les suites (pn), (¢n) et (rn) convergent respectivement vers a, 4a et a.
De plus, pn+qn+rn =1 (car ({X, = 0},{X,, = 1}, {X,, = 2}) est un systéme complet d’événements).

1
Par passage a la limite, on obtient a + 4a +a =1 et donc a = =-

6
1 2 1
Onadoncpzé,ng et r = —.
On voit que, lorsque n tend vers +o0, la loi de X, tend vers la loi obtenue quand on place les boules

au hasard dans les deux boites.
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On considére la variable X; qui vaut 1 si le *™¢ lancer donne pile et 0 sinon.
On obtient des variables indépendantes X1,..., Xn.

Ona S, = iXi et S, = in.
i=1 =1

En utilisant la bilinéarité de la covariance, on obtient :

cov(Sm, Sn) = i i cov(X;, X;).

i=1 j=1

Si i # j, la covariance de X; et X; est nulle car ces variables sont indépendantes.
Les termes non nuls de la somme sont les cov(X;, X;) avec ¢ < m et i < n, c’est-a-dire ¢ < min(m,n).
D’autre part, on a cov(X;, X;) = V(X;) = p(1 — p).
D’ou
min(m,n)

cov(Sm, Sn) = Z V(X;) = min(m,n)p(1 —p).
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n—|—1.
2

— La variable X suit une loi uniforme sur [1,n] donc E(X) =

— La variable Y est a valeurs dans [1,n].
Pour k € [1,n], la loi de Y sachant {X = k} est la loi uniforme sur [1, k].
Pour (k,i) € [1,n]?, on a donc :

0
P({X:k}ﬁ{Y:i}) = P(X:k)IP’{X:k}(Y:i) =11
nk
On en déduit que, pour tout 4 € [1,n],
n n 1

Py =i) = Y BUX =N {y=i}) = > 1.

k=1 k=1
On obtient alors :

E(Y) = ZiIP(Y:i) = o

et en échangeant les sommations :

n k n k n

i 1 ‘ 1 k(k+1)
E(Y) = 2o L) = L AEED
(¥) Luolank T o (nki_lz> nk 2

=11i=

et donc :

B(Y) = %(w+n) -

— On calcule ensuite ’espérance de XY :

E(XY) = iikiﬂ”({XZk}ﬁ{Yzi}) = ;1 <i’“nlk> -

k=1 i=1

et donc :

sii>k

sit<k

1
BxY) =2 ~ 2

" k(k41) i(n(n—i—l)@n—l—l)_’_
[§ 2

— On en déduit :

cov(X,Y) E(XY) — E(X)E(Y)

(n+1)(n+2) (n+1)(n+3)

6 8

(nt+ (-1
24

6
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1. La variable aléatoire Y7 est a valeurs dans {0, 1}.

La probabilité de tirer une boule rouge au premier tirage est %, c’est-a~dire P(Y1 = 1) =

=

Donc Y; suit la loi de Bernoulli de paramétre %

2. La variable aléatoire X,, est a valeurs dans [0, n].
On prend comme systéme complet d’événements ({X, = k})ke[[o ]’

D’aprés la formule des probabilités totales, on a
P(Ypy1 =1) ZIP E)Prx, =k (Y1 = 1).

Déterminons la probabilité conditionnelle Py x, g} (Y1 = 1).
Supposons I’événement {X, = k} réalisé. On a rajouté ck boules rouges dans 'urne et cn boules en

r+ck
tout t 1 1)-iéme ti .On adonc Pix, —py(Yny1 =1) = .
out, avant le (n 4 1)-iéme tirage. On a donc Pyx, —x} (Ynt1 ) Nion
On obtient :
r—l—ck
P(Yn41 =1) P(X
(Vs Z NN Ten

Essayons de transformer toutes ces probabilités en espérance !

Comme Y, est une Bernoulli, le membre gauche vaut E(Y;,11).

Et le membre droit s’exprime différemment avec le théoréme de transfert.
On a donc

_ r+cXn
B(Yar1) = E(m)

Par linéarité, on a
r+cE(X,
E(Yni1) = Nt —|—(cn ).
3.eOnaX,=Y1+---4+Y,.
1l s’agit de montrer que pour tout n € N*, « Y;, a méme loi que Y7 ».
Autrement dit, montrons que
VneN', Y,~B(%)

Comme Y,, est une variable de Bernoulli, cela équivaut & montrer que :

VneN, E(Y,) = %
———
Hn
Initialisation : Hi est vraie.
Hérédité. Supposons Hi, ..., Hn.
Avec la question précédente, on a
r+ cE(Xy)
E(Y, ==
( n+1) N +cn

Pour déterminer E(X ), on utilise le fait que X,, = Y1 4 - -+ 4+ Y,,. Par linéarité de l’espérance, on a

donc E(X ZE Yi).
D’aprés Hi,...,Hn, on a donc E(X,) = n%.
D’ou r
r+nc—
N T
E(Y,. = —r = —
(Yn41) N +cn N
D’ou Hn+1.

4. On a E(X,) =nE(Y1) = %
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On prend pour €2 I’ensemble des parties de I'urne muni de la probabilité uniforme.
Ainsi, card Q = 2".

1. La variable aléatoire N est & valeurs dans [0, n].

n 1 e
Pour tout k € [0,n], on a P(N = k) = (2 ) , qui vaut encore (Z) (f)k(f) k.
Donc N suit la loi binomiale B(n, 1).
On en déduit E(N) = @ et V(N) = g
2. La variable X; est & valeurs dans {0, 1}.

2n 1
OnaP(X;=1)= on =3 car il y a 2" 7! poignées contenant le jeton i (en effet, une telle poignée

est constituée du jeton ¢ et d’une partie quelconque de I'ensemble des n — 1 jetons restants).

1
La variable aléatoire X; suit donc la loi de Bernoulli de paramétre 3
1 1
On a donc E(X;) = 3 et V(X;) = i
e Soit ¢ # j. Montrons que X; et X; sont indépendantes.
Comme ce sont des variables de Bernoulli, il suffit de montrer que

PU{X, =1} N{X; =1}) = P(X; = 1)P(X; = 1)

2n72
Le membre gauche vaut P({X; = 1} N {X, = 1}) = 5

les jetons 4 et j (il s’agit de choisir une partie quelconque de Iensemble des n — 2 jetons différents
des jetons i et j).

1
=7 car il y a 2”72 poignées contenant

Le membre droit vaut P(X; = 1) P(X; =1) = % % = i
Cela montre I'indépendance de ces deux variables de Bernoulli.
3. Ona S = ZZXl
i=1
Par linéarité de ’espérance, on a donc

E(S) = (X)) Z ”“)

Comme les variables X; sont deux & deux indépendantes, les variables i X; le sont aussi, donc on a :

2. 1)(2n + 1
:;Z\/( _42 %
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. La fonction gx est une fonction polynomiale dont les coefficients sont les (P(X = k))rex()-

La donnée de gx détermine donc les (P(X = k))rex(q), ¢’est-a-dire la loi de X.
Plus précisément, on a

(k)
VkeN, P(X=k) = 2 k'(o)

. Soitt € R. On a

9x1+x5(8) = B F52) = Bt 47?)

Comme X; et X2 sont indépendantes, il en est de méme de X1 et X2 (transformées de variables
indépendantes). Donc l’espérance du produit est le produit des espérances, et on a alors :

IX1+X2 (t) = E(tX1)E(tX2) = gx; (t)gXQ (t)

D’ou I’égalité de fonctions gx,+x, = gx,9x-

. Soit X ~ B(n,p). D’aprés la formule du bindme de Newton, on a :

VtER, gx(t) = Y t'P(X =k) = Z(Z)(pt)k(l—p)n_k = (pt+1-p)"
k=0

k=0

Prenons X; et X5 deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois binomiales.
Alors, on a

VEER, gx,1x:(t) = gx,(1)gx.(t) = (pt+1—p)" (pt+1—p)"* = (pt+1—p)"*"2.

On reconnait la fonction génératrice de la loi binomiale de paramétres (n1 + na,p).
D’aprés la question 1, on en déduit que X1 + X2 suit la loi binomiale de paramétres (ni + n2,p).

.Y = X1 + X, ou X et X3 sont indépendants donc gy = gx,+x, = gx,9x, d’aprés la question 2.

(a) i Comme Y ~ U([1,12]), on a

12 12
1

10
VEER, gv(t) = Y t'P(Y =k) = tkﬁ = %tQth.
k=2 k=2 j=0

La fonction génératrice de Y est donc une fonction polynomiale de degré 12.

On voit que 0 est racine double de gy .
10 ] tll _1

Par ailleurs, comme Z t = T les autres racines de gy sont les racines onziémes de
§j=0

I'unité différentes de 1.

Les racines de gy sont donc
0 de multiplicité 2 et les éléments de Uiy \ {1}

Comme 11 est impair, ensemble Uiz \ {1} ne contient aucun réel (rappel, en toute géné-
ralité U, contient les réels 1 si m est pair, et uniquement 1 si m est impair).

ii. D’apres la question 2, on a gy = gx,9x,-
Comme X1(Q) = X2(2) C [1,6], les polyndomes gx, et gx, sont de degré inférieurs ou
égal & 6 et ont 0 comme racine.

Comme gy est de degré 12, les polynomes gx, et gx, sont exactement de degré 6 et les
racines de ces deux polyndmes sont incluses dans les racines de gy .

Les racines de gx, et gx, sont donc
0 et 5 éléments de Ui; \ {1}

Or un polynéme a coefficient réel (& savoir gx,) ne peut pas avoir un nombre impair de
racines complexes non réelles.

Ainsi, Y ne suit pas la loi uniforme sur [2,12].
(b) 1. Supposons que les dés soient équilibrés.

Alors X et X5 suivent la loi uniforme sur [1, 6].

Soit ¢ € R. Alors

Donc
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1 % —1N2
Vil P(t)_36t(t—1)

Les racines de P sont 0 et les racines sixiémes de 'unité différentes de 1 toutes doubles.

P a donc deux racines réelles 0 et —1 et quatre racines complexes non réelles (deux a deux
conjuguées), toutes de multiplicité 2.

ii. On a toujours gx, gx, = P.

Comme X1(Q) = X2(2) C [1,6], les polyndomes gx, et gx, sont de degré inférieurs ou
égal & 6 et ont 0 comme racine.

Comme gx, est & coefficients réels, il ne peut pas avoir un nombre impair de racines
complexes non réelles. Idem pour gx,.

Nécessairement, ils ont chacun —1 comme racine simple, leurs autres racines étant deux a
deux conjuguées. Deux cas sont possibles.

6—277/3’67,#/376—12#/3 et e227r/37

— Soit chacun des polynémes a pour racines (simples)
alors gx, et gx, sont & une constante prés égaux a 22:1 t".
Comme la somme des coefficients doit étre égale a 1, on trouve gx, (t) = gx,(t) =
3 Zi:l t* (i.e. la fonction génératrice d’une loi uniforme sur [1,6], donc les dés sont
équilibrés).

—im/3 i7r/3’ Pautre e*iQTr/Ci et 6i27r/3'

— Soit I'un des polynémes a pour racines doubles e ete

On a alors par exemple, en notant « le coefficient dominant :
gx, (t) = at(t+1) (t—e ?) (t—e"™?)? = at(t+1) (> —t+1)? = a(t® =" +t* +13—t2+1).

gx, adonc des coefficients négatifs, ce qui est absurde car ce sont des probabilités (de
la forme P(X; = k)). Ainsi, ce deuxiéme cas est exclu.

On en déduit que les dés sont équilibrés.
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1. (a)

(b)

Comme exp et In sont croissantes, on a ’égalité d’événements :

{S, —np=nat = {A(Sn —np) =niz} = {7 > emAmy

A(Spn—np)

La variable aléatoire e étant positive, I'inégalité de Markov donne :

E(6>‘<Sn7"p>)

]P’(Sn —np = n:v) = P(e)‘(s"ﬂ”ﬁ > emz) < onaw

Premiére solution. En appliquant la formule de transfert, on obtient :

E eA(Sn*’ﬂP) — e)\(kfnp) n k n—k
( ) kzzo L Pa

e P Z (Z) (e*p)*q" "

k=0

— efn)\p(e)\p + q)n

= (pe P +qe )"

Deuxiéme solution

Considérons Xi, ..., X, des variables aléatoires indépendantes suivant la loi de Bernoulli de
parameétre p, et posons T, = Zzzl Xk.

On sait alors que 75, suit la loi binomiale de paramétre (n,p), donc a méme loi que S,.

Les variables aléatoires T,, — np et S,, — np ont ainsi méme loi, donc méme espérance.

On a:

E () —E () —E <exp </\ (i X — np> >>

=E (exp (i)\ (Xk p))) =E (ﬁ 6>\(ka)>

Les variables Xi,...,X, étant indépendantes et de méme loi, il en est de méme pour les
variables A (X1 —p),..., A\ (X, —p), dou:

E (eMsn—np)) - I[E (eMxk—p)) - (E (eMXl—p)))” .
k=1
Cela donne le résultat, car en revenant a la définition de l'espérance, on a :

E (e)‘(lep)) = pe 4 ge P,

Posons f:t— et +t — e’ et montrons que f est positive.
On a 2 2
VieR, fl(t)=2e" +1—¢" et f(t) = (4> +2)e" —e".
— Sit¢[0,1], on a f’(t) > 0 car t* >t et donc (4¢> + 2)et2 > 2e' > e’
— Site[0,1], on écrit f(t) = e’ (46* +2 — eHQ).
1
Comme t — % < qpowrte [0,1], on a et < el < 2 et donc f(t) > 0.
La fonction f’ croit sur R.
Comme f'(0) = 0, elle est négative sur R_ et positive sur R.
Le minimum de f est obtenu en 0 et vaut f(0) = 0.
Ainsi :
t t2
VteR, e <e +t.
Autre stratégie.

On peut aussi poser f :t+— % = et2_t +te

Et il s’agit de montrer que f est supérieure a 1.

La fonction f est dérivable sur R et f: ¢+ (2t — 1)e’52_'5 + (1 —t)e .
Comme e~* > 0, le réel f'(t) est du signe de g(t) := (2t — l)et2 +(1-1).

La fonction g est dérivable sur R et ¢’ : t — (4¢% — 2t + 2)6’52 -1
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Le minimum de t — 4t2 — 2¢ + 2 vaut % donc, pour tout t € R, on a ¢'(t) > % —1>0.
Ainsi, la fonction g est croissante.

Comme ¢(0) = 0, la fonction g est négative sur R~ et positive sur R*.

Il en est de méme de f'.

Le minimum de f est obtenu en 0 et il vaut f(0) = 1.

(d) En combinant les résultats des questions 1(a) et 1 (b), on a :
P (S, —np = nz) < (peAq + qef)‘P)n e e,
Comme e~ ™ > 0, il suffit pour obtenir le résultat souhaité de prouver que :
pe 4 ge M < e

En appliquant I'inégalité obtenue a la question 1 (¢) & Ag et —Ap, on a :

2,2

2 2 _
pe <pet T +pgh et ge N < get T —pgh,
et ainsi : 5 s -
pe 4+ ge P < ped T gt P .
En majorant A\%¢? et A2p? par A%, on obtient :
2 A2

pe’ +qe P < (p+q)et =eV,

d’ou le résultat.

2. L’inégalité obtenue a la question 77 est vraie pour tout A > 0. En choisissant la valeur de A minimisant
le membre de droite de 'inégalité, c’est-a-dire x/2, on obtient :

nz?

P(S, —np>nz)<e
3. On a les égalités d’événements suivantes :
{Sn —np< —nz} ={np—Sp Znz} ={n(l—¢q) — Sn 2nz} ={(n—S.) —ng > nx}.

La variable aléatoire n — S, est valeurs dans [0, n], et, pour tout k € [0,n], on a :
n—

P(n—Sp=k) =P (Sp =n—k) = ( n k)p"_k(l—p)k = (Z)qk(l—q)"_k7

donc la variable aléatoire n — S, suit la loi binomiale de paramétre (n, ¢). Ainsi, on peut appliquer
le résultat de la question précédente et obtenir :

77/12 "Lm2
P((n—S,) —ng>nzx)<e *+ d’ou P(S, —np<—nz)<e 4
4. On a g
{ ?"fp Bx}:{\Snfnp|>nm}:{Snfnp>nm}U{Snfnp<fnx}.

Par sous-additivité, on obtient :

(

puis en utilisant les inégalités précédemment obtenues :

(

5. OnaB(n) =pet V(%)= w.

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne :

(% o] < 2422

nx?

%—p‘ 2“) < P(Sn —np = nx) + P (Sp —np < —nx),

71.I2

Sn _
f—p‘>x> < 2e
n

Pour les grandes valeurs de n, 'inégalité de Bernstein fournit des inégalités nettement plus fines que
I'inégalité de BT.
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