Equations

différentielles

exercices



Faire ses gammes (1)

Résoudre les équations différentielles suivantes sur des intervalles sur lesquels la fonction en facteur
de ¥’ ne s’annule pas :

1. (xlnx)y—y——f(lnx—l—l) 4. yl+y:1+e“’
2. 1+a)y +y:1+ln( x) 5. y'sinz —ycosx+1=0
3. (1—a)y' +y= xT_l 6. 2zy’ +y = x™, ol n est un entier.
Faire ses gammes (2)
Résoudre les équations différentielles suivantes :
(1) ¥ +y — 6y =1— 8z — 302 (vi) ¥’ — 4y’ + 4y = zch2z
(i) v' +y =3+2x (vil) y" + 3y +2y =¢”
(iil) y” + 4y = 4+ 22 — 8x? — 423 (viii) ¥ + 3y +2y=e""
(iv) y” + 4y + 4y = (1622 + 162 — 14)e*® (ix) ¥y +2y +y=2e""
(v) ¥ =3y +2y = (=32% + 10z — 7)e” (x) ¥ +y' — 2y =8sin2z

03 | Astucieux!

1

Résoudre sur |—1, +-oo[ 'équation différentielle (t2 + 3t + 2)y’ + (2t + 3)y = e

104 | Equation fonctionnelle (1)
Trouver toutes les fonctions f non nulles et deux fois dérivables sur R telles que :

(%) V(z,y) €R?  flz+y)+ flz—y) =2f(2)f(y)

Parmi ces foctions, déterminer celles qui sont & valeurs réelles.

E)E') . Equation fonctionnelle (2)
Trouver toutes les applications f dérivables sur R telles que :

(%) V(z,y) €R?  flz+y)=f(=)f(y)

106 | Champ magnétique
Le mouvement d’une particule chargée dans un champ magnétique dirigé suivant 'axe Oz est régi

:1;” — w y/
par un systéme différentiel de la forme ¢ v’ = —wa’
2= 0

ol w est une constante dépendant de la masse et de la charge de la particule ainsi que du champ
magnétique. En utilisant la fonction u = x’ + iy, résoudre ce systéme différentiel.

107 | Par analyse synthése
Soit ¢ une fonction de classe C? sur R.

1. On cherche ’ensemble des fonctions f définies et continues sur R vérifiant

(E) VeeR, f(z) = /Om(x—t)f(t)dt + ().

Montrer qu’il existe une unique fonction solution.

2. Déterminer la fonction f dans le cas ot ¢ = cos.
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Avec un gros second membre
Soit p: C*(R,R) — C*(R,R)
fo— =2 +5f
Montrer que ¢ est un endomorphisme et préciser son noyau.
Résoudre

y' —2y +5y = —de “cosx + Te ¥ sinx — 4e” sin 22

109 | Second ordre a coeffs non constants (1)
On souhaite résoudre sur I = ]0, +oo[ ’équation différentielle

1
(H) y”+§y=0

Soit y une fonction deux fois dérivable sur I. On considére z : t — y(e') définie sur J = R.
Montrer que y est solution de (H) sur I, si et seulement si, z est solution d’une équation du second
ordre a coefficients constants (E) sur J que 'on déterminera.

Conclure.

110 | Second ordre a coeffs non constants (2)
On considére ’équation :

(E) Y’ +2x+ 1)y + (x+2)y=0

Résoudre cette équation sur |0, +o0o[ en considérant la fonction z : & — zy(x).

111 | Second ordre a coeffs non constants (3)
On considére I’équation :

(E) (1—2*)y —zy +y=0

Résoudre cette équation sur I = ]—1, 1] en considérant z : ¢ — y(sint).

112 | Second ordre a coeffs non constants (4)
Soit (a,b,c) € R* x R2. Soit 1’équation différentielle

(E) az?y" +bxy' +cy =0

1. Soit y une fonction deux fois dérivable sur I = R

Montrer que y est solution de (E) sur I si et seulement si la fonction z : ¢ — y(e?) est solution
d’une équation du second ordre a coefficients constants que ’on donnera.

2. Quelle est la forme des solutions de () sur I = R% 7 sur R* 7

3. Résoudre sur R} et R* I"équation :

xzy”—xy'—i—y: 0

113 | Second ordre avec terme manquant
Résoudre 'équation différentielle suivante sur tout intervalle ne contenant pas —1 :

(E) (L+2)%" + (1+2)y = 2
Question difficile de « recollement » : quelles sont les solutions de (E) sur R tout entier ?

114 | Une équation fonctionnelle
Soit A € R et f une fonction réelle dérivable sur R vérifiant :

(%) VzeR, f'(z)=f(A—x).

1. Montrer que la fonction f est deux fois dérivable sur R.

2. Déterminer I'ensemble des fonctions réelles vérifiant ().
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Solution 1-périodique

Soit a,b: R — R continues et 1-périodiques.
Déterminer les solutions 1-périodiques de (E): ¢’ + a(x)y = b(z).

116 | Un exercice retord (qui occupe une heure de colle, dixit ED!)
Soit f une fonction dérivable sur I = )0, +-oo[ vérifiant :

(%) Voel, f'(m)zf(l)

X

1. Montrer que la fonction f est deux fois dérivable sur I.

2. Déterminer ’ensemble des fonctions vérifiant ().

.3obdod1q 9oio1exe’l 192ility 6 dnoms o913d-tuaq s198 1O

117 | Une preuve du cours
Soit b et ¢ deux scalaires et d : I — K continue.
Considérons 1’équation :

(E) Y+ by + ey =dz)

et r une racine de 1’équation caractéristique.

1. Soit f une fonction deux fois dérivable sur I. Considérons la fonction A: I — K
x — e " f(x).
Montrer que la fonction f est solution de I’équation (E) si et seulement si la fonction X est
solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 que 'on déterminera.

2. En déduire que 'équation (E) admet des solutions.
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Equations

différentielles

corrigés



1. On se place sur l'intervalle I = ]0,1[ ou sur I = ]1,4o0[. Sur lintervalle I, ’équation différentielle
se réécrit :

r 1 7_lnac+1.

y :clnxy_ 2lnx
Comme ,

Veel 1 _ In'(z)

xlnz In(z)’

une solution de I’équation homogéne est la fonction z — Ilnx.

On cherche une solution de la forme  — A(z) Inz avec A une fonction dérivable sur I. On est alors

PR s . Inz+1
ramené & trouver une primitive sur I de la fonction x — EPCTRC
z2Iln“z
On remarque que :

Inz+1  u(x)

z2In’z  u?(w)

Vexel

ol u est la fonction x — xInx.
P .. . Inx+1
Par conséquent, une primitive sur I de la fonction x + ————5— est z .
z21In x rlnx

Les solutions sur I sont donc les fonctions

:c%)é—l—)\lnmavec)\eK

On aurait, bien siir, pu remarquer que la fonction x — 1/x était une solution particuliére.

2. On se place sur 'intervalle I = ]—1, +00[. Sur l'intervalle I, I’équation différentielle se réécrit :
, 1 14+ In(l4=z) 1 In(1+ z)
y+1+xy— 142 _1+:v+ 142

Une solution de 1’équation homogeéne est la fonction = — et la fonction z + In(1 + z) est une

solution particuliére. Les solutions sur I sont donc les fonctions :

avec A € K

A
$»—>ln(1+aj)+1+m

3. On se place sur Uintervalle I = R* | sur I =]0,1[ ou sur I = ]1,4o00[. Sur l'intervalle I, I’équation

différentielle se réécrit : 1
1-— xy - 75'

Une solution de ’équation homogéne est la fonction x +— x — 1. On cherche une solution de la forme
z +— Az)(x — 1) avec X\ une fonction dérivable sur I. On est alors ramené & trouver une primitive

Y +

sur I de la fonction  — ———-
z(1—x)
On écrit : . . i
A /=
Te z(l—z) =z =x-1

Par suite, une solution particuliére sur I est donnée par :

z+— (x—1)In

- ’

Les solutions sur I sont donc les fonctions :

T (ln
T

4. Une solution de ’équation homogéne est la fonction z — e~”. On cherche une solution de la forme

T
-1

‘Jr/\) (x —1avec A € K

z — A(x)e™® avec A une fonction dérivable sur I. On est alors ramené a trouver une primitive sur [
x
de la fonction z — -
14e*
On remarque que :
e’ u'(x
Veel = (z)
1+er  u(z)

x
est

ol u est la fonction x +— 1 + €*. Par conséquent, une primitive sur I de la fonction z T
e

donnée par z — In (1 4 €”). Les solutions sur R sont donc les fonctions = +— e~ % In(1 4+ %) + Ae™
avec A € K.

5. On se place sur un intervalle I, = |nm, (n + 1)w[ avec n € Z. Une solution de I’équation homogéne
est la fonction z — sinz. On remarque d’autre part que la fonction x — cosx est une solution
particuliére de I’équation. Les solutions sur I, sont donc les fonctions x + cosz + Asinx avec
re kK
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6. On se place sur I = R} ou I = R%. Une solution de I’équation homogéne est donc la fonction
1

Vel

En cherchant une solution particuliére sous la forme x —

X —

AMz)
Vel

- Les solutions sur I sont donc les fonctions :

avec A\ une fonction dérivable sur I,
n

T
2n +1

on obtient la solution x —

mn

A
> +
n+1 "/l

avec € K.
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. L’équation caractéristique est 72 +7—6 = 0 qui a deux racines 2 et —3 donc les solutions de I'équation

homogeéne associée sont les fonctions x — A1 €% + X237 avec (A1, A2) € K2. On cherche une solution
particuliére polynomiale et on trouve x — 2 + 3z + 52 donc les solutions sont les fonctions :

x> 24 3z 4 52 + A1 + hae 7 avec (A1, \2) € K2,

. L’équation caractéristique est r? +r = 0 qui a deux racines 0 et —1 donc les solutions de ’équation

homogéne associée sont les fonctions x + A1 + Xae™® avec (A1, A2) € K2 On cherche une solution
particuliére polynomiale et I’on trouve z — x 4+ x2 4+ 522 donc les solutions sont les fonctions :

x4 2% 4+ A 4 dae " avec (A1, A2) € K2,

. L’équation caractéristique est r24+4 = 0 qui a deux racines 2i et —2i donc les solutions de ’équation

homogéne associée sont les fonctions & — A1 cos(2z) + A2 sin(2z) avec (A1, A2) € K2,
On cherche une solution particuliére sous la forme d’un polynéme de degré 3. On trouve la fonction
x 2+ 2z — 22% — 23, Les solutions réelles sont donc les fonctions :

x> 24 2z — 22% — 2® 4+ Ap cos(2z) + Ao sin(2z) avec (A1, A2) € K2

. L’équation caractéristique est 72 + 4r +4 = 0 qui a une racine double —2 donc les solutions de

I’équation homogéne associée sont les fonctions x — Aie 2 4+ Naxe 2T avec (A1, A2) € K2. On
cherche une solution particuliére sous la forme f : x — P(x)e*” avec P polynomial. On a alors :

Vo e Rf" () +4f'(z) + 4f () = (P"(z) + 8P'(z) + 16P(x)) e**
Comme on veut avoir :
Yz € RP"(z) + 8P'(z) + 16P(z) = 162> 4 16z — 14,
on cherche une solution de degré deux sous la forme P : x — az? + bz + ¢. On obtient :
Vo € RP"(x) + 8P (z) + 16P(x) = 16a z” + (16b + 16a) = 4 16¢ + 8b + 2a,
donc P : x + z? — 1 est solution. Les solutions sont les fonctions :

= (27 —1)e* + Mie " 4 daze > avec (M1, \2) € K.

. L’équation caractéristique est 72> —3r+2 = 0 qui a deux racines 1 et 2 donc les solutions de I'équation

homogeéne associée sont les fonctions x — Ai1e” + A2e% avec (A1, A2) € K2. On cherche une solution
particuliére sous la forme f : z +— P(z)e” avec P polynomial. On a alors :

Vo € RfY () = 3f'(x) + 2f(z) = (P"(x) — P'(x)) "

Comme on veut avoir :
Vi e RP'(z) — P'(z) = —32° 4+ 10z — 7,

on cherche une solution de degré 3 sous la forme P : z +— ax® + bx? + cx 4 d. On obtient :
Vz € RP"(z) — P'(z) = —3az” + (6a — 2b) x4 2b — ¢,
donc P : z — z® — 22% 4 3z est solution. Les solutions sont les fonctions :

x> (2 — 22 + 32)e” 4+ A1e” + Xae®” avec (M1, X2) € K°.

. L’équation caractéristique est 7> —4r+4 = 0 qui a une racine double 2 donc les solutions de ’équation

homogeéne associée sont les fonctions x A1e2% + Aaxe?® avec (A1, A2) € K2. On cherche une solution

2

particuliére de y"" — 4y’ +4y = ge  sous la forme f : x + P(z)e?” avec P polynomial. On a alors :

Vo e Rf"(x) — 4f'(x) + 4f(z) = P (x)e**

Comme on veut avoir :
Vz € RP"(z) = 2/2,

il suffit de prendre P : z + x3/12. On trouve de méme qu’une solution de y” — 4y’ + 4y = ge_%
ze 2 e . L " . .
est © — 32 + o1 puis 'on applique le principe de superposition des solutions. Les solutions
sont les fonctions :
3 2x —2x —2x
T x162 +$€32 +e64 +()\1+)\2$)62I avec ()\1,)\2)€K2.

[SOexo—EquaDiff.pdf, 2 juin 2025, 23:25}




10.

L’équation caractéristique est 72 + 3r + 2 = 0 qui a deux racines —2 et —1 donc les solutions de
I’équation homogéne associée sont les fonctions &+ Are™ 2" + Xae™ avec (A1, A2) € K2. On cherche
une solution particuliére sous la forme =z — Ce” et l'on trouve x +— Eez donc les solutions sont les
fonctions : )

T éez + A1e” % 4 dae "avec (A1, A2) € K2,
L’équation caractéristique est r2 + 3r +2 = 0 qui a deux racines —2 et —1 donc les solutions de
I’équation homogeéne associée sont les fonctions = Aie 2% 4+ Ase avec (A1, A2) € K2. On cherche
une solution particuliére sous la forme z — Cze™” et 'on trouve z — xe™® donc les solutions sont
les fonctions :

x> ze "+ Ae " 4 dae Tavec (A1, A2) € K2

L’équation caractéristique est 7> + 2r + 1 = 0 qui une racine double —1 donc les solutions de
I’équation homogéne associée sont les fonctions z — Aje” % 4+ Aaze™® avec (A1, A2) € K2. On cherche
une solution particuliére sous la forme z — Cz2e™" et 'on trouve & — z2e~® donc les solutions sont
les fonctions :

x> z’e”" 4+ Ae”" 4 haxe Tavec (A1, Xo) € K.

L’équation caractéristique est > + r — 2 = 0 dont les racines sont 1 et —2 donc les solutions
de I’équation homogéne associée sont les fonctions x +— Ae 2 4 Xae™ avec (A1, A2) € K2. On
cherche une solution particuliére de I’équation sous la forme z — Asin(2z) + p cos(2z) et 'on trouve

6 . 2 . .
T — sin 2x — 3 cos 2x donc les solutions sont les fonctions :

x

T Ae” + dge 2 — gsin2m — %cos 2zavec (A1, Xa) € K.
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Raisonnons par analyse syntheése.
— Analyse. Soit f une fonction non nulle deux fois dérivable sur R vérifiant ().
On a alors f(0) = f(0)2.
— Si f(0) =0, alors :
Ve eR, 2f(zx)=2f(0)f(z)=0

donc f est la fonction nulle ce qui est exclu.
— Donc f(0) = 1. Ainsi,
VyeR, f(y)+f(-y)=2f(y)
c’est-a-dire que la fonction f est paire.
— En fixant y et en dérivant par rapport a& x, on obtient :
V(e,y) €R?, [z ty) + [z —y) =2f () f(y)
puis en redérivant, on a :
V(z,y) €RY @ty + (@ —y) =2f" () f(y). (1)
— En fixant x et en dérivant deux fois par rapport a y, on obtient :
V(e,y) €R @ ty)+ (@ —y) =2f(2)f" (). (2)

— Des relations (1) et (2), on obtient :

V(z,y) e R (@) f(y) = f@) " (y)

En particulier, en prenant y = 0, comme f(0) = 1, on en déduit que :
Ve eR, f'(z)=f"(0)f(z).

f est solution de I’équation différentielle 3" — ay = 0 avec a = f”(0)
Bilan intermédiaire. ¢ f(0) =1
f(0) =0 car f est impaire
— Résolution de ’équa diff. 4"’ —ay =0
Ici @ € C. Il y a deux cas en fonction de la nullité du discriminant du polynéme X? — a.
— Cas A # 0, alors il y a deux racines distinctes : si ’on note 'une d’entre elle w, 'autre est
—w.
Alors § = Vect(z — €%, x> e

—uz),

— Cas A = 0, alors a = 0, donc I’équation différentielle est 3y’ = 0. On sait que 1’on doit
trouver les fonctions affines. En appliquant le théoréme, et en posant w = 0 la racine
double, on trouve que

S = Vect(z — e*", z — ze“") qui vaut (car w =0) Vect(z — 1, 2+ x)

et ’on trouve bien ’ensemble des fonctions affines!

y'—ay=0
— Résolution du probléme de Cauchy ¢ y(0) =1
y'(0)=0

Dans le cas ou A # 0, on trouve que f vaut f:z+— ———M—-
Dans le cas ou A = 0, on trouve que f vaut f : x — 1. Comme ici w = 0, la fonction f s’écrit

aussi ¢ — 5

2
Alors f est non nulle (car f(0) = 1), f est deux fois dérivable et f veérifie (x).

— Synthése. Soit f de la forme f: z — avec w € C.

Bilan de 1’analyse-synthése. L’ensemble des solutions & valeurs complexes est

{mH%, wG(C}

Solutions a valeurs réelles.
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Soit w € C que l'on écrit w = a + ib.

wx —wT

. e .
Déterminons une CNS sur a et b pour que fo, : ¢ — — s soit & valeurs réelles.

On a
fu est a valeurs réelles <= VzeR, e"“sin(bz)—e ““sin(bzr) =0
< VzeR, sin(bx)2sh(az) =0
< b=0 ou (b#0et a=0)

Pour assurer la derniére équivalence, on pourra penser a prendre le réel 77 lorsque b # 0.

Bilan. L’ensemble des solutions & valeurs réelles est

{az — COSWI, T chwx}
weR
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Les solutions de 'équation z” = 0 sont les fonctions affines (on peut ou bien se rappeler d’un résultat du
chapitre Dérivation, ou bien appliquer le cours sur les EDL d’ordre 2).

Soit x, y : R — R deux fonctions deux fois dérivables.
Notons f la fonction z + iy, ainsi que u = f’ =z’ +iy’.
On a les équivalences :

2 = y/ ) . '

{ 9 , ' +iy" = —iw(x’ +iy)
y' = —wax
f// — _iwfl

u +iwu =0
u € Vectc(t — e™*%)

ANEC, u:tr e W

[ A A

Ja,BER, u:t— (a+if)(cos(wt) — isin(wt))

3.8 R, xl/ it acos:(wt) + Bsin(wt)
Yyt — —asin(wt) + B cos(wt)
(O
z :t— —sin(wt) — = cos(wt) + a
<~— da,B,a,b R, gj “B)
y:t— — cos(wt) + = sin(wt) + b
w w
Finalement,
" , vt 2 sin(wt) — s cos(wt) + a
' =wy w w
y/l = —wa' <~ da,B,a,b,c,d €R, Yt %cos(wt) + gsin(wt) +b
2" =0

z:t—ct+d
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1. Raisonnons par analyse-synthése.

Analyse.
Soit f une fonction continue vérifiant (E). On a alors

fix — x/oxf(t)dt—/oxtf(t)dt—kgo(x)

En tant que somme de trois fonctions dérivables (théoréme fondamental de I’Analyse et régu-
larité de ¢), la fonction f est dérivable et on a

e xn—>/f Ydt +zf(z) — zf(x) + ¢ (z /f )dt + ¢’ (z)
Cette fonction est dérivable (toujours théoréme fondamental de I’ Analyse et régularité de ¢) :

e f(@)+ " (@)

1

Ainsi, f est solution de 'équation différentielle ¢y’ —y = ¢”.
De plus, f(0) = ¢(0) et f'(0) = ¢'(0).

Ainsi, f est solution du probléme de Cauchy

y// _ y — (p//
y(0) = ¢(0)
y'(0) = ¢'(0)

Synthése. Soit f I'unique solution du probléme de Cauchy

y// _ y — (p//
y(0) = ¢(0)
y'(0) = ¢'(0)

Comme f est solution de ce probléme de Cauchy, f est deux fois dérivable, et la phase d’Analyse
montre que h: z — [ (z—1t)f(t)dt + ¢(z) satisfait ce méme probléme de Cauchy (en effet, f

0
étant deux fois dérivable, on peut reprendre les calculs de I’Analyse).
Par unicité des solutions & un probléme de Cauchy, on a f = h.

Bilan. Il existe une unique solution & ce probléme, & savoir 'unique fonction au probléme de Cauchy

y// _ y — ()0//
y(0) = ¢(0)
y'(0) = ¢'(0)

2. D’aprés la question précédente, il s’agit de résoudre le probléme de Cauchy

y' —y=—coszx

y(0) =1
y'(0)=0

Etudions 'équation différentielle y"" — y = — cos .
L’ensemble des solutions de 1’équation homogéne est :

Su = Vect(z—e",x—e ")
Une solution particuliére est la fonction = +— %cos z. Do
T —x 1
S = {x»—))\e + pe +§cosx|/\,,u€K}

Pour déterminer l'unique solution du probléme de Cauchy, on cherche A, p vérifiant les conditions
initiales. On trouve que

1 _ 1 1
T — Z(e”—l—e “)—|—§cosx = i(chm—i—cosx).

est I'unique solution du probléme de Cauchy.
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L’équation caractéristique est 72 — 2r +5 = 0 dont les solutions sont 1 — 2¢ et 1 + 2i donc les solutions de
I’équation homogéne associée sont les fonctions  +— (A1 cos(2z) + A2 sin(2x)) e™” avec (A1, X2) € K2,
On cherche une solution particuliére de ’équation différentielle :

y" — 2y + 5y = —4e " cosxz + Te “sinz

sous la forme x — ae “sinz + Be " cosz et on trouve la fonction fi : z — e “sinz. On cherche une
solution particuliére de I’équation différentielle :

y// _ 2y/ + 5y _ _46(1+2i)ac

sous la forme z — P(x)e"+29% et on trouve z — —ize 297 Ainsi, fo : x — xe® cos 2z est solution de

y" — 2y + 5y = —4e” sin(2x) puis les solutions sont les fonctions :

x = fi(z) + f2(x) + Me” cos(2z) + Aae” sin(2z)avec (A1, Xa) € K>,
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Soit y : I — K une fonction deux fois dérivable sur I = ]0, +o0].

Posons z: J=R — K
t— yleh)

La fonction z est deux fois dérivable sur J, par composition.
Renversons la vapeur! La fonction y s’exprime en fonction de z via y :  — z(lnx).

Et on a
yl

On a donc les équivalences :

y solution de (E) <= Vzel,

<— Vzxel,

— Vzel, 2"

1
T =
T

-1
T —z
T

2'(Inx)

2

V() + (@) =0

2

= VteJ, 2"({t) -7 (1)

—2"(Inz) —

(=

x2

+2(t) =

"(Inz) + %z"(ln x)

z'(lnx)) + %z(lnx) =0

(Inz) — 2'(Inz) + z(Inz) = 0

0 car In est une surjection de [ sur J

3 1 3
<= z € Vect tr—>e2 cos \2[15), t¢—>e2tsin(\2[t)>

xcos ?lnx),xH xsin(?lnx))

y € Vect

BILAN. L’ensemble des solutions de

S = Vect(:c»—)

(
-

est

J?COS(

V3
—1Inz

2

)7 T — \/xsin (?lnx))
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On pose I = R%.
Soit y : I — R une fonction deux fois dérivable.
Posons z : z — xy(x) qui est définie sur I et deux fois dérivable.

1
Renversons la vapeur! On a y :  — —z(x).
x

On a

7 1, 1, 1
et y e —z (z) — 2;2: (z) + Qx—z(ac)

y iz
On a les équivalences :
y solution de (E) Ve el, zy’(z) + 2z + 1)y (x) + (z + 2)y(z) =0
Ve el, 2" (z) + 22 (z) + 2(z) =0

x

z € Vect(z — e™ 7, . — ze™ ")

1
y € Vect (x — Ee_z’ x e T)
BILAN. L’ensemble des solutions de (E) est

S = Vect(x — leﬂ’, e ")
x
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On note I =]—-1,1].
Soit y : I — K deux fois dérivable sur I, quelconque pour 'instant.
Posons z: J=]-%,3[ — K
t — y(sint)
Cette fonction z : J — K est deux fois dérivable sur J, par composition.
Renversons la vapeur! La fonction y s’exprime en fonction de z via y : © — z(Arcsin z).

Et on a 1
Yz — ﬁz'(Arcsinw)
y' iz — ﬁz'(ArCSin x) + ﬁz”(AI‘CSiH T)
On a donc les équivalences :
y solution de (E) <+= Vzel, (1-23y"(z)— 2y (z) +y(x) =0
x x

< Vzel, 2(Arcsinz)+ 2'(Arcsinz) —

(1—a?) Vo

Vz €1, 2" (Arcsinz) + z(Arcsinz) = 0

2’ (Arcsinz) + z (Arcsinz) = 0

Vted, 2'({t)+z() =0 car Arcsin est une surjection de I sur J

z € Vect(t — cost, t +— sint)

Pt

y € Vect (ac — cos(Arcsinz), x +— sin(Arcsin z) )
——— —— —

1—22 ®

BILAN. L’ensemble des solutions de (E) est

S = Vect(x»—) lfxz,xr—mv)
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1. Soit y une fonction deux fois dérivable sur I.
On définit la fonction z sur R par z : t +— y(e'). On a alors :

Ve ly(z)=z(Inz).
La fonction z est deux fois dérivable sur R et ’on a :

’ 1, 7 1, 1,
Ve e ly (z) = o (Inz) et y'(x) = P (lnx)—ﬁz (Inz).

Ainsi, la fonction y est solution de ’équation différentielle (E) sur I si et seulement si la fonction z
est solution sur R de I’équation du second ordre & coefficients constants :

az’ +(b—a)z' +cz=0. (E")

2. On en déduit, suivant les racines de I’équation caractéristique de (E’), la forme des solutions de (E')
sur R et donc de (E) sur RY.

— Si l’équation caractéristique admet deux racines réelles distinctes 1 et r2, les solutions de (E)
sur I sont les fonctions :

= Mz’ 4 Xz avee (A1, A2) € K2

— Si l’équation caractéristique admet une racine double rg, les solutions de (E) sur I sont les
fonctions :
= Mz + Aoz Inx avee (A1, A2) € K2,

— Si I’'équation admet deux racines complexes non réelles conjuguées o + i3 et o — i3, alors les
solutions de (E) sur I sont les fonctions :

x = Maz®cos (BInz) 4+ Aoz sin (B1lnz) avec (A1, Xa) € K.

Pour trouver les solutions sur R* de (E), on remarque que la fonction y est solution de 1’équation
différentielle (E) sur R” si et seulement si la fonction z : z +— y(—=x) est solution sur R} de I’équation

3. On applique ce qui précéde. Les solutions sur R} sont les fonctions :
x> Mz + Aoz lnz avee (A, Xo) € K.
Les solutions sur R” sont les fonctions :

x = Mz + Aoz In(—z) avec (A1, A2) € K2,
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On se place sur un intervalle I ne contenant pas —1, c’est-a-dire I =]—o0, —1[ ou I =]—1,400].
On va essayer de traiter le probléme de la maniére la plus homogéne/uniforme possible pour que I’on puisse
passer d’un intervalle & un autre sans trop de modification.
Soit y : I — K une fonction deux fois dérivable.
On a ’équivalence
y solution de (E) sur I <= %’ solution de (E’) sur I

ot (E') est I'équation 2’ + 1 _|1_ —z = i —|—2x)2

Résolution de (E').

1
Une primitive de a : © +— T est A:z—In|l+ x|
x
L’ensemble des solutions de 1’équation homogene (E%;) est

1
S = Vet 1)
H ec xb—>|1+m|

=)
1+

1 1
Sur ]—o0, 0[ ou sur ]0, +oc0[, on a Vect(x — —) = Vect (x — 7).
|| x

qui est encore égal & (WHY)

Sy = Vect(:c —

Remarque générale.

Mais il n’est pas vrai que sur R, on a Vect(z —|&|)="Vect(z — x)
Par la méthode de variation de la constante, on trouve qu'une solution particuliére de (E’) est

In |1+ x|

: 2
fp:ix— 1t

Attention. Je ne donne pas tous les détails, mais il y a une petite subtilité (merci & Martin Mancheron,
promo 2024).

En cherchant une solution particuliére de la forme fp : z — A(z)e~ () avec X dérivable, on tombe

sur le fait que A est une primitive de x — ———.
1+ =

Attention, A n’est pas du type 2In|1 4 z|. Cela dépend de l'intervalle.

On peut prendre A : z — 2In|1 + z| sur |—1,4o0[ et A : z — —2In|1 + x| sur |—o0, —1[.
On revient ensuite & fp qui vaut = +— /\(x)e’A@) et on trouve

1
2In|1 + 2| ——— siz € ]|—1,+o0]
fp:$'—) |1+£I}|
—2In|1 4+ z| siz € |—o0, —1]
1+ x|

D’ou une solution uniforme (qui ne dépend pas de U'intervalle) :

fpix — 2In|l+ x|

1
1+
L’ensemble des solutions de I’équation (E’) est 8’ = Sy + fp, c’est-a-dire :

1 21n |1+ z|
1+« 1+

S'z{acl—)a 7ozEK}

Revenons a I’équation initiale. Il faut maintenant revenir a I’équation (E), en exploitant ’équivalence

y solution de (E) sur I <= y' solution de (E’) sur [

Bilan. I’ensemble des solutions de (F) sur I (intervalle qui ne contient pas —1) est :

S = {x — aln|l+z| + (ln\1+x|)2 + B, a,,BEK}
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1. La fonction f étant dérivable sur R, la fonction z — f(A — ) 'est aussi, par composition.
Ainsi, la relation (x) implique que f’ est dérivable, donc f est deux fois dérivable.
2. Raisonnons par analyse synthése :
— Soit f une fonction vérifiant (x).
D’aprés la premiére question, f est deux fois dérivable, et on a :

ffie — —f'(A—2)

Comme f est solution de (%), on a donc f” = —f.
Ainsi, f est solution de I’équation y” +y = 0.
Il existe donc des réels A et ¢ tels que :

Vo e Rf(x) = Acos(z + ¢).
Si A # 0, alors la condition (x) donne :
Va € R —sin(x + ¢) = cos(A —x + ¢)
soit :
V€ Rcos(z+ ¢+ 7/2) = cos(A — z + ¢).

Par suite, on a :
T+ o+T/2=X—x+ P[27]
Vz eR{ou
z4+o+7/2=—-(AN—x+ ) [27]

c’est-a-dire
2 =\ —w/2 27|

Vo € R ou
20 = -\ —w/2[2x].
En prenant z tel que 2z £ XA — 7/2[27], on a donc :

Ao
o=—2- T

Par suite, il existe un entier k tel que :

VJ:G]Rf(x)zAcos(x—%—g—&—kw).

Si k est pair alors :

Ao
Vo e Rf(x) = Acos (m—5—1>,

sinon :

VzeRf(zx) =—Acos (xf % — %) .

Dans tous les cas, il existe un réel C' telle que :

Vz € Rf(zx) = Ccos (mf%f%)

. . A .
— Réciproquement, les fonctions x — C cos (az —5 %) avec C' € R vérifient () car :

Les solutions sont donc les fonctions :

x»—)C’cos(x— )avecCE(C.

N | >
NS
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S(H) = Vecte®
La variation de la constante implique que

Détermination des solutions 1-périodiques de (E)
Soient A € R.

x+1 x
(@ +1) = ya(z) = O (A4 / be ) — " (A + / be ).
0 0

— D’aprés la relation de Chasles :

x+1 T x+1 T 1
A(ac—i—l):/ a:/a+/ a=/a+/ a,
0 0 @ 0 0

car a est 1-périodique donc
z+1 1
VmGR,/ a:/a::a
x 0

Ainsi, ‘ Alz+1)=A(z) + o ‘

— D’aprés la relation de Chasles :
— Ainsi :

ya(z+1) —ya(z) = e A+ +e™® / be_A) — ™ A+ / be_A)
0 0
=A@ ()\eo‘ + e +/ beiA) — 4@ ()\ —i—/ beiA)
0 0
=A@ (A(e™ = 1) +e%).

A(z)

Comme z + e ne s’annule pas sur R,

yx est l-périodique <= A(e® — 1) 4+ e = 0.

Be®

— | Si a # 0, alors I'unique solution 1-périodique de (£) est yx, ol Ao = === |-

— Si a =0, alors yy est 1-périodique <= fe® =0 < f =0 donc :

— Si B8 =0, toutes les solutions de (E) sont 1-périodiques

— Si B #0, il n’y a aucune solution de (F) 1-périodique
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. . . 1 . .
1. La fonction f étant dérivable sur I, la fonction x — f(f) I’est aussi, par composition.
x

Ainsi, la relation (x) implique que f’ est dérivable, donc f est deux fois dérivable.
2. Raisonnons par analyse synthése :
Analyse. Soit f une fonction vérifiant (x).
D’aprés la premiére question, f est deux fois dérivable, et on a :
1
7 .

. . . . . . 1

Comme f est solution de (x), on obtient que f est solution de I’équation différentielle 3 + —y=
T

0.
D’aprés I'exercice 109, on obtient :

f € Vect (x — vz cos (élnx), T +— y/xsin (\églnx)>
Donc il existe A, u € R tel que

f:x — X/xcos (glnx) + /T sin (?lnx)

Exploitons que f est solution de (x) pour obtenir d’éventuelles conditions sur A et u.

On a
iz o— )\[2\1/5 cos (glnx) + VT X _;/gé sin (églnm):|
_l’_
1 1
1 |:2\/5 sin (? lnx) + /T X ?; cos (? lnx):|
i B L s (V3 —vay 1) Lo (V3
= (32 + % u)ﬁcos( 3 lnz) + (=22 + Q'U)\/Esm( 5 lnx)
1
et d’autre part, en utilisant le fait que In (;) = —Inx et la parité des fonctions trigonomé-

triques, on a :
Ve el, f(é) = A——=cos (élnx) + (—p)—=sin (?hm:)

Comme f vérifie (%), on a
En notant

et
1 1
C:xH—COS(ﬁlnx) et S:xH—sin(élnx)

NI 2
légalité (x) s’écrit

Veel, aC(z)+pSkx) = AC(z)+ (—p)S(x)
Comme la famille de fonctions (C, S) est libre (preuve & venir, ou plutdt a faire par vos soins),
on en déduit

a=A et B=—u

D’oul en utilisant les définitions de « et 3 :

1 V3
V3 3

ce qui est équivalent & —\ + /3 p = 0.
Ainsi, si f est solution, f est de la forme

fix — M[ﬁﬁcos(?lnx)+\/Esin(\é§lna:>:| avec u € R
ou encore de la forme

fix — uﬁcos(?lnx—%) avec i € R
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Synthése. Soit f une fonction de la forme précédente.
Alors f est dérivable et un calcul montre que f vérifie (x).
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1. La fonction A\ est deux fois dérivable sur I et vérifie, pour tout = € I :

@)+ bf(x)+cf(x) = (X'(z)+ 27 +b) N (z) + (br® + br + )A(z)) e
=" (N'(z)+ 2r+b)XN(x)).

Ainsi, la fonction f est solution de (E) ssi la fonction A’ est solution de 'équation différentielle :
v+ @r+b)y=dx)e " (E)

2. D’aprés I’étude des équations différentielles linéaires d’ordre 1, I’équation (E’) posséde une solution
g qui est dérivable sur I, donc continue sur [ ; ce qui assure I'existence d’une primitive G sur I.

La fonction z — G(z)e

"* est alors une solution de ’équation (E)
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