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I. Fonctions continues sur un ouvert de R?

Ouverts de R?

On munit R” de la norme euclidienne canonique:

(R R" — R

Définition (boule ouverte de R").
Soit py € R" et r > 0. On appelle boule ouverte de centre pg et de rayon r la partie :

B(po,1) = {peR™ | Ip—pol <r}.

« Pour 7 = 1. A quoi ressemble une boule ouverte ?

« Pour n = 2. A quoi ressemble une boule ouverte ?

Ce chapitre considérera exclusivement le cas|[n =2
Dans ce cas, la boule ouverte B(py, 1) est aussi appelée disque ouvert de centre py et de rayon r, et
noté D(po, r).

Définition (ouvert de R?).
— Soit py € R?.
Un voisinage de py est une partie de R?> qui contient une boule ouverte de centre py.

— Soit U une partie de R?.
On dit que U est un ouvert de R? lorsque U est un voisinage de chacun de ses points :

VpoeU, 3Ar>0, B(py,r)cU.

Exemples.

e Le demi-plan H = {(x, y) € R?| x > 0} est un ouvert de R?.
— Plus généralement, I x R est un ouvert de R? ol I est un intervalle ouvert de R.
— Encore plus généralement, I x J est un ouvert de R? ou1 I et J sont des intervalles ouverts de R.
— Ladroite A = {(x, y) € R? | x = 0} n’est pas un ouvert de R?.
— Le disque unité ouvert est un ouvert de R
— Le plan R? est un ouvert de R.

— Une boule ouverte est un ouvert!
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Fonctions continues

Dans toute cette section, U désigne un ouvert non vide de R?.
(XO,J/O,f(xoy 07y

Etant donné une fonction f:U —Retun point py = (xp, yo) € U,
on notera indifféremment f(pg) ou f(xp, yo) la valeur de f en ce
point.

On peut représenter graphiquement une fonction f: U — R par
son graphe:

Ip= {(X,y,f(x,y)) | (x,y) € U},

qui est une partie de U x R, et donc de R3.

Définition. Soit f : U — R une fonction et py = (xo, yo) € U.

— On dit que la fonction f est continue en py lorsque :
Ve>0, 36>0, VpeU, (Ip-pol <8 = |f(p)-F(po)| <e]
ou encore Ve>0, 36>0, VpeUnBs(po,d), |f(p)—f(po)|<e.

— On dit que f est continue sur U lorsqu’elle est continue en tout point de U.

« Remarque importante. Dans ce chapitre, on essaiera de ne pas trop manipuler le symbole « fleche »
désignant « tend vers ».

Mais on pourrait tout a fait l'utiliser en redémontrant toutes les propriétés vues pour les fonctions
d’une seule variable.

Ainsi, on peut définir la notion de f(p) — ¢ (avec po pas nécessairement dans U, mais dans ’adhé-
—Po

rence de U) via :
Ve>0, 36>0, YpeUnB(po,6), |f(p)-¢|<e.

En particulier, on a la définition importante de « tend vers 0 lorsque p — pg » :

Ye>0, 36>0, VpeUnB(po,d), |fp)|<e.

Look at this. Comme attendu, ona |[p— pol —— 0 (WHY ? Quiest f, qui est§ etc...)
P—Po

Opérations

La définition de la continuité pour les fonctions de deux variables étant le calque de celle vue pour les
fonctions d’une variable réelle, on obtient les mémes théorémes généraux concernant les opérations
avec essentiellement les mémes démonstrations.

On montre notamment que la somme, le produit et, si le dénominateur ne s’annule pas, le quotient de
deux fonctions continues définies sur U sont des fonctions continues sur U.
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From 1 to 2

Proposition (From 1 to 2 variables!).
pewe | Sojt@: I — R une fonction continue (d’'une seule variable).

r — 0

Alors la fonction de deux variablesg: IxJ — R  estcontinue.
(xy) — 0

« Remarque. Bien siir, on a la méme conclusion avec la variable y.

. Fonctions polynomiales. Montrons efficacement que f: R?> — R est continue.
(x,y) — 7x2y>+8xy°

. Exemple classique.

Montrer que les fonctions ]0,+oco[ xR — R et 10,+oo[xR — R sont continues.
(r,0) — rcos0 (r,0) — rsin0
La fonction de PCSI 3
Proposition. La fonction f: R?> — R
preuve xy

si (x,y) # (0,0)
0 si(xy)=1(0,0)
— est continue sur I'ouvert U = R?\ {(0,0)}

— mais n’est pas continue en (0, 0)
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Composition et continuité (les 3 situations)

Ci-dessous, la lettre I désigne un intervalle de R non trivial, les lettres U et V des ouverts non vides de R?.

Proposition (composition a gauche).
Soit f: U — R a valeurs dans I.

Soity : I —R.

Ona:

f continue en py e U .
wo f continue en pg

¥ continue en f(po)
ouyof: U — R
p— v(f®)

Proposition (composition a droite, 1 variable).

Soity; etyy: I — Rtelles que T': t — (y1(2),y2(t)) soit a valeurs dans U.
Soit f: U —R.

Ona:

et Y, continuesen € I
{Yl e 0 —>  foI continue en &

f continue en I'(f)

oufol: 1 — R
t —  fr10,7200)

Proposition (composition a droite, 2 variables).

Soit ¢y et g : V — R telles que @: p — (¢1(p), p2(p)) soit a valeurs dans U.
Soit f: U —R.

Ona:

=  fo® continue en py

(1 et ¢, continues en pp € V
f continue en ®(py)

oufod: V — R
p — floi(p),p2(p)

Rebelote. Idem avec « sur » a la place de «en ».

Une sortie de route. On voit dans les deux derniéres propositions des fonctions a valeurs dans R?.

Demander de la régularité pour ces fonctions revient a demander la régularité en question pour les
fonctions coordonnées, donc pour des fonctions a valeurs dans R.

Illustration de ces trois situations.
Soif f : R? — R une fonction continue.
Montrer que les fonctions suivantes sont continues.

fo: R — R fi:R — R f>: 10,+00[xR — R

(x,y) — exp(f(x,y)) r — f(tz,tg) (r,0) — f(rcos@,rsinf)
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II. Dérivées partielles

Dérivées partielles premiere et seconde

Soit pg = (xp, o) € U. Comme U est ouvert, on peut trouver r > 0 tel que B(py,r) < U.
U

« On considere les ensembles :
Xp = {xeR|(x,y0)eU} et Yo = {yeRl(xo,y)EU}
et les applications partielles :

fipe: Xo — R et fop: Yo — R
x — fx ) y — f(x0,))

« On aalors les inclusions :

lxo—rxo+rlc Xo et Jy-rny+r[c¥

« Unos ? Notons que Xj et Yy ne sont pas nécessairement des intervalles, mais que cela n'a guere d’im-
portance puisque la discussion est ici locale : seul ce qui se passe au voisinage de xy € Xy et yp € Yy
nous intéresse.

« Remarque. Lorsque U est un produit cartésien disons I x J (ce qui n’est pas le cas du ©), alors les
ensembles Xj et Yy sont tres simples, puisque Xy =1 et Yy = J.

Définition (dérivée partielle en un point).
Soit f: U — Ret pg = (xp, o) € U.

— Si l'application partielle fi ,, est dérivable en xo, on dit que f admet une premiere dérivée
partielle au point pg et ’on pose :

a1 f(po) = £, (X0)-

— Sil’application partielle f2 ,, est dérivable en yp, on dit que f admet une seconde dérivée par-
tielle au point pg et 'on pose :

02f(po) = f3,p,(0)-

« Notation. On utilise en pratique une notation plus parlante.
Pour une fonction f de deux variables dont on note (x, y) les variables, on note plutot % (x0, ¥0) le réel 0 f (xo, yo)-
Autrement dit, on s’adapte souvent aux noms des variables apparaissant dans la définition de f.

Cette notation est potentiellement ambigué, car les variables apparaissant dans la définition de f sont en fait des variables
muettes, mais elle ne pose guére de probléeme a l'usage.

Définition (fonctions dérivées partielles).

Soit f: U —R.

Sila fonction f admet des dérivés partielles en tout point de U, on appelle premiére dérivée partielle
la fonction définie sur U qui a pg associe 01 f(po), et on la note 0, f.

Idem pour la seconde variable.

Question. Considérons l'ouvert H = {(x, y) € R?| x > 0} et la fonction f : H — R
sol — 19 (x’ y) —_ xy
Montrer que f admet des dérivées partielles en tout point de H et les déterminer.
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Opérations

Proposition (somme et produit).
Soit f et g deux fonctions de U dans R.

— Si f et g admettent des dérivées partielles sur U, alors f + g également, eton a:

of+g .~ _of og of+g ~_of Jg
o P =Pt et 3y (p) = =(p) + ay(l?)-

VpeU,
o X oy

— Si f et g admettent des dérivées partielles sur U, alors fg également, eton a:

a(fg) af a(fg) of

_of og _of 98
VpeU, o (p) = ax(p)g(p) + f(p) 6x(p) et dy (p) = ay(p)g(p) + f(p) ay(p).

« Remarque. Il y a d’abord un énoncé en un point py que je ne n’écris pas ici et qui permet d’en déduire
la résultat sur U tout entier.

From1to2

Proposition (From 1 to 2 variables!).
Soitf: I — R une fonction dérivable (d'une seule variable).

t — 01
Alors la fonction de deux variables g: IxJ] — R admet des dérivées partielles sur I x J et
xy) — 0
ona: 5 5
§ / §
Vix,yelx], ==y =0 et = (x,y)=0.
y 5, Y 5y 5
Montrons que g admet des dérivées partielles en tout pointde I x J.
Fixonspg = ....... elx].
Les applications partielles de g en ce point sont :
8ip: — R et 2.p0 — R
X y —
Ces fonctions sont dérivables sur leur ensemble de définition et on a
g{'po : — R et gé'po : — R

En particulier, au point pg, on a

girpo( ) = et gévpo( ) =

Cela signifie que g admet des dérivées partielles au point py eton a:
0
8 (po) = et B(py =
0x

Ceci étant vrai pour tout point pg € I x J, on en déduit que g admet des dérivées partielles sur I x J et qu’elles
sont données par :

O_g: — R et —: — R
0x oy
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preuve

Dérivée selon un vecteur

Définition.Soit f : U — R une fonction, p € U un point, v = (x,, y,) € R? un vecteur.
La fonction ¢, : t — f(p + tv) est définie au voisinage de 0.

On dit que la fonction de deux variables f admet une dérivée en p selon le vecteur v lorsque la
fonction d'une seul variable ¢, , est dérivable en 0.

On note alors D, f (p) ce nombre dérivé ¢, p(0).

Rebelote. Idem avec « sur » a la place de « en ».

Remarque. Quel est le lien entre la dérivée en p selon le vecteur v = (1,0), a savoir D o) f (po), et la
0

leére dérivée paritelle en p, a savoir 0, f(p) = 5( p).

Remarque a comprendre ! La fonction ¢, correspond, lorsque v # 0, a la fonction f «le long de la
droite » passant par p et dirigée par v.

La notion de dérivée selon un vecteur généralise donc celle de dérivée partielle, en ne faisant plus
jouer de role particulier aux droites paralleles aux axes de coordonnées.

La fonction de PCSI 3

Proposition. La fonction f: R?> — R

Y siny) £0,0
+y2 ’y )

0 si (x,y) =(0,0)
admet des dérivées partielles en tout point de R?.

(x,y) — x2

« A méditer. Pour une fonction d'une seule variable, la dérivabilité implique la continuité.

La fonction de PCSI 3 admet des dérivées partielles en tout point de R?, mais pourtant n’est pas conti-
nue sur R? (elle ne I'est pas en (0,0)).

Ainsi, on comprend que I'existence des dérivées partielles n’est pas le pendant de la dérivabilité pour
les fonctions de deux variables.

« Aretenir. Lexistence des dérivées partielles n’entraine pas la continuité. Pire, 'existence des dérivées

selon tout vecteur n’entraine pas la continuité (comme nous le verrons en TD).



Gradient

Définition. Soit [ : U — R.
Si f admet des dérivées partielles sur U, on définit le gradient de f comme étant I'application :

Vf: U — R?
p — Vfp)=(01f(p), 0f(p)).

« Pour les yeux.
Vf: U — R?
(x,y) — V) =(01f(xy), 02f(x,).

Vf: U — R?
(x,v) Vilx,y)= ﬂ(x ) g(x )
X,y fl,y) = x 'Y, 5y -

« Champ de vecteurs.
Géométriquement, Vf(p) € R? est le vecteur du plan dont les coordonnées sont %( p) et %( p).
Le gradient est alors un champ de vecteurs, c’est-a-dire une application dont les valeurs sont des vec-

teurs.

« Exemple. Considérons la fonction affine

f: R — R
(x,y) — 9x+8y+7.

La fonction f admet un gradient (WHY) etona:
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ITII. Fonctions de classe ¢!

Définition et opérations

Définition. La fonction f est dite de classe €' sur U lorsque :

— [ admet des dérivées partielles en tout point de U

0 0
— les dérivées partielles a—f et O_f sont continues sur U.
X y

« Notation. On note ¢! (U, R) ’ensemble des fonctions de classe ¢ définies sur U.

Question. Considérons I'ouvert H = {(x,y) e R*|x >0} etlafonction f: H — R
sol — 20 (x, y) — xy
Montrer que f est de classe €' sur H.

Proposition (opérations). Soit f, g € €1 (U,R).
Alors la somme f + g et le produit fg sont des fonctions de classe €.

From1to2

Proposition (From 1 to 2 variables!).
Soitf: I — R une fonction de classe € (d’une seule variable).

t — 00
Alors la fonction de deux variables g: IxJ] — R est de classe €.
x,y) — 0
La fonction de PCSI 3

Proposition. La fonction f: R?> — R

Y siny) # 0,0
(x’ y) — x2 + y2 ’ )
{ 0 si (x,y) =(0,0).

— estde classe €' sur 'ouvert U = R?*\ {(0,0)}

— mais n’est pas de classe €' sur R?.
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preuve

Développement limité a I'ordre 1

Théoréme (Développement limité a ’'ordre 1). Soit f: U — R et po = (xo, o) € U.
Si f estde classe € 1 sur U, alors il existe alors une fonction ¢ : U — R telle que £(p) ﬁ» Oet:
—Po

VpeU, fp = fpo) + (Vf(po)lp—po) + €@ lp-pol

V(x,y)eU, fx,y)

Fo0,y0) + (x=x0) Lxo, y0) + £, 1) 110x, ) — (x0, yo)I.
+

(v = y0) 3 (50, 30)

« Fonction d’'une variable. Pour une fonction g: I — R d'une seule variable, dérivable en xy € I, on a
e au voisinage de xg :
g(x) = glxo) + g'(x)(x—xp) + xgxo(lx - xol)
e au voisinage de 0 :
glxo+h) = glxg) + g'(xo)h + hoo(lhl)

« Ecriture compacte.
« Au voisinage de py

f) = f(po) + (Vf(po) | p—po) + pgpo(llp—poll)

* Au voisinage de 0 = (0,0) :

f(po+h) = f(po) + (Vf(po) Ih) + hgo(llhll)

0 0
fxo+h,yo+ k) = f(xo,y0) + %(xo,yo)h + a—]yc(xo,yo)k + 0

(h,k)—>(0,0)(” (h O1).

« Plan tangent. Le théoreme précédent affirme que la fonction affine :

0 0
(x,) — [f(x0,y0) + a—];(xo,yo) (x—xp) + é(xo,J/o) (¥ —=0)

approche au premier ordre la fonction f au voisinage du point (xo, yo)-
En particulier, le plan d’équation:

0 0
z = f(x0,y0) + é(xo,yo) (x —xp) + %(xo,yo) (¥ =0,

qui est le graphe de cette fonction affine, est le plan tangent du graphe de la fonction f en (xy, yo),
c’est-a-dire de la surface d’équation z = f(x, y).

Proposition (¢! implique €°). Soit f: U — R.
Si f estde classe € Lsur U, alors f est continue sur U.
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IV. Composition et classe € : les 3 situations

« Rappel important. Pour des fonctions d'une variable :
Soit f: I — R a valeurs dans ]J.
Soitg: ] —R.

est de classe €' sur I a valeurs dans
J {f / alors go f estde classe €' surI et

Vael, (gof)(a) = g'(f(@)f'(a)

i
g estde classe € surJ

Composition avec une fonction d’une variable

Proposition.
ewe | Soit f: U — R a valeurs dans 1.
Soity : I —R.
; { f est de classe €' sur U a valeurs dans I

. alors o f est de classe €' sur U et
v est de classe € sur [

owof) . of
o = v ()5

VpeU,
oyof)

_ of
T(p) = v'(f(p) ay(p)

. Inverse d’'une fonction de classe €.

En utilisant pour v la fonction inverse, on obtient par exemple que I'inverse d'une fonction de classe €'
qui ne s’annule pas est encore de classe 6.

« Quotient de deux fonctions de classe €.

D’apres la propriété pour le produit, on en déduit que si f et g sont de classe €' et si g ne s’'annule
pas, alors le quotient f/g est encore de classe €.

Question. Montrer quelanorme N: R?> — R n'admet pas de dérivées partielles en (0,0),

sol — 22 (x, y) — \/m
mais que sa restriction a U = R\ {(0,0)} est de classe €.
Donner ses dérivées partielles.
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preuve

sol — 23

preuve

Premiere regle de la chaine

Proposition (composition a droite, 1 variable).

Soit y; et y» deux fonctions définies sur I telles que T': £ — (y1(2),y2()) soit & valeurs dans U.
Soit f: U —R.

Ona:

=  foldeclasse €' sur I

1 et y, de classe €1 sur I
f de classe €' sur U

et dans ce cas:

/ _ ﬂ / ﬂ /
viel, (foD'(r) = ax(r(t))yl(t) + ay(r(t))yz(t)
c’est-a-dire of of
I S / = 5 /
o) = (geem)xni + (5,oT)x7

« Avec le gradient. On peut écrire de facon concise la dérivée de foI" al’aide du gradient de f :

Veel, (fol)(n = (Vf(T(®)|T'(H)  oulonanotéI'(5)=(y}(®),y}(1)

Question. Soit #, v : R — R deux fonctions de classe € 1 avec u a valeurs dans ]0, +ool.
Considérons w: t — u(t)’®.
ATaide de la régle de la chaine, montrer que w est de classe €' et déterminer sa dérivée.

On considérera la fonction f : H — R définie sur louvert H = {(x,y) € R?|x > 0}.
xy) — x¥

Proposition (dérivée selon un vecteur en un point). Soit f: U — R.

Si f est de classe €' sur U, alors f admet une dérivée selon tout vecteur v € R> eton a:

VpeU, Dyf(p) =<(Vf(p)lv
c’est-a-dire en notant v = (x,, y,) :

0 0
VpeU, D,f(p) = 6—§(p)xy + é(p)yu

« Pour la culture. Si v est un vecteur unitaire, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

Do) = |Vrm 1 v)| < 19FmI.

En outre, la dérivée D, f (p) est alors maximale (resp. minimale) si V f(p) est positivement (resp. néga-

tivement) colinéaire a v : elle vaut dans ce cas ||V f(p)||.

Le gradient de f en p pointe donc dans la direction dans laquelle f croit le plus vite (qui est aussi, en
sens inverse, celle ol elle décroit le plus vite). Cela correspond a la direction de plus grande pente sur

le graphe I's.
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Deuxieme regle de la chaine

Proposition (composition a droite, 2 variables).
vere | Soit ¢ et w deux fonctions définies sur V telles que @ : p— (¢1(p), p2(p)) soit a valeurs dans U.

Soit f: U —R
Ona:
tw de classe €' sur V

pety decasse s sur — foddeclasse €' sur V

f de classe €' sur U
etona

01(fo®@)(p) = 01f(P(p))d191(p) + 021 (P(p))d19p2(p)
VpevV,

02(fo®@)(p) = 01f(D(p))0201(p) + 02 f (P(p)) D2p2(p).

« Notation habituelle.
Sil'on note f: (x,y) — f(x,y) et ®: (u,v) — ((pl(u, V), 2 (U, v)), ces formules deviennent, selon la

notation usuelle :
A(fo® . Of of 02
—5 P = S-(0p )) (p) + y(CD(p)) > ()
PEVs A afod) of 9 of
° _ ﬂ 9 92
5P = 5 —(@(p)) —(p) + y(@(p)) 2 (p).

« Silonnote f: (x1,x2) — f(x1,x2) et D: (u,v) — ((pl(u, V), p2(u, v)), ces formules deviennent, selon la

notation usuelle :
6(fo®) _ ﬁ 6(p1 ﬁ a(pg
ou () = 0x; (CD(p)) ou (p) + 0xy (CI)(p)) ou 2
PEV Y afow) of af
T(p) = o1 (‘D( )) (P) + (CD(P)) ( ).

Question. Soit f:R?> — R de classe €.
“7* Montrer que F: (u, v) — f(u+ uv, u—uv?) est de classe €' et déterminer ses dérivées partielles.

On récapitule

Illustration de ces trois situations.
Soif f :R? — R une fonction de classe €.
Montrer que les fonctions g suivantes sont de classe €' et déterminer leurs fonctions dérivées partielles.

fo: R — R fi:R — R fo: 10,+00[xR — R
(x,y) — exp(f(x,) t — [t 1) (r,0) — f(rcos@,rsin0)
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V. Extrema

Définition.
Soit X une partie non vide de R?, et soit f : X — R une fonction et p € X.

— On dit que f admet un maximumen pgy lorsque Vpe X, f(p) < f(po)-

— On dit que f admet un maximum local en pg lorsque :
dn>0, VpeXnB(pon, [f(p)<f(po).

— On définit de méme les notions de minimum et de minimum local.

— On dit que f admet un extremumen py si f admet un maximum ou un minimum en py.
On définit de méme la notion d’extremum local.

« Exemple 1. Lafonction f: R?> — R est positive, et nulle en (0,0).
(x, ) — x*+y?
Elle admet un minimum en (0, 0).
En revanche, elle n’est pas majorée, donc n'admet pas de maximum.

« Exemple2.Soith: R?> — R
(x,y) — exp(x)
Cette fonction est minorée (par 0) mais n'admet pas de minimum : si & admettait un minimum en
(X0, Yo), on en déduirait que la fonction d’une variable x — exp(x) admettrait un minimum en xp, ce
qui est impossible.

Question. Soit [ : R> — R

(x,y) — (x% + yz)2 —(x%+ yz).
Montrer que f admet en (0,0) un maximum local, qui n’est pas global.
C’est la fonction « cul de bouteille » de madame Téte.
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preuve

Définition. Soit f € €' (U,R) et py € U.
On dit que py est un point critique pour f lorsque % (po) = %(po) =0,
c’est-a-dire lorsque V f (pg) = (0,0).

Proposition. Soit f € €1 (U,R) et py € U.
Si f admet un extremum local en py, alors pg est un point critique de f.

Point intérieur 2 Le théoreme concernant les fonctions d’'une variable, a avoir le lemme de I'extremum
local, exigeait une hypothese supplémentaire : le point était supposé intérieur a I'intervalle.

Dans le théoreme précédent, cette hypothése est rendue superflue par le fait que U soit un ouvert
de R? : le point py est pour ainsi dire automatiquement dans l'intérieur de U.

Pour la culture. On voit que, méme si le théoréeme est énoncé dans le cadre d'une fonction globale-
ment de classe €1, la démonstration n’utilise en fait que I'existence des dérivées partielles en py.

« Attention. Comme dans le cas des fonctions d’une variable, la réciproque du théoréme est fausse :

une fonction n"admet pas nécessairement d’extremum local en chacun de ses points critiques.
Par exemple, considérons la fonction f : RZ — R
(x,y) — x3 +y3.
On vérifie que f admet des dérivées partielles :
of of
Y (x, ele, —(x, =3x> et -— x,7)=3 2,
(x,y) ax( y) ay( y) =3y
En particulier, I'origine (0,0) est un point critique.
Mais (0,0) n’est pas un maximum local, car V x > 0, f(x,0) > f(0,0).
De méme, (0,0) n’est pas un minimum local.

Méthode. Pour étudier les extrema (locaux ou globaux) d’'une fonction f € €' (U,R),

— on trouve ses points critiques en résolvant les équations % (x,y) = % (x,7)=0;

— pour chaque point critique (xy, o), on cherche a déterminer
le signe de f(x, y) — f(xo0, yo) (ou bien au voisinage de (xy, yo), ou bien globalement),
ou encore le signe de f(xp + h, yo + k) — f(xo, yo) pour (h, k) au voisinage de (0,0).

Retour sur I'exemple 1. La fonction f: (x, y) — x? + y? est de classe € par opérations, eton a:

of of
2 e = _— =
V(x,y) eR7, x (x,y)=2x et 3y (x,y) =2y.

Ainsi, un point (x, y) € R? est critique si et seulement si 2x = 2y = 0 : le seul point critique est 1'ori-
gine (0,0).

Il ne peut donc y avoir aucun extremum local a I'’exception de (0,0), dont on a déja vu qu’il s’agissait
d’'un minimum (global).

Question. Déterminer les extrema (locaux et globaux) des fonctions appartenant a ¢! (R?, R) suivantes :

L. f:(x,y)—e¥*y?+e’y 3. f:(x,y) — exp(x Arctan(y))

2. f:(x,y)—3x*-2xy+3y>—8x+8y 4. f:(x,y)— cos(x)+ y?

16



VI. Lignes de niveau

Définition.On appelle ligne de niveau d'une fonction f : R> — R, une partie de R* d’équation f(x,y) = c,
pour un certain c € R.

Sila fonction T : I — R? parameétre une ligne de niveau, c’est-a-dire sila composée f oI est constante, on
obtient pour tout 7 € I, 'égalité (V f(T'(#)) | I'(¢)) = 0, c'est-a-dire que le gradient V f (I'(#)) est orthogonal
au vecteur dérivé I'' () qui dirige la tangente de la ligne de niveau au point I'(z).

Le gradient V f est orthogonal aux lignes de niveau.

Exemple. Considérons la fonction f: (x, y) — (x% + y2)2 définie sur U = R?.
Cette fonction f posséde des fonctions dérivées partielles définies sur U, et le gradient de f est donné
par:
Vf: U — R
(x,y) — (4x(x*+y?), 4y (x*+y?)

Considérons une ligne de niveau {(x, y)E R? | flx,y) = c} oltceR*.

Considérons un point (xo, yo) de cette ligne de niveau de sorte que (x5 + y5)* = c.

On a alors V f(xg, yo) = 4v/¢(xo, ¥o), qui est donc colinéaire a (xy, Jp), lui-méme orthogonal au vecteur
tangent a la courbe de niveau.

Ainsi, V f(xo, o) est orthogonal a la ligne de niveau.

Prouvons cette affirmation.

Considérons une fonction I' qui parametre cette ligne de niveau, c’est-a-dire une fonctionI': I — R? 4
valeurs dans U telle que f oI = ¢ (la composée est constante égale a c).

Ici, on peut prendre

Un point (xg, o) de la courbe de niveau s’écrit donc I'(#p) pour un certain fy (non nécessairement unique).
Il s’agit de montrer que <Vf(F(t0)) | F’(t0)> =0.
Or

VF(T(20)) = «oveiiiiiiiiiiiienn et T/(10) = oo,

Le produit scalaire de ces deux vecteurs est donc nul.

[32c—Calcu1Diff.pdf, 3 juin 2025, 11:14] 17




Fonctionsde
deuxvariables

preuve et éléments de correction



(i) Soit p=(a,b) € H.On adonc a > 0.
Montrons D(p, a) < H, ce qui conclura. Soit p = (x, y) € D(p, a).
Ona(x—a?<(x—a)?+ (y— b)? = lp— pII2 < a?, d’ot1l’encadrement —a< x— a < a.
Il s’ensuit x > 0, donc p € H.
(i) Soit p € D((0,0),1). Onadonc [pl <1.
Posons r =1—||pll. Onabien r > 0, et 'on va montrer I'inclusion D(p, r) € D(0, 1), ce qui conclura.
Soit p € D(p, ).

Onalpl <Ilpl+lp-pl daprésl'inégalité triangulaire, d’'ou || p|l < [|pll+1-1pl = 1, ce qui prouve
peDO,1).

On montrerait de la méme facon que tout disque ouvert est un ouvert de R?,
(iii) Soit r > 0. Le disque ouvert D((O, 0), r) contient le point (0, r/2), qui n'appartient pas a A.

On en déduit qu'aucun disque ouvert de centre (0,0) n’est inclus dans A, ce qui montre que A n’est
pas un ouvert de R?.

Soit p = (a, b) € R?. Montrons que g est continue en py.
Soit € > 0.
Par continuité de 6, on peut trouver 6 > 0 tel que

VXeR, [x-al<é = |[6x)-0@|<e

Posons ) =0.
Soit p = (x,y) e R? N D(p,n).
Comme |[x—a|l<|[p—-pll<n,ona:

g —g(p)| = |gx. 1) -glab)| = |0(x)-0(a) < ¢

Montrons que f n’est pas continue en (0, 0).
Parl'absurde, si f était continue en (0, 0), la fonction ¢ — f (¢, ) serait continue en 0 par composition. Or

1 _
VteR, f(t,1)= m—I/Z sit#0

0 sit=0.

qui n'est pas continue en 0.

Soit p = (a,b) € H=R"* x R. Montrons que f admet des dérivées partielles en py.

— Lapplication partielle ¢, : x — x” est dérivable sur R}, de dérivée ¢} : x — bxP~1.
Donc f admet une premiere dérivée partielle en py :

g(a,b) =ba’ .
0x
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— Lapplication partielle ¢, : y — a” = exp(y In(a)) est dérivable sur R, de dérivée ¢, : y — In(a) exp(y In(a)) =
In(a) a”.
Donc f admet une deuxiéme dérivée partielle en py :

of

—(a, b) =1In(a) al.
oy

Fixons p = (a, b) € R?.

— Montrons que f admet une premiere dérivée partielle en py.

b
— Si b # 0, I'application partielle fi ,: x— f(x,b) = % est dérivable sur R donc dérivable

+b
en a, et on a:

0 b(b? - a?)
_f(a’ ) =
0 (a® + b?)
— Si b =0, I'application partielle fi , : x — f(x,0) = 0 est dérivable sur R, donc dérivable en a,
eton a: Of
—(a,0) =0.
0x (@,0)

Bilan. La fonction f admet une premiére dérivée partielle en pp eton a:

2 2
of b(b* - a“)
G_(a’ b) =X (a?+ b?)?
x 0 sib=0.

Sib#0

— Par symétrie, on obtient que f admet une deuxiéme dérivée partielle en py eton a:

a(a®-bv%> .
3 ata —b)
—f(a,b): (@ + )2 sia#0

oy 0 sia=0.

On a montré que f admet en tout point de H des dérivées partielles.
Ainsi, f possede des fonctions dérivées partielles définies sur H :

of of
= H — R =
0x ot oy

(x,y) — (x,y) —

H — R

Ces fonctions sont continues sur H (WHY).
Donc la fonction f est de classe € sur H.

Fixons pe U.
Comme f est de classe 6! sur U, on peut écrire un DL; au point py :

fp=fp+VfPlp-p +eplp-pl



Par inégalité triangulaire et Cauchy-Schwarz, on a

()= F(P)I < IVEDIIp—pl + le(pllip-pl
D’olu
F) = F) < (IVFDI + le@) Ip=pl

On conclut en disant que le membre droit tend vers 0 quand p — p.
On peut le redémontrer en fixant €' et en disant que la parenthese est bornée par un certain M,
etqu'en posantn=¢'/M,onalp—pl <n.

Reste du passé (TT1). Montrons que f est continue en py, c’est-a-dire montrons que

fla+h,b+k) f(a,b)

(h,k)—(0,0)

Comme f est de classe €1 sur U, on peut écrire un DL; au point (a, b) :

fla+h,b+k) = f(a,b) + h%(a,b) + k%(a,b) + e(h, k) I (R, K,

Or

—f( ,b) + k—f(a b) + e(h, k) I (h, k)ll — 0

h,k)—(0,0)

D’ou le résultat.

Montrons que ¥ o f admet une fonction premiere dérivée partielle et que cette fonction est continue.
Pour cela, on montre que ¥ o f admet une premiere dérivée partielle en un point p = (a, b) € U fixé.
« Premiére dérivée partielle en py. Notons

Ki,p - Dl,p — R
x — (yof)(x,b)

de telle sorte que x1,, =¥ o fi,, ou fi,, estla premiere dérivée partielle de f en py.
D’apres le théoreme pour la composée de fonctions de 1 variable, on en déduit que x; est dérivable en a
et!’on obtient :

Ky p@ = v (fip@) fi ,(@

Ainsi, o f admet une premiere dérivée partielle en py etona:

Oyof) ) of
e ———W) =v'(f(p) ax(p)

e Premiére dérivée partielle sur U.

Ceci étant vrai pour tout point p € U, on en déduit que ¥ o f admet une fonction premiere dérivée
partielle qui vaut :

o(yof) 0

w f — (w/ Of) x _.f

0x 0x

o Aspect €' sur U
— La dérivée ¢’ est continue (car v est de classe €*)
— Lafonction f est continue (car f de classe €1).

of

— La dérivée partielle 3 est continue (car f de classe &€1).

Par produit, on en déduit que a(w 9we)) est continue.
On proceéde alors exactement de meme pour la deuxiéme dérivée partielle.
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— Considérons la premiere application partielle de N en p = (0,0)
x — N(x,0) =|x]|

Cette fonction n’est pas dérivable en 0.
Donc la fonction N n’admet pas de premiere dérivée partielle en (0,0).

— Idem pour la deuxieme dérivée partielle.
— Sur U =R?\{(0,0)}.
Par opérations, 'application N? : (x, y) — x? + y? est de classe €' sur U, et

G(NZ)_(x | ox et A(N?)
ox oY dy

Hx,y) — 2y

Cette application N2 est de classe €' sur U et a valeurs dans R*.
La fonction racine carrée est de classe €' sur R*.

Par composition, la fonction N = v N2 est de classe €lsurUet:

ON x ON y
— (%)) — — et —:(x,y) —

ox VX2 +y? dy



Soit ty € I.
Montrons que f oI est dérivable en 7y en exhibant un DL ().
Posons p =T'(ty) = (y1(%),y2(%)), qui appartient a U.

Comme f est de classe €1 sur U, il existe une fonction € : U — R telle que £(x, y) Oet:

(x,y)—p

0 0
Vx,yeU, fxy = fp + %(p) (x—y1(t0)) + %(p) (y—72(t0)) + €Cx, Y 1 (x, ) — pl.

Comme I'(?) = (y1(8),y2()) € U pour tout £ € I, on a

af of
viel, flyi(0),72(0) = f(p) + =) (11(0-r1(t0)) +==(p) (y2(0) —y2(ts)) +(L@®)IT(H)-pl.
(S — 0x [y ——— ay — ——————

fel'(n) ¥} (f0) (£~ 1t0) +o(t—10) ¥4 (t0) (= tg) +0(t~to)

Ecrivons les petits o avec des fonctions €; et &;.

of

Viel, for() = f(p)+ 2

0
() (v (t0) (t—to) +&1(£) (1—10)) + %(P) (72 (o) (1= t0) +€2(2) (t—19)) + €T () IT(£)—pl.

d’ ou
of , of /
Viel, fol(t) = f(p) + (—ax(p)h(to) + —ay(pm(to))(t—to) + OOt~ to)

ouonaposé:
0: 1 — R

of of Irw-pl
R F e CEIC R w L Ol eT() =2 sit# 1

0 sit=ty

Montrons que 0(t) - 0.
—lo

IT(H-pl 0

Comme ¢ () —— 0 et £2(1) —— 0, il suffit de montrer que £(I'(£)) =
t—1 t—1 0 t—1

— Parl'inégalité triangulaire, on a

IT() = pl
t— 1ty

Y2(t) —y2(to)
t—1ty

Y1(2) —y1(%0)
-1ty

+

<

Explication. Pour tout (1, k) € R2, on a ||(h, k)|l < [|(h,0)[| + (0, k) || = 1| + | k|

Comme le terme de droite converge vers |y (f%)| + |y, (%)|, il est borné au voisinage de 1, et il en
va alors de méme du terme de gauche.

0.

— De plus, on ag(T'(1)) P~ 0 par continuité de y; et y2 en £y et le fait que £(x, y) Crp

La fonction f oI' admet un DL (%), donc est dérivable en ¢y, et on a

!/ a / 6 /
(fol) (%) = é(p)yl(to) + é(ﬁ)')fz(to)-

ce qui se réécrit :

0 0
(foD)'(ty) = a—ﬁ(r(l‘o)))/’l(l‘o) + %(F(fo)))flz(fo)-

On a donc montré 1'égalité de fonctions :

(fOT)' = (gOF)xy’1 + (%ol")xy’z

On constate que cette fonction dérivée est continue par opération, d’ot1 'aspect €' de foT.
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Considérons la fonction f: H — R définie surl'ouvert H = {(x, y)E R2|x > 0}.
(x,y) — xY

Ona w(t) = f(u(n),v(1).

OnnoteI': t— (u(?), v(¢)), de sorteque w = fol.

— Les fonctions u et v sont de classe €' sur I =R et T’ = (u, v) est a valeurs dans H.

— Lafonction f est de classe €' sur H et ses dérivées partielles sont données par :

0 0
é:(x,y) — yx¥1 et é:(x,y) — In(x) x”.

D’apres la premiére régle de la chaine, on en déduit que la fonction w = foT est de classe €' sur I et

of : af )
ax(u(t),V(t))u(t)+ ay(u(n,v(ﬂ)V(ﬂ

= d@OvOu®’ 7 + V(@) In(w®) un??

veel, w'(p)

u (v

/ V(1)
"o + V() In(u(®) | u(n”?.



» Montrons que ¢, est bien définie au voisinage de 0.

— Casv #0.

Comme U est ouvert, on peut trouver r > 0 tel que D(p,r) < U.

r

On a, pour tout 7 € R tel que |#] < 7.,

I'inégalité || tv| < r.

D'oup+tveD(p,r).

- . oo o
Ainsi, ¢,,, est bien définie sur ] ol To [
— Siv =0, lafonction ¢ — p+ tv est constante égale a p.

Ainsi, ¢, , est bien définie sur R.
Dans tous les cas, la fonction ¢ — p + tv envoie un intervalle d’intérieur non vide centré en 0, dans U.
Ce qui montre que ¢,,, est définie au voisinage de 0. Notons I un tel voisinage.

 Montrons que ¢, ,, est dérivable en 0.
Notons p = (a, b).
Onposel' =Ty ,:t— (a+tx,, b+ ty,) quiest définie sur I a valeurs dans U.
Onal(0)=p.
— ¥y ety sont €' sur [

— fest€lsurU

D’apres la premiere regle de la chaine, la composée f oI est ¢ sur I, a fortiori dérivable en 0, et on a

I _ af ! af !
(foD)(0) = a(F(O))yl(O) + @(F(O))Yz(m
of of

/ = — —
Py,p0) = ax(p)xy + ay(p)y,,
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Montrons que F = f o ® est de classe €' sur V.

Autrement dit, que F admet des dérivées partielles en tout point p € V, et que les fonctions dérivées
partielles sont continues sur V.

Onfixe p=(a,b)e V.

Montrons que F admet une premiere dérivée partielle en py.

Considérons F,;, et montrons que cette fonction, définie sur Dy, est dérivable en a, ou Dy, = {x eR|
(x,b) € V}.

Posons I =]a—r,a+ r[unvoisinage de a inclus dans D .

Lapplication définie sur [

L:x— (¢1,p(x0),¥1,,(x0) = (@(x, b), y(x,b)) = D(x, b)

est a valeurs dans U.
Onal(a) =®(p).
La premiere application partiellede F = fo®:V — R en p est alors :

Fp, I — R
X —_ f((pl,p(x);ufl,p(x));

c'est-a-dire quel'ona Fy , = forl.

D’apreés la premiere regle de la chaine (vérifier les hypothéses, notamment constater qu'une fonction de

deux variables de classe € posséde des applications partielles en p de classe €), cette fonction est de
classe ¢!, de dérivée :

01(fe®@)(p) = F; ,(a) = (foI)(a)

01f(T(@) ¢} (@ + 02 f (T(@)y) (@

01 f(@(p))019p(p) + d2f (D(P) 019 ().

On a donc montré I’égalité de fonctions :
Ol(fodb) = (61fo<I>) 61(,0 + (62f0q)) 61’(//

« Les dérivées partielles étant continues, les composées 0, f o ® et 9, f o ® sont continues.
D’oti la continuité de 0; (f o ®).

¢ On procede de méme pour la deuxieme dérivée partielle, ce qui montre la deuxieme formule et la
continuité de 0 (f o ®).

e BILAN. la fonction f o ® est de classe 6.

— Lafonction ¢ : (1, v) — u+ uv est de classe €1 et vérifie :
0 0
Vaber?, Lab=1+b e ZLab=a
ou ov
— Lafonction v : (4, v) — u— uv? est de classe €' et vérifie :
0 0
Vianert, an=1-1* e Liab) =-2ab.
ou ov
D’apres la deuxiéme régle de la chaine, on en déduit que F € €' (R?,R) et que, pour tout (a, b) € R? :
of

OF o
—(a,b) = (1+b) —f(a+ab,a— ab®> + (1 - b == (a+ ab,a - ab?)
ou 0x o0y

OF 0 0
—(a,b) = a—f(a+ ab,a— ab®) —Zab—f(a+ ab,a— ab?).
ov 0x oy



Montrons que f admet en (0,0) un maximum local, c’est-a-dire montrons qu'’il existe n tel que ...
Posonsnp=1.

Soit p = (x,y) €R2 N D((o, 0),1;).

Pour alléger, notons r = ||p|l. Onadoncr <n=1.

Onaalors f(p) =r*-r2.

Commer<1,ona f(p) <0=f(0,0).

Rappel. Au voisinage de 0, on a 4 — 12 ~ — 2.

« En revanche, comme r* — r2

— +0o, la fonction f n’est pas majorée, donc elle n’admet en particu-
r—+00
lier pas de maximum global.

Rappel. Au voisinage de +oo, on a t* — 12 ~ ¢4,

IDEE : Via les applications partielles, on se ramene au théoréme correspondant pour les fonctions d'une
variable.

Supposons que f admette un extremum local en p = (a, b).

Lapplication partielle f; , : t — f(t, b) admet donc un extremum local en a.

On a vu que le domaine de définition de f; ;, contient un intervalle Ja — r, a + r[ centré en a sur lequel la
restriction de f;,, admet donc aussi un extremum local.

Le point a étant intérieur a cet intervalle, le lemme de I'extremum local nous donne f{ pa) =0, c’est-a-

. D

dire a_];( p)=0.

En procédant de méme avec la deuxieme dérivée partielle, on obtient % (p)=0.
Ainsi, py est un point critique de f.
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