PCSI 2 Exercices de révisions de fin de sup (Correction) Année 2023-2024

Table des matiéres

1 Algebre

Exercice 1 (Annales khass 1.1). Montrer que F: NxN — N* est une bijection.
(Pg) = (@p+1)27

Correction :
o Soient p,q,k,l € N tels que F(p,q) = F(k,£). Alors
(2p41)29 = (2k + 1) 2.

(R, <) étant un ensemble totalement ordonné, on a £ < q ou q < (. Sans perte de généralité,
supposons £ < q. Alors (2p +1)297¢ = 2k + 1.
Siq— 10 >0, alors 2k + 1 serait pair, ce qui est absurde; donc . Dés lors, 2p+1 =2k +1

puis . Ainsi,

e Soit n € N*,

f est injective ‘

— Sin est impair, alors il existe k € N tel que n = 2k + 1 donc n = F(k,0).
— Sin est pair, alors n est un entier > 2, dont la décomposition en nombre premiers est :
n=2% ] p* =: 2N,
peS
p#2

ot N est impair (en tant que produit d’entiers impairs), donc s’écrit sous la forme N = 2k+1,
avec k € N. Ainsi
n = (2k 4+ 1)2*% = F(k, a2).

Dans tous les cas, on a montré que tout entier n € N* avait au moins un antécédent par F dans
N? donc | F est surjective‘.

Variante : 'ensemble A := {k € N ; 2¥|n} est une partie non vide (0 € A) et majorée de N, donc
posséde un plus grand élément. Notons q¢ = max(A). Alors 29|n et 29+ { n. Ainsi, n = 2IN, avec
N impair donc de la forme N = 2p + 1. Ainsi, n = F(p,q).

On en déduit que ’F est bijectz've‘.
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Exercice 2. Soient E et F' deux ensembles et f : E — F.
Montrer que f est bijective si, et seulement si, VA € P(E), f(Cf) = CIJ;(A).

Correction :
o Supposons f bijective. Soit A € P(F).

— Soity € f(C3). Alors il eviste x & A tel quey = f(x). Alors, y & f(A). En effet, le contraire
impliquerait l'ezistence de a € A tel que y = f(a), et linjectivité de f permettrait d’en déduire
que x = a € A, ce qui est absurde. Ainst, y € CIJ;(A), et on a l'inclusion directe.

— Soit y € C’Z{:(A). Alors y & f(A). Comme y € F et [ est surjective, il existe x € E tel que
y = f(x). Or, y & f(A) donc x & A. Ainsi, y € f(C3), et on a Uinclusion réciproque.

Ainst, f(Cé) = C’I{:(A), ce qui montre l'implication directe.

o Supposons que : VA € P(E), f(Cg) = CJJ;(A)'

— Montrons que f est surjective. Soit y € F. Fizons A € Z(F).
x Siy e f(A), alors y a (au moins) un antécédent dans A.
x Sinon, y € CIJ;(A) = f(Cé) par hypothése, donc y a (au moins) un antécédent dans CEA.

Dans tous les cas, tout élément de F' a au moins un antécédent dans E donc f est surjective.
Alternative : d’aprés Uhypothése appliquée @ A = @, on a : Cfp = E et f(@) = @ donc
Uhypothése donne directement : f(E) = F, ce qui signifie que [ est surjective.

— Montrons que f est injective. Soient x,2' € E tels que x # 2.
Posons A = {z}. Alors ' ¢ A d.e. 2 € Cf donc f(2') € f(CH) = C};f(z)}, par hypothése.
Ainsi, f(2') # f(x). Ainsi, par contraposée, f est injective.

Ainsi, [ est bijective, ce qui montre le sens indirect.

Exercice 3 (Mines PSI). Un isomorphisme. Soient E, F, G et H des espaces vectoriels tels que

E=G®oH. Soit A={ue L(E,F)| G C Ker(u)}. Montrer que A est un espace vectoriel isomorphe a
L(H,F).

Trouvons un isomorphisme entre A et L(H, F'). Soit|®: A — L(H,F) .
u U|H

o A estun ssevde L(E,F) (le faire!) donc A et L(H, F) sont deur K-espaces vectoriels et V(u,v) €
A% Va € K, ®(autv) = (au+v) g = ouy+oy = a®(u)+®(v). Donc @ est une application linéaire.

o Soit u € Ker(®). Alors u € A et uyy = 0, donc G C Ker(u) et H C Ker(u). Or, Ker(u) est
un s.e.v.donc stable par somme d'oti E = G+ H C Ker(u), puis Ker(u) = E d’ot u = 0 puis
Ker(®) C {0}. Par ailleurs, 0 € Ker(®) donc on a l’égalité Ker(®) = {0}. Ainsi, O est injectif.

o Soitve L(H,F). Comme E=G® H, on sait qu’une application linéaire sur E est complétement
déterminée par sa restriction a G et a H. Soit doncu: E = G®H — F, lincaire, telle que ujg =0
el uyg =v.
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En effet, u: G H — F vérifie :
g+h +— wv(h)
— Vg e G, u(g) =u(g+0)=v(0) =0 donc G C Ker(u).
— Vh € H, u(h) =u(0+ h) =v(h) donc ujy =v dou ®(u) =v.
—ueL(EF).

Alors u € A et ®(u) = v donc u est un antécédent de v par ®, d’ou ® est surjectif.

o Conclusion : ’<I> est un isomorphisme donc A et L(H, F) sont isomorphes‘.

Exercice 4 (Annales khass 1.6). Soit f € L(E), avec dim E = 3. On suppose f2 =0 et f # 0.

1. Quel est le rang de f ?

2. Montrer qu’il existe une base BB = (e1, ez, e3) de E telle que la matrice de f dans B soit

o O O
o O O
S O =

Indication : On pourra commencer par choisir es ¢ Ker(f).

Correction :

1. f? =0 implique que Im(f) C Ker(f), donc rg(f) < dim(Ker(f)) = dim(E) —rg(f), en utilisant le

théoréme du rang. Ainsi, rg(f) < %, et comme rg(f) € N, rg(f) € {0, 1}.

Or, f n’est pas Uapplication nulle donc rg(f) # 0. Ainsi, |rg(f) = 1|

: 0 donc il existe e3 € E tel que f(e3) # 0. Ainsi, e3 € Ker(f). De plus, f> = 0 donc
[ #

f(es) € Ker(f), ou (f(e3)) est une famille libre de Ker(f). Or, d’aprés le théoréme du rang,
dim(Ker(f)) = 2, donc d’aprés le théoréme de la base incompléte, il existe ex € Ker(f) tel que
(f(e3),e2) est une base de Ker(f).

Il reste a vérifier que la famille (f(e3),ea,e3) est une base de E. Soit (a,b,c) € R3 tel que
af(es)+bes+ces = 0. En appliquant f, qui est linéaire, on obtient : 0+0+cf(e3) = 0. Or, f(e3) # 0
par construction, donc ¢ = 0. Ainsi, af(es)+bey = 0. La liberté de la famille (f(es), e2) permet d’en
déduire que a = b = 0. Ainsi, (f(e3), e2,e3) est une famille libre de trois vecteurs de E et E est de di-

0 0 1
0 0
0 0

mension 3 donc’ (f(e3),ea,e3) est une base de E ‘ Pour finir, | Mat f(ey) e0,e)(f) =

o O

Donc ’@ = (f(e3),ea,e3) convient‘.

Exercice 5 (Annales khass 1.10). Matrices d’Hadamard. Soit A € .#,,(R), avec A = (a;j)1<ij<n, telle

que :

Vie[l,n], ai;> Z |ai| -

J#i
1. Démontrer que A est inversible. Indication : Considérer X € 4, 1(K), XT = (x1...2p), tel que
AX =0 et introduire un indice iy tel que |x;,| = max |z
Stsn

2. Montrer que det(A) > 0.
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Correction :

1. On sait que A est inversible si et seulement si VX € M, 1(K), AX =0= X = 0. Raisonnons par
Vabsurde : on suppose que A n’est pas inversible ; il existe donc un X € My 1(K) non nul tel que
AX =0. On note XT = (z1...2,). Comme X est non nul, on choisit un indice ig € [1,n] tel que

o z;, est non nul;

o mieux que ¢a : tel que |z;,| est maximal.
Plus précisément, soit ig € [1,n] tel que
|zi,| = max {|z;| : i € [1,n]}.

On a donc Vi € [L,n], |z < |xi|. Aboutissons maintenant d une contradiction. On sait que
AX = 0. Donc, sur la ligne iy, on obtient que

n
Z @iy, = 0.
Jj=1

On fait passer tous les termes de la somme d’indice j # i a droite de [’égalité, et on divise par
Ziy, qui est non nul par hypothése. On obtient :

n

Lj
Qigig = — Z aioyj;'
j:l 0
J#i0

En passant a la valeur absolue et en utilisant que j € [1,n], <1, on obtient

x5
T
n
|ai07i0‘ < Z |Cli0,j|,
Jj=1
J#io0

ce qui contredit I’énoncé. Ainsi, AX = 0 est impossible pour X # 0. Ainsi, Ker(A) = {0g} donc
| A est inversible.

2. Comme A € GL,(K), det(A) # 0. Considérons f: Ry — R . 1l s’agit de montrer
x +— det(A+zl,)

que det A = f(0) > 0. Remarquons que f est une fonction polynomiale donc continue sur Ry, de

monome dominant x", donc en particulier, li{.%f = +o00. Soit x € Ry. Par hypothése sur A, la

matrice A + x1I, vérifie encore la condition d’Hadamard :

Vie[Ln], aig+a>ai; > |ail,
i

donc d’aprés la question 1. appliquée a la matrice A + xI,,, A+ xI,, est inversible donc f(x) =
det(A + zI,,) # 0.

Lycée Sainte-Geneviéeve 4/27 C. Vergé



PCSI 2 Exercices de révisions de fin de sup (Correction) Année 2023-2024

Comme f est continue sur Ry et ne s’annule pas sur [’intervalle Ry, on déduit du théoréme
des wvaleurs intermédiaires, que f est de signe fixe sur Ro. De plus, le fait que Emf = 400
o0

assure que f prend des valeurs positives donc : Vx € Ry, f(x) > 0. En particulier, en x = 0,
[det(A) = £(0) > 0],

Exercice 6 (Annales khass I.11, TD). Soient n € N* et A et B deux matrices de #,(R) telles que AB =0
et A+ B inversible. Montrer que : rgA + rgB = n.

Correction : D’une part, AB = 0 implique que Im(B) C Ker(A) donc rg(B) < dim(Ker(4)) = n —
rg(A), d’apres le théoréme du rang. Ainsi, |rg(A) +rg(B) < n‘

D’autre part, A + B € GL,(K) implique que rg(A+ B) =n. Or, Im(A + B) C Im(A) + Im(B) donc
rg(A + B) < dim(Im(A) + Im(B)) < rg(A) + rg(B) (conséquence de la formule de Grassman). Ainsi,
’rg(A) +1rg(B) >n ‘

Finalement, on a [’égalité : ’rgA +rgB=n ‘

01 -1
Exercice 7 (Annales khass 1.12). Soit A=| -3 4 -3 | etB=A—-1Is.
-1 1 0

1. Exprimer B? en fonction de B.

2. Montrer que pour tout n € N, il existe deuz réels a, et by, qu’on exprimera en fonction de n, tels que
A" = a, A+ b,I3.

3. La relation obtenue a la question précédente est-elle encore valable si n désigne un entier strictement

négatif ¢
Correction :
-1 1 -1 1
1. B=A-IL=| -3 3 -3 |=13 <f1 1f1).
-1 1 -1 1) >——-—
=:L
=:C
Donc B? = C’é’qL et CL = (1) donc ,

eR

2. B> =B donne A2 —2A+1=A—1 donc A2 —3A+2I =0 donc A> =3A —2I.
Vect (I, A) est stable par produit, donc pour toutn € N, A" € Vect (I, A) donc il existe (ay,,b,) € R
(uniques car (I, A) est libre) tel que ’ A" = an A+ b1 ‘
OnaA’=T=0xA+1x1I donc (ag,by) = (0,1).
OnaA'=T=1xA+0x1I donc (ar,b1) = (1,0).
De plus, Vn € N, A"t1 = AA™ donc apq1 = 3an + by et bpr1 = —2ay,.
Par suite, apto = 3an4+1 — 2a, donc (ap) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation
caractéristique r> — 3r + 2 = 0, qui se factorise en (r — 1)(r — 2) = 0. Par théoréme, il existe
(A, 1) € R? tel que Vn € N, a, = A2" + pl™.
Les conditions initiales donnent A+ p =0 et 2 X+ pu =1 donc A=1 et p = —1.
Finalement, |¥n € N, a, = 2" — 1‘ et ’ b, = —2a,_1 =2—2" ‘
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3. On a SAEAQ = I donc A est inversible, d’inverse| Al = % . Ceci permet d’étendre la relation

auzx entiers négatifs (par récurrence ou calcul direct).

n n n
Exercice 8 (Annales khass 1.13). Calculer S,, = Z < ), T, = Z < > et U, = Z ( >
0<3k<n 3k 0<3k+1<n 3k +1 0<3k+2<n 3k +2

Indication : on pourra utiliser les polynomes :

— " y3k _ n 3k+1 _ n 3k+2
Ph= > <3k>X et Py= ) <3k+1>x et Py= ) <3k+2>x :

0<3k<n 0<3k+1<n 0<3k+2<n

Correction : Notons Q =FPy+Pi+P,=(1+X)". Ona:

Q(L) = Py(1) + Pi(1) + Po(1) = Sy + T + Uy = 27

QW) = Ro(j) + Pr(4) + Poj) = Sn + j T + j°Un = (1 + )"

Q%) = Po(j%) + P1(j?) + P2(j%) = Sp + 72T + jU, = (1 4 52)", ce qui fournit un systéme linéaire de
3 équations a § inconnues.

En sommant les trois équations et comme 1+ j+ j2 =0, on obtient :

1 n “\ 1 - n 1 n - -\ - - n 1 n - \ 1N - - n
Su= |2 (U4 + @+ | Ta= 5 20+ 2+ 0" +5 0+ || Un = 5 (20 50+ 9" + 520+ 57" |

Exercice 9 (Annales khass 1.7). Montrer que, pour tout n € N*, le polynome (X% + X + 1)? divise le
polynome (X + 1)6n+1 — x6n+l 1,

Correction : Soit n € N*. Notons P = (X + 1)1 — X1 —1 et remarquons que (X? + X +1)* =
(X — HAHX — 5)2%. I faut donc montrer que j et j sont racines de P de multiplicité au moins 2. Or,
P € R[X] donc il suffit de montrer que j est racine de P de multiplicité au moins 2. Deux calculs
donnent :

P(]) _ (]+ 1)67’L+1 _j6n+1 1= (_j2)6n+1 _j6n+1 —1= _j2 _j —1= 0
et
P'(j)=(6n+1)(G+ 1) — (6n+1)55" = (6n + 1)(—53)" — (6n+1) = (6n + 1) — (6n + 1) = 0.

On a : P(j) = P'(j) = 0 donc j est racine de P de multiplicité au moins 2.
En conjuguant, il vient : P(j) = P'(j) = 0 donc j est racine de P de multiplicité au moins 2.
G # 32 implique que : (X — 7)%(X —j)?|P ie. | (X?+ X +1)?|P|.

Exercice 10 (Annales khass 1.3). Soient n € N* et f: C,[X] — C,[X]
P~ P(X+1)-P(X).

1. Justifier bricvement que f permet de définir un endomorphisme de C,[X].

2. Pour tout P € C,[X], exprimer deg f(P) en fonction de deg P.
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3. Déterminer Kerf et Imf. Ces deux sous-espaces vectoriels sont-ils supplémentaires ¢

0 --- e 0
1
s . 0 1
4. Montrer qu’il existe une base B de C,,[X| dans laquelle f a pour matrice
: .1 .
0O -+ --- 0 1 0
N.B. : Dans cette matrice carrée, les coefficients en ligne i et colonne i — 1 valent 1 et les autres

valent 0.
5. Pour tout k € [2,n + 1], déterminer Kerf¥ et Imf*. Pour quelles valeurs de k € [2,n + 1], a-t-on
Kerf* @ Imf* = C,[X] ?
Correction :

1. 1l est clair que f est linéaire.
Si P € C,[X], alors P(X 4+ 1) € C,[X] et puisque C,[X] est stable par différence f(P) € C,[X].

Donc ’ [ € L(C,[X]) ‘

2. Soit P = Z ap X" € C,[X]. Alors
k=0

n ; k-1
FP) =S al(X + 1~ XM =Yy lz (kf)Xj . Xk] Y ay (’?)XJ;
k=0 k=0 ; .

Si P est constant alors f(P) est nul; sinon, notons p = deg(P) € N*. Alors a, # 0 et Vk >
p, ap = 0. On obtient :

k=0 7=0
d—1 d ) d—1 k—1 k )
= aq <>XJ+Z(J/]€Z <>X]
=0 \J k=0 j=0 \/
= dag X1 +Q,

ot Q € Cy_s[X]. Or, dag # 0 donc deg(f(P)) =d— 1. En conclusion :

deg(P) —1 si deg(P)>1
deg(f(P)) = { —oo  si deg(P) < 0.
3. e Regardons l'image de la base canonique de C,[X] par f :

f(1) =0 donc 1 € Ker(f) et (f(X), f(X?),...,f(X™)) est une famille de n vecteurs non nuls
de C,,_1[X], échelonnée en degré donc libre. Ainsi, dim(Ker(f)) > 1 et rg(f) > n, mais d’apreés
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le théoréme du rang leur somme vaut exactement n + 1. Ainsi, dim(Ker(f)) = 1, rg(f) =n
et| Ker(f) = Vect (1) = Co[X] |, et |Tm(f) = Vect (f(X), F(X?),..., f(X")) = Cp1[X] |

o Ker(f) NIm(f) = Co[X] # {0}, donc Ker(f) et Im(f) ne sont pas en somme directe, donc
pas supplémentaires.

deg fF(X™) =n —k si k € [0,n]

fn+1(Xn) =0.

Il en résulte que B = (X", f(X"), f2(X"),..., f"(X™)) est une famille libre de n + 1 vecteurs
de C,[X] (vecteurs non nuls et la famille est échelonnée en degré). Or, dim(C,[X]) =n+ 1 donc

4. L’analyse sur les degrés montre que :

’%‘ est une base de Cn[X]‘ et ’ la matrice de f dans la base # est de la forme Uoulue‘.

5. Soit k € [2,n+1].
o Im(f) = f(C,[X]) = Cp_1[X] d’on Tm(f?)

f ) f(Ch1[X]) = Cp—2[X] et par
sik<n
{0} sik=mn+1.

De méme, Ker(f) = Co[X], Ker(f?) = C1[X],..., |Ker(f¥) = Cp_1[X]|

o — Sik#n+1, alors Ker(f*)nIm(f*) contient Co[X] donc Ker(f*) et Im(f*) ne sont pas
supplémentaires dans C,[X].

— Sik=n+1, alors Im(f"*1) = {0}, donc Ker(f"1) NnIm(f"*!) = {0}, d’ou Ker(f*) et
Im(f*) sont supplémentaires dans Cp[X].

Ainsi, | Ker(f*) @ Im(f*) = Cu[X] <= k=n+1/|

récurrence immédiate : |Im(f*) =

1 1
Exercice 11 (Centrale). Soient f, g € €°([0,1],R}.) telles que fg > 1. Montrer que : (/ f) X (/ g) > 1.
0 0

Correction : Considérons le produit scalaire (h|p) = fol hp sur €°([0, 1], R)).
Les fonctions \/f et \/g sont bien définies et continues sur [0,1] donc Uinégalité de Cauchy-Schwarz
appliquée a \/f et \/g donne :

VA" < Ival? = (Vive)”.

(o)< (fo)= [ v

Or, par hypothése, fg est minorée par 1 donc \/fg aussi (par croissance de la racine carrée sur R, ),
puis par croissance de l'intégrale sur [0, 1], on obtient fol vV fg > 1, donc par transitivité

(7)< (fa)=2

On conclut par croissance de la fonction carrée sur R..

i.e.

1
Exercice 12. Justifier l'existence et calculer le minimum pour (a,b) € R? de / (t* — at — b)2dt.
0
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o Premiére méthode (esprit euclidien) : On considére le produit scalaire usuel sur R[X] qui d
tout (P,Q) € R[X]? associe

1
<PQ >:/ P(4)Q(t)dt.

Pour tout (a,b) € R?, /1 (t (at + b)) dt = HX2 (aX + b)H
0

En notant F' = Vect (1, X) = R1[X] le ssev de R[X], on a d’aprés le cours que le minimum existe
et représente le carré de la distance entre X2 et F :

m = min

Jmin X - X+ B = min_ X2 P = axt p2 = X2 - pr(x?)|

PER;[X]

— Vérifions que < -,- > est un produit scalaire sur R[X].

* < -, - > est clairement une forme bilinéaire symétrique et positive.

x Soit P € R[X] telle que < P,P >= 0. Alors fo (t)2dt = 0. Or, t — P(t)? est positive
et continue donc elle est nulle sur [0,1]. Le polynome P a donc une infinité de racines
sur Uintervalle [0,1] donc P = 0. Ainsi, < -,- > est définie.

Ainst, ,+ > est bien un produit scalaire sur R[X] ‘

— Soit on utilise une BON de Ry [X] pour ce produit scalaire :
(1, X) est une base de R1[X]. On peut l'orthonormaliser a ’aide de l'algorithme de Gram-
Schimidt en la famille (f1, f2) avec :

fi=1} f2=\/ﬁ<X;).

Puisque (f1, f2) est une BON de F, on a : pp(X?) = (X2|f1)f1 + (X2|f2) f2 et on en déduit
la valeur de m = || X? —pF(X2)||2.

— Soit on utilise les propriétés des orthogonaux et projetés.
On a : pr(X?) € F donc il existe (a,b) € R? tels que prp(X?) = aX +b.
X2 —pr(XH)[1)=0
De plus, X? — X2) e Ft done (
’ prix) (X2~ pr(X3)]X) = 0.
Ainsi, (pp(X?)[1) = (X2[1) et (pp(X?)|X) = (X?]X)
d’ot (aX + b|1) = (X?|1) et (aX + be) (X21X).

Or, (11) =1; (1X) = 3 ; (X|X) = (1|X2> Lo(x|x?) =1
1a +b=3
Donc (a,b) vérifie le systéme : % lb 3 1
30 4
La résolution de ce systeme donne : a =1 et b= % d’ot pp(X?) =X — %.

m =] X? —pr(x?)| = (X2~ pr(X?)| X2~ pr(X?) = (X*X?  pp(X?))
—_——— —m—-o —

er cFL

1 1 1 1 1 1 1 1 1
= [ 22—t —dt:/ tt— 3 Adt== — -+ =-x == )
/0 (#—t+ gt = [ ( )= -t X
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1

Ainsi, |m = —|.
180

« Deuxiéme méthode (esprit fonction de deux variables) : Posons pour tout (a,b) € R?,
1
gmmy:/(ﬁ—ap—m%t
0
Soit (a,b) € R%. En développant, on obtient :
1
g(a,b) = / (t* + a®t? + b — 2at® — 2bt% + 2abt)dt.
0

A laide d’une primitive, on obtient :

2
2
PSR

L@
3 2 3

1

a,b) = -

9(a,b) = ¢

g : R? = R est de classe €1 en tant que fonction polynomiale de deux variables, et ses dérivées
partielles en tout point (a,b) sont :

2 1 9
dg(a,b) = Ea 3 +b et Oag(a,b) =2b— S +a.
21p =

ot — 881 (a,b):(l,f%)

wWoro|—

Donc (a,b) est un point critique de g ssi {
De plus, pour tout (h,k) € R%, on a :
1 1 1 1 2 /1N? h 2%k 1 1
14+h—+k]—g(l,—=)==|1+h)?*-1 ——4+k) - (=) —=——+Q+h)(—=+F -
g(+y 6+) g<,6> 3U+-) }+(6+:> (J ;5 T+ % 6+>+6
h 2k 1 h 1

1 1
e b e S e k— = +hk+ -
3{'*}+ ( 3) 273 6 "6

1
:§#+k%um+0xh+0xk

A\Z 1 1\
(k+2>-+<3—4)h

h\? h?
=[(k4+ = — > 0.
(+2) 150

Donc g admet un minimum global en (1, —%), qui vaut | g (1, —%) =..= % — % = 130 |

Exercice 13 (Annales khass 1.5). Pour n € N*, on pose E,, = Ry, [X].

n
1. Pour (P,Q) € E2, on pose (P|Q) = . P(k)Q(k). Montrer qu’on définit ainsi un produit scalaire
k=—n
sur E,.

1
2. Soit H, = {P e E, / P(t)dt = O}. Montrer que H, est un sous-espace vectoriel de E,, ; quelle
-1

est sa dimension ¢ Donner une base de son orthogonal.
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3. On prend n = 1. Calculer d(X?, Hy).

Correction :

1. (P,Q) — (P|Q) est clairement une forme bilinéaire symétrique.

Soit P € E,. (P|P) = Z P( )2 >0, car les carrés réels sont positifs d’ou (P, Q) + (P|Q) est positive.

De plus, si (P|P) =0 alors Vk € [-n,n], P(k) =0 d’ou P est un polynome de degré au plus 2n
qui posséde au moins 2n + 1 racines d’ou P = 0. Ainsi, (P, Q) — (P|Q) est définie. On en déduit

que ’ (P,Q) — (P|Q) est un produit scalaire sur E, |.

2. Soitp: E, — R . Alors ¢ est une forme linéaire non nulle (car p(1) =2 # 0) sur E,, et
P — [YP
H,, = Ker(p) donc H,, est un hyperplan de E,,. En particulier,
et|dim(H,) = dim(E,) — 1= (2n +1) = 1 = 2n |
Puisque E, est de dimension finie, on a E, = H, ® H;- donc H;- est une droite vectorielle, donc
il suffit de trouver un vecteur non nul dans H;-.

n n

e On peut remarquer que la famille des polynomes d’interpolation de Lagrange associés aux
2n + 1 points distincts —n,—n+1,...,0,1,...,n est une B.O.N. de E, pour ce produit sca-

laire. .
Hj;ék:(X )

[T (k= 7)

une famille libre (revenir a la définition de la liberté) de 2n + 1 polynomes de E,, (qui est un

En effet, pour tout k € [-n,n], on a Ly = Classiquement, (Ly)_n<k<n est

R-e.v. de dimension 2n+1) donc| (L) —n<k<n est une base de E, |. De plus, pour tout (p,q) €

[—n,n], ona (Ly|Ly) Z Ly( = Ly(p) = 0p,q, donc| (L) —n<i<n est une famille orthonormale|.

k=—n"—"Y"
=6p .k

e Soit P € E,. Alors P = Z P(k)Ly. Par linéarité de ¢, on a p(P) = Z P(k)p(Ly)
k=—n k=—n

Posons alors | Q) = Z o(Lk)Ly € E,, |. Puisque (L) est une B.O.N. de E,, on a
k=—n

(P|Q) = Z P(k = ¢(P).

k=—n
Ainsi,
H,={P€E,|¢/P)=0}={PcE,|(PlQ)=0}=Q"
Donc Q € H:, et Q #0 (sinon, H, serait égal a E, et ne serait pas un hyperplan de E,),
d’ot | Hr = Vect (Q)|.

3. Pourn =1, By = Ro[X] et H = {P € Ry[X] | f_11P =1} = {aX?+bX — ¢ | (a,b) € R?} est
bien un hyperplan de By, et Hi- = Vect (Q) ot

Q= @(=1)L_1 + (0)Lo + (1)L,
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et
(X—0)(X-1) 1 1, 1
L= (—1—0)(=1—1) = XE D =5X" -5
(X —D(X +1) _
Lo = CEENCERS =1-X)(X+1)=—-X*+1,
Ly = (i 8??:1? ;X(X +1) = fXQ + %X.
Or,
AX%, ) = [y (X = (X220 = - (X7Q).

1R IIQH

car (ﬁ) est une B.O.N. de HlL On a aussi X?> = (—1)?L_1 +0?Lo 4+ 12Ly et (L_1, Lo, L1) est
une B.O.N. de E1 donc

(X2|Q) = (—1)%p(L_1) + 0%p(Lo) + 12p(L1) = p(L_1) + ¢(L1).

Un calcul donne :

1 /1 1 [t e 1
o(L-1) = B /1 ((L‘Q 7:13) dz = ) / 2dx :/0 2idr = 3= o(L1)

J—1

@(Lo)—/ll(l—xz)dx—Q—g—;L.

On en déduit que : ||Q| = V/p(L-1)%> + ¢(Lo)? + ©(L1)? = \/ =2, et (X?|Q) = 2 donc

%

d(X? Hy) =

T+ a T e T
Exercice 14 (Annales khass .2). Soit (a1, . ..,an, ) € R** L. Calculer det v T+ar
T . T x fan
T
Correction : Notons X = | 1| et (e1,...,en) la base canonique de R™ (identifié a A,1(R)). On
x

cherche D = det(X + a1e1, X + azea, ..., X + aney).
Le caractere alterné du déterminant montre que, quand on développe ’expression ci-dessus par linéarité
par rapport a chaque colonne, les termes s’annulent des que deux colonnes au moins sont égales a X. 11
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reste donc :

D = det(ajen,...,anen) + det(X, aseg, ..., aney) + det(aier, X, ... aney) + - - - + det(aie, ..., an—16p-1, X)

n
= a1...an+ZmHa7¢.

k=1 ik

Remarque : D = o, + xop—1 (fonction symétriques élémentaires)

Exercice 15 (Annales khass 1.8). On munit R de sa structure euclidienne usuelle et on note
B = (e1,e2,e3) sa base canonique.
Soit uy,us, us trois vecteurs de R3, P la matrice dans la base B de f € L (R3) défini par :
Vi € [[1,3]] s f (ez) = Uj;.
(wlur)  (urfuz) (ualus)
Soit enfin le déterminant A = |(uz|u1) (uzlug) (uzlus)|.
(uslur)  (uslug)  (uslus)

1. Ezxprimer A a laide de det (P).
2. Montrer que A > 0.
3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A = 0.

4. On suppose (uy,uz) libre et on pose d = d(usg, Vect (u1,us2)).

(urfur)  (u1|uz)
(uglu1)  (uzluz)

)
Montrer que d*> = %, ou d =

(uilur)  (uiluz) (u1|us)
Correction : Notons M (u1, uz,us) = | (ualur) (uslua) (us]us)

(uslu1)  (usluz) (us|us)
1. Pour tout i € [1,3], notons C; est le vecteur coordonnée de f(e;) = u; dans la BON % donc
(usluj) = CF €.
Par définitions, on a
P = (C’l Oy Cg) = Mat»(f) = Mat g (u1, ug, us),

et
]\J(ul,u%uB) — (PTcl PTCQ PTC3> _ PT P

Ainsi,

A = det(PT P) = det(PT) det P = (det P)?|

2. Ona: P € #(R) doncdet PER et| A= (det P)? € R, |.

3. Ona:A=0<=detP =0<«= P ¢ GL3(R) <= detg(ui,uz,us) = 0 < (u1,ug,us) lice.
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4. On note F' = Vect (uy,uz), et x le projeté orthogonal de ug sur F. On a
d=d(us, F) = |lus — x| .
On écrit :

(uilur) (ui|uz) (ui]z + (uz — )
A = |(uz2lur) (u2lu2) (uz|lx + (us — z)
(uslur) (us|uz) (us|z + (uz — )

(ug|u)  (uqlusg) (ug|ug — x)
(uifur)  (urfug)  (uilz) =0
(uglur) (uglua) (uglz)| |(uzlur) (uzlusz) (u2lus — ) e
= (uslur) (uslus) (us|z) + —— (linéarité 3éme colonne)
=(zlu1) =(zluz) =(z|z) (uglur)  (usluz) (ugluz — )
2
=(ug—z|us—x)=||lus—z||

(u1fu1)

= det(M(uj,ug,x)) +|( )
=0 car (u1,u2,x) est liée) (u3’u1> (U3‘U2> HU3 - xHQ

(u1lug)

(uz2|uz)

uplur)  (ug|uz . .
=0+ |lus — z|? ( dvpt p.r. a la 3éme colonne
H 3 || <u2’u1) u2’u2 ( Pt p )
= d%.
Pour conclure, il suffit de justifier que 6 # 0, ce qui est le cas puisque (uy,uz) est libre (méme
A
argument que dans la question 3.). Ainsi, |d*> = 51

Exercice 16 (Annales khass 1.9). Soient A et B deux matrices carrées d’ordre n € N*. On suppose que :
e AB=BA;
o B est nilpotente (c’est-a-dire il existe p € N tel que BP =0).
1. Montrer que si A est inversible, alors A+ B est inversible.
2. Montrer que si A est inversible, alors det(A + B) = det A.
3. Si A nest pas inversible, a-t-on encore det(A+ B) =det A ?

Correction :

1. ¢f TD. Supposons A inversible. Alors on écrit : A+ B = A(I+ A™'B) et il n’y a plus qu’a montrer
que I+ A~'B est inversible. Or, cette matrice est de la forme I+ N avec N une matrice nilpotente
(car A=' et B commutent et B est nilpotente). Classiquement, I + N est inversible d’inverse
1—N+N2— N34 4 (—1)P7INPL

2. Supposons A inversible.
On écrit encore A+ B = A(I + A™'B). Alors det(A + B) = det(A)det(I + A™'B), donc il
suffit de montrer que det(I + A~1B) = 1. Montrons que pour toute matrice nilpotente N, on a
det(I + N) = 1. Pour cela, on va montrer le lemme : si N est nilpotente, alors N est semblable d
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une matrice triangulaire supérieure stricte. Supposons ce lemme acquis, alors il existe P € GL,(K)
0 (*) 1 (*)

tel que PT'NP = . Donc P"Y(I+N)P = , qui est de déterminant
(0) 0 (0) 1

1. Ainsi, det(I + N) =1, ce qui conclura.

Montrons le lemme, par récurrence sur la taille de N.

o Si N € # (K) est nilpotente, alors N = (0) et on a linitialisation.
o Soit n € N*x. Supposons que pour toute matrice M € #,,(K) nilpotente, il existe P € GL,(K)

0 (%)
tel que PTIMP = o
(0) 0

Soit N € My11(K) nilpotente. Considérons I’endomorphisme u de K"*! canoniquement as-
socié a N. Alors u n'est pas injectif (car endomorphisme nilpotent en dimension finie). Soit
donc ey € Keru \ {0}. La famille (e1) est donc une famille libre de K", que l’'on compléte
en une base € = (e1,ea,...,ens1) de K", En notant Py € GL,y1(K) la matrice de passage
de la base canonique vers €, on a

N =P~ 'NP, =

ce qui assure que M est nilpotente.
Par hypothése de récurrence, il existe donc Py € GL,,(K) tel que

0 (*)
PiMPp, = L = T.
(0) 0

Posons @Q = . Alors Q € GLp41(K) (évident grice au rang ou au dé-
.. 0 0] * - *
0 0
terminant) et Q71 = | . cpuis QTIN'Q = | . est
A o P'MP =T
0 0

triangulaire supérieure stricte. D’ou [’hérédité, ce qui conclut la récurrence et prouve le lemme.
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3. Supposons A non inversible. Alors A+ B n’est pas inversible (sinon, A = (A+ B)+ (—B) le serait
d’aprés 1.). Donc det(A+ B) = 0 = det(A). La réponse est donc s pour A et B deux matrices
carrées qui commutent, avec B nilpotente, on a ’ det(A+ B) =det A ‘

Alternative : sauf pour un nombre fini de x € K, A+ xI est inversible (car x — det(A+ xI) est
polynomiale) donc det(A + xI + B) = det(A + 1), d’aprés ce qui précéde.

Les fonctions x — det(A + I + B) et x — det(A + xI) sont polynomiales et coincident sur un
nombre infini de points, donc sont égales! En particulier, pour x =0, on a det(A + B) = det(A).
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2 Analyse

Exercice 17. En utilisant les éléments de Uy, exhiber une équation de degré 3 dont cos (27“) est solu-
tion.

Correction : Posons (7 = €7 = cos (27”) 1 isin (%”)
On a

_ 2 3 4 5 .6\ _ 2 3 73 79 7

U7—{17C77§77C77<75C75C7}_{15C77<73C75C7><77C7}~

Classiquement, la somme des éléments de U7 vaut 0, donc

. — 9. == 2 4 67
- 2 72 3.,73) — =
0=1+ (C?-I-C?) + (C7+C7) + <C7+C7) = 1+2cos< - ) —|—2cos< - ) +QCOS< - ) (%)
La formule de doublement de l’angle donne cos(20) = 2cos®> — 1. On a aussi :

cos(30) = Re(e*?) = Re((cos f + isin 6)?)
= Re(cos® 0 + 3i cos? @ sin § — 3 cos §sin? § — isin® 9)
= cos® — 3cosfsin’ 0
= cos® — 3cosA(1 — cos? 6)

=4cos® 0 — 3cosh.

21 .
En posant x = cos (7> , on obtient cos (47”) =222 — 1 et cos (677r> = 423 — 3x, puis en reportant dans

(%) -

L+ 20 +2(20% — 1) + 2 (42° - 32) =0,

2
donc | cos (;) est solution de l’équation de degré 3 : 8% + 42 — 4x — 1 = 0.

1
Exercice 18. 1. Déterminer une primitive de t — el 10, [
in
Indication : On pourra utiliser l’angle moitié.

2. Résoudre sur |0, [ l’équation différentielle
sin(t)y’ +y = tsin(t)(1 + cos(t)).
Correction :

1. Soit t €]0,[. Alors § € 10,5 [ donc cost >0 et tan % est bien défini.

o o . . 2tan £
Par factorisation par l'angle moitié, on obtient : sin(t) = ————+ donc
1+ tan” 5
1 1+tan?f  1(1+tan?l) /(¢ t
: = = 7 = , avec u :t+— tan —.
sin t 2tan 5 tan 5 u(t)
Ainsi, [t — In ]tan %] est une primitive de t — Siit .
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2. e sin ne s’annule pas sur |0, 7| donc il faut résoudre l’équation (E) :y' + — y = t(1 + cost).
sint —_——
X =:b(t)
=:a(t)
. . . . . 1
o Résolution de l’équation homogéne (H) :y' + e 0.
sin
=:a(t)

t

A:t—In(tand) = —In (t ) est une primitive de a donc
an i
2

A
t),/\eR}.
2

SH) = {t— e W XNeR} = {(t >
tan

on utilise la méthode de la varia-

e Trouvons une solution partzculzere de l’équation de départ :

tion de la constante (X). On a :
Ve, yp(t) = M)A € S(E) & Vi, yp(t) + altlyp(t) = b(t) & Vt, X(H)e4O = b(t)
&Vt N (t) = b(t)e ™,
Il faut donc choisir une fonction X telle que pour tout t €]0,7[, N (t) = b(t)eA®),

— Calculons [ be. Soit t €]0, x|
't 9 X bln‘g t
be x(1 + cosx) tan — Tz = [ @ x 2cos ~dr = [ 2z cos = sin ~ dx
2 Jo 2 oS 5 Jo 2
= / rsin zdz.
Jo

¢
Une IPP donne : / rsinxdr = —tcost + sint.
0
est une solution particuliére de (E)

yp it (sint —tcost)—
tan 3

— Des lors,

int —t t+ A
o Finalement : | S(E) = { — ot cots * LA E R}
tan 3

Exercice 19. Formule de Taylor-Lagrange. Soient a et b deux réels tels que a < b et n € N
Soit f: [a,b] — R vérifiant les trois conditions suivantes

o f admet des dérivées jusqu’a l'ordre n sur |a,b]

o f est continue sur [a,b] ;

o £ est dérivable sur]a,b|.

Montrer qu’il existe un réel ¢ €|a,b| tel que
_ . / (b_a)2 " . _ nf(n)(a) (b )n—l—l (n+1)
10 = @) + 0= a7 @+ E5 @) 4 - C2 g
Le terme M f+D(¢) est appelé reste de Lagrange
(n+1)! '
18/77 C. Vergé
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Correction : Méthode 1 : Soit A le nombre réel défini par :

_ / (b G)Q I (b—a)" ., (b— a)n+l
F0) = @)+ 0= ) f @)+ E5E )+ B )+
et @ lapplication définie sur [a,b] par :
—7)? —_ )" — )t
p:x— f(b)— f(:E)—l—(b—%)f’(l’)—%— (b 91 ) f”(ﬁ)—l—"'—l- <b ol ) f(n)($)+(b(n+)1)!

Il est clair que ¢ est continue sur [a,b] et dérivable surla,b], d valeurs dans R, et vérifie p(a) = 0 = ¢(b),
donc d’aprés le théoréme de Rolle, il existe un réel ¢ €|a,b| tel que ¢'(c) = 0. Or le calcul de ¢’ donne,
par télescopage :

oy (b—ax)" (n41)
¢(@) = = [A= ()]
Pour x = ¢, et sachant que (b _'C) %0, on obtient | A = f(”H)(c) , ce qui conclut.
n!
Méthode 2 : Soit ¢ &+ f(x)—[f(a) + (v — a) f'(a) + 5= f"(a) + -+ (w o {T@ 4 ot g),

définie sur [a,b].

Y est donc n+ 1 fois dérivable sur ]a,b[ et pour tout x €la,b],
(@) = fM (@) - fM(a) - Ble—a) et (@)= [ (2) - B.

Tout d’abord, ¢(a) = 0. On pose B tel que 1(b) = 0. Dés lors, 1(a) = 1(b). De plus, ¢ est continue
sur [a,b], dérivable sur]a,b|, d valeurs dans R, donc d’aprés le théoréme de Rolle appliqué a 1, il existe
by €la, b[ tel que /(b)) = 0.

Mais o' (a) = 0 =14'(b1), et en appliquant le théoréme de Rolle a v', on obtient l’existence de by €]a, by
tel que " (bg) = 0.

En itérant, on construit by,..., b, tels que a < b, < -+ < by < by < b et pour tout k € [1,n],
»®) (by) = 0. En particulier, )™ (b,) = 0.

Dés lors, v (a) = ™ (b,), ™ est continue sur [a,by,], dérivable sur |a,b,[, d valeurs dans R, donc
d’aprés le théoréme de Rolle appliqué a ™, il existe ¢ €]a, by[ tel que Y™+ (c) = 0.

On a donc

f("“‘l)((:) = B, et B tel que ¥(b) =0,

ce qui conclut.
Remarque : pour n =0, on retrouve [’égalité des accroissements finis.
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17! 1/p\ P
Exercice 20 (Annales khass I1.1). Pour (n,p) € (N*)2, on pose p(n,p) = (— Z <1 + E) ) .
n

k=0 "
. . N s -,
1. Déterminer, pour tout p € N*, v, := nll)r_{loo ¢ (n,p), puis pl}r—il-loo Up.
2. Déterminer, pour tout n € N*, w, := lim ¢ (n,p), puis lm w,,.
p——+o00 n—+oo
Correction :
1.« Fizons p € N*. On reconnait une somme de Riemann, ot x — (1+2z)P € €°([0,1],R), donc
1 n—1 k 1/p .1 1 1 ptl
lim =~ %" (1 + ) :/ (1+2)"/Pdz = {p(l +x)p+1] __P (2"1, - 1> .
n=rtoo n £ n 0 p+1 o ptl
Ainsi,

) p
/up—{p (2’21—1” .
p+1

e Posons u = %. Alors par composition de limites :

. Y 1 I4u 1/u7 ; 1 ! 1+u
A= i (@™ -0) 7 = e (G (e - v)).

Or, 2 =1—u+o(u) et

o _1=2x2"—1=2M2"_1=2(1+ (In2)u+o(u)) -1
=1+ (Ind)u + o(u).

Ainst,
1 ,
T u(21+“ —1) =14+ (In(4) — Du + o(u),
—0
d’ou
In < 1 (21w — 1)> = (In(4)—1)u+o(u) et ! In (1(21+u _ 1)) = In(4)—1+o0(1)
I+u ' u 1+u '
; P 1 1 14+u . . L .
Ainsi, lim —In | ——(277% — 1) ) =In(4) — 1, puis par continuité de l’exponentielle :
u—0 U 1+u
4
lim v,= lim e’= -1 _ 2|
p—r+00 y—In(4)—1 e
2. e Fizonsn € N*.
1 n—1 k 1/p
wy, = lim exp [pln | — Z <1+ )
p—>+00 ni= n

kP 1 k k\ 1 1
VEk € [0,n — 1], <1+) —exp{ln(l—l—ﬂ—l—&—ln(l—l—)—l— 0 ()
n p n n/ p p—=+too \p
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D’ou
1t K\ /P 1 o1 k 1 1 1
Z<1+) :1+><Zln(1+>+ 0 ():1+5n+ o) <>
n n p n n p—+oo \ D p p—+oo \ p
k=0 k=0
—5n —0
Ainsi,

1n—1 k 1/p
In | — 1+ — =5y 1).
pin nZ( +n> 0 +p—>(3&—oo<)

k=0

Finalement, par continuité de ’exponentielle :

1 n—1 k 1/p ) .
Wn = e PP Z ( o n) =

k=0

1 k
Wy, = exp <n Z <1—|— n)) .
k=0

e Par ailleurs, en reconnaissant encore une somme de Riemann, on a :

donc

n—1

1 k ! !
lim —Z (1—1—) :/ ln(l—i—:r)d:r:/ 1 x1In(l+ z)dx
n—+oo n =0 n 0 0

1
=[(14+2z)In(1+ x)](l) = / ldz  (par intégration par parties)
0
=2In(2) —1=1In(4) - 1.

D’ou, par continuité de l’exponentielle :| lim w, =exp (In(4) — 1) = —|.
n—+oo e

Exercice 21 (Annales khass I1.2). Soit w € R. Déterminer les couples (z,y) de fonctions dérivables sur
R telles que, pour toutt € R :

{ 2/ (t) = —y(t) + sin(wt) (%)

y'(t) = x(t) — cos(wt).

Correction : Procédons par analyse-syntheése.

Soient x et y des fonctions dérivables sur R et z : t — x(t) + iy(t). Alors z est dérivable sur R et pour
tout t € R, 2/(t) = 2/(t) + 1/ (t).

Si (x,y) est solution de (x) alors pour tout t € R, on a :

2(t) =a'(t) + iy (t) = —y(t) + sin(wt) + i(z(t) — cos(wt))
= i[z(t) + 1y(t)] — i[cos(wt) + i sin(wt)]

= iz(t) — ie™?,

donc z est solution de I’équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients constants et second membre
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exponentiel : A
VteR, 2 (t) —iz(t) = —ie™" (E)

o L’équation homogéne associée est : 2'(t) —iz(t) = 0 de solutions t — Ce', avec C € C.
e Déterminons une solution particuliére.

Premiére méthode (cas favorable). L’équation caractéristique associée est r—i =0 de racine
1, el iw =1 < w = 1.
iwt

— Cas ot w # 1. On cherche une solution particuliére de la forme t — Ae™" et on trouve

wt

1
(aprés calculs) A = 1 € R donc t — 16 est solution particuliére de (E) et les

solutions de (E) sont les

, 1.
z:tHCe”—i—ﬁe“"t, CeC.

Par unicité des fonctions parties réelles et imaginaires de z (en écrivant C' = a + ib €
R + iR et comme w € R), on a

sin(wt) |.

. 1
cos(wt) et y:L‘Hasmt—l—bcost—i—1

T:lt+— acost —bsint + 7

Réciproquement, un calcul de dérivée permet de vérifier que ces couples de fonctions sont
bien solutions de (x).

— Cas otiw = 1. On cherche une solution particuliére de la forme t — Bte' et on trouve
(aprés calculs) B = —i donc t — —ite' est solution particulicre de (E) et les solutions
de (E) sont les

z:te (C—it)e', CeC.

Par unicité des fonctions parties réelles et imaginaires de z (en écrivant C = a + ib €
R+iR), on a

’x:tHacost—i—(t—b)sint‘ et ’y:tH(b—t)cost—&—asint‘.

Réciproquement, un calcul de dérivée permet de vérifier que ces couples de fonctions sont
bien solutions de (x).

Deuxiéme méthode (variation de la constante). Soit C' une fonction dérivable de R dans C
et z 1t — C(t)e'. Un calcul donne 2 —iz : t — C'(t)e". Donc z est solution de (E) ssi
Vt e R, C'(t)e' = —ie™! ssiVt € R, C'(t) = —ie' @~V Distinguons les cas.

i(w—1)t iwt

— Cas ot w # 1. On pose C : t — ,;Zei(w_l)t: ¢ donc|z it —
— i(w—1) l1—w 1—w

est solution de (E)|.

— Cas ot w = 1. Alors C" = —i donc on pose C : t v —it et|z : t — —ite' est solution de (E)|.

On conclut comme avec autre méthode.
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Exercice 22 (Annales khass I1.3). Soient (a,b) € (R%)? et (un)n>0 une suite de réels > 0 vérifiant :
Vn € N, Yntl — nta N
> T

1.

n+b°

Trouver une condition nécessaire et suffisante sur (a,b) pour que la série de terme général u,, converge.

Indication : On pourra considérer la suite de terme général w, = In (nb*“un). On suppose désormais

que (a,b) vérifie cette condition.
Montrer que nu, — 0.

Calculer la somme de la série de terme général uy,.

Correction :

1. Posons w, = In (nb_“un), On sait que la suite (wp)nen+ converge ssi la série Y (wWp41 — wy)

converge.
Soit n e N*. On a :

Wpt1 — Wy = In ((n + 1)b7“un) —In (nbfaun>

=(b—a)ln L ! +1D Un+1
(
n

U,

——
n+a 1+2%
n+b71+%

_(b_a)hl(l—i—i)—&-lIl(l—i-Z)—111(1—1—2)
e afto(B)] 2 ro(k) -t o(3)

# est le terme général d’une SATP convergente (série de Riemann), donc par théoréme de com-

paraison, Y (wp41 —wy) est absolument convergente, donc convergente, et (wy)pnen+ converge, vers

e

nb—a |

un réel noté A. Par continuité de exp, nb=y, — e #£ 0 donc | uy ~

On en déduit que (un)nen est positive a partir d’un certain ranget Y u, est de méme nature que
la série de Riemann 3. —— (par théoréme de comparaison des SATP).

n
Connaissant les cas de convergence des séries de Riemann, on en déduit

Z“" converge <=>b—a>1|

On suppose désormais que b —a > 1.
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A A
e e . o
2. On anup ~ ——— avecb—a—1>0, donc ——— — 0 et par conservation de la limite dans
n

nb—a
les équivalents, | nu, — 0|.

3. Soit NeN. Ona:V¥neN, (n+bupt1 = (n+ a)uy,
donc ¥n € N, (n+ Dups1 — nuy, + (b — Duppq — auy, =0
donc¥n € N, (n+ Dupr1r — nuy + (b— 1) (ups1 — un) + (b—1—a)u, = 0.
En sommant pour n de 0 a N, on obtient par télescopage :

N
(N +1Duny1 —Oug+ (b—1)uns1 —ug+ (b—1—a) Z Uy,
%,—/ H/—/ n:(]
—0 d’aprés 2. —0

On auy — 0 (terme général d’une série convergente) donc en passant d la limite quand N — +o0,

on obtient
+oo
b—1
S = (b —Tuo |
— b—a—1
n=0

Exercice 23 (Annales khass 11.4). Soit E = {f € ¢*([0,1],R) | f(0) = f(1) = 0}.

1. Démontrer que pour tout f € E, et pour tout z € [0,1], il existe ¢ € ]0,1][ tel que f(z) = f"(c) @

1
2. Montrer qu’il existe M > 0, que l’on déterminera, tel que : Vf € F, / |f| < M sup |f”]. Déterminer
0 [0,1]

la meilleure valeur de M.

Correction :

1. Soient f € E et x € [0,1].
Six =0 oux =1 niimporte quel ¢ convient.
Supposons maintenant que x €]0,1[. On peut trouver A € R tel que la fonction

v: [0,1] — R
t(t—1
toe ft) - AN

s’annule en = (prendre A = 962(1;7(2), qui est bien défini car x €]0,1[). La fonction ¢ est donc de

classe €%([0,1],R) et s’annule en 0, z et 1 et on a 0 < x < 1. Par application du théoréme de Rolle
sur [0,z] et sur [x,1], on obtient l’existence de a €]0,z[ et b €]z, 1] tels que ¢'(a) = ¢'(b) = 0. En
appliquant encore le théoréme de Rolle a ' € €' ([a,b],R), on obtient : Ic €]a, b | ©"(c) = 0. Or,

O" = f"— A donc|3e €]a,b[C]0,1[: f(c)=A= :132(567(—:?) ’

. N . - -1
2. Soit f € E. D’aprés la question 1., pour tout x € [0, 1], il existe ¢ €]0, 1] tel que f(x) = f”(c)%.

De plus, f € 2(0,1],R) donc " € €°([0,1],R) donc sup |f”| existe dans R et on le notera || f"|| .-
Ainsi,
z(1

v e 0], 7)) < 2D
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puis par croissance de l'intégrale sur [0, 1],

1 " 1 " 1 " 2 3 1 "
[in= 17"l T [l J 1l [2 B x] e

2 3 12
M = % convient|.
C’est méme la meilleure valeur possible pour M, car cette borne est atlteinte pour la fonction
] 1
g:x— @ En effet, g € E, /0 lg| = o’ " x— —1 donc ||g"||, = 1.

Exercice 24 (Annales khass IL5). 1. Soit f € €*([0,1],R) telle que f(0) = 0. On pose, pour n € N* :
Up= > f (n%) Montrer que u, — f'(0)/2.
k=1
2. On suppose maintenant que f est de classe €', que f(0) = 0 et que f”(0) ewiste. Montrer que
u, — f(0)/2.

n
3. Soient f comme en 2. et g € €°([0,1],R) On pose pour n € N* : v, = > f (n%) g (%) Déterminer
k=1
la limite de (vy,).

Correction :

1. Soientn € N etk € [l,n]. Onal <k <n <n? donc0 < n% < 1. Puisque f € €*([0,1],R) et
f(0) =0, on sait d’aprés le TAF qu’il existe xy,,, € }O, n%[ tel que

£(55) =1 (55) — F0) = 57 ).

Ainsi, f (%) = f—zf’(mkn) donc

< Z %xkﬂ ||f”HOO d’aprés ULA.F. appliquée a f' € €1(]0,1],R)*

n 2
= HfllHoo Z < ' > car 0 < rp, < %

"2
=1 \T

n+1)(2n+1)
6nt

<1, ™
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En effet, f € €%([0,1],R) donc f' € €*([0,1],R) et f" est continue sur le segment [0,1] donc bornée
par le réel || f"|| - D’aprés VLA.F., on a pour tout k € [1,n], |f (zkn) — f/(0)] < | F"]| oo Thn-

n(n+1)(2n+1)

Puisque nd — 0, on a par théoréme d’encadrement que
n
"k
!
AP D rered

D’oq, par opération sur les suites convergentes, on conclut que :

n k n k 70
un=<unf'<o>ZnQ> + 7o <2n> .
k=1 k=1
—_———
-0 _n(n+1) L

oz Y

2. L’hypothese f"(0) existe signifie que f' est dérivable en 0. Ainsi, f' admet un DL d l'ordre 1 en
0 :
f'(@) = f'(0) + f"(0)z + o().

Puisque f est dérivable sur l'intervalle [0,1], on a par théoréme de primitivation des DL que f
admet un DL a l’ordre 2 en 0 donné par :

" 0 2
£a) = £(0) + 7O + T 4 oa2)
Puisque f(0) =0, on a
Vk € [1,n] f<k> —f’(0)£+f”(0)k—2+k—2 ) —0
7” ) n2 - n2 2”4 n48k‘,7’la ou Sk,n n—+00 .
En sommant, on obtient :
I B SR
up = f (O)Zj‘f‘f (O)Zzﬁ+zj€k,n~
=1 =1 k="
—— ———
—1/2 —0

Or, toute suite convergente est bornée donc pour tout k € [1,n], il existe My, € R tel que |eg n| < My,

L nn+1)(2n+1)
et en posant M = max M, on a : k € [1,n], ep,, < M et ke <M
p 1<k<n ks [[ ’ ]]; kn > ,Igzl n4 kn| = 67'L4
—0
s \ L k2
donc par théoreme d’encadrement ) “zep, — 0.
=1 n—-+oo
Ainsi, par opération sur les limites, on trouve a nouveau : |u, — @ .

3. Comme dans la question précédente, on peut écrire :

f(x) = f(0)x + O(z?).
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Ainsi, pour tout k € [1,n], on a : f (n%) = f’(O)% +0 (i—i) donc

k k k k k2 . .
f (n?) g (n) = f (0)—2 () + njbk’n avec (byn)nen+ une suite bornée.

En sommant, on obtient :
n

, ko (k L2
vn:f(())zﬁg - +MZR,
k=1

k=1 =
——
—0
ou M est, comme dans la question précédente, un majorant des suites (b1 p)nen+, - - - (bnn)nens-

Or, par convergence des sommes de Riemann (car t — tg(t) € €°([0,1],R)), on a :

"ok 1 Nk k 1
Z* () Iy 5y, ()—> tg(t)dt.
Pt n2 1 n i n’ \n/ notoo Jo

Ainsi, par opération sur les suites convergentes, on a

vy —— (0 )/Ohltg(t)dt.

n——4o00

Exercice 25 (Annales khass 11.6). Soit f: x — ——
1+ a2

P,(z)

1. Montrer, pour tout n € N, qu’il existe P, € R[X] tel que ) (z) = W,
T

pour tout x € R.

Déterminer les racines de P,.

2. Montrer : Vn € N, Vo € R, ’f(” ‘<n'

Correction :

1.
I 1 _ gl —(@—9] _ 5 +—%
1+22  (z+1i)(z—1) (x+1)(z —1) r—1i x+i
Remarquons que si g : x + (x — )~ alors ¢ : x — —(xz — a)™2, ..., et on conjecture que pour

tout n € N*, g : 2 — (=1)"n!(z — )" 1. Ainsi,

L(=D"n! L=l L(=1)"n! [(z 4+ )" — (@ — i) L]
* (n) _ 21( 1> n _ 21( ) e 21(
Vn e N*, Vo e R, f"(z) = @—i (wtintl (2 + 1)n+] ’

et cette formule est encore valable pour n =0 donc :

L(=1)"n! [(z +4)" T — (z — i)™ ]
7R (n) () — 21(
VneN, Vz e R, f"(x) @2+ 1)
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Fizons n € N. Posons P, = &0 (X +4)" T — (X —i)" "] € C[X]. Alors

21

_(=1)"n! sy | bl Al
P, = - (Z( ) )[z Lok (gt k]Xk)

k=0
= (_12)1 (o +2i(n +1)X" + ;;) (”Z 1) [in e — (—i)"“’“]X’“)
P,=(-1)"(n+1IX"+Q, avec Q € C,_1[X].

Donc P, est un polynome de degré n et de coefficient dominant (—1)"(n + 1)!. Déterminons les
racines de P, dans C. Soit o € C.

Pn(Oé) =0« (Oé + i)"+1 _ (Oé - i)n—i—l

o+ . . .
& ( ) =1 car o # i vu que i n’est pas racine de P,
a—1i
o+ 2k
& 3Jk € [0,n], - = e'ntl
a—1i
a+1 2km ) )
< 3Jk € [1,n], - = e'n+l car i # —i
oa—1i

& Tk eLn], (a+i)=(a—i)en
o Ike[ln], all—en) = — (1+ eii%’;)
- 2k

1 ] ¢ RT2 cos

R P Sl 1)
km
n+l

2k .
1—e'ntt eﬂ+1( 2i) sin

km
COS (n+l)

km
o ()

)

< dke[l,n], a=

L _km
COS (T-{-l

Pour k € [1,n], notons ay = 7> Vérifions que les oy, sont deux d deux distincts. Soient

Sin(TL

k,le[l,n]. Ona :
o = <z>cos(k7r sin( tr )cos( tr )sin( ke >—O
b n —+ n—+1 n-+1 n+1)

1
& sin (MT) =0

n+1
k—/
o =0T g
n+1
k—1¢
& €.
n+1
Or, k,0 € [1,n], donc —(n—1) < k-0 <n—1 puis —ZH S%S n+1 d’ot —1<n—+1<1
Ainsi,
k—1¢
— _ k:
ap = oy <& n 1 =0 l,
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ce qui prouve que les oy, sont deux a deux distincts. Ainsi, nous avons trouvé les n racines de Py,
qui donc se factorise en :

2. Soient n € N et x € R. D’aprés la question précédente,

" —1)"n! 1 1
f( )(‘7“) - ( 2)1' <(L _ /L‘)n-i-l - ((L + i)n-‘rl) ’

n! 1 1
2 [(x—i)ntt (x40t

donc

F" ()] =

- n! < 1 . 1 )
= 2 |z —dvtl |zt )7
par inégalité triangulaire. Or, x € R donc |z —i| = |z +i| = Va2 +1 > 1 donc

|z —i|" = |z +i[" T > 1 puis T + T <2 dou||f™(z)] < nll.

1 tn
Exercice 26 (Annales khass 11.7). Soit n € N et u,, = / AR dt.
0

1. Montrer que la suite (un)nen converge vers 0. Cette suite est-elle monotone ¢

2. Montrer que pour tout n € N,

a Lintig(t)
_ dt
Un =TT /0 ntl

ol a est un réel et g une fonction continue sur [0,1] d expliciter.
3. Donner un équivalent simple de wu, lorsque n tend vers l’infini.
Correction :
(a) Soit n € N.

e Ona :Vt € [0,1], 0 < fitQ < t" donc par croissance de l'intégrale sur [0,1], on a

1
0<u, < fl t"dt = ——. Par théoréeme d’encadrement, on a|u, —— 0]
0 n+1 n——+oo

1 tn+1 _n 1 "t —1
e On a, par linéarité de l'intégrale : upi1 — Uy = / ( ) dt
0

—dt = — <0,
0 V1+4t2 V1 + t2 -
N—_——

<0

par positivité de l'intégrale sur le segment [0, 1]. Ainsi,

(up) est décroissante ‘
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(b) Soit n € N. A l'aide d’une IPP, on écrit :

1 1
Uy = t" x dt
" fg V1+ 2
n

o 2\—1/2 ' bgntt 1 2\—3/2 1
1+t7)" } —/ X —=(2t)(1 +t7)2/=dt avec u,v € € ([0,1],R
RS Aol e bl Tl (10,1), )
=u(t) =v(®)
1 D) 1 n+1
/f+ ! ! dt
n+1  Jo n41(1+1¢2)32

1414
- @ +/ g()dt, avec a=1/V2 et g:t—
n+1 0 n+1

(1+i2)3/2 € ¢°([0,1], R).

(c) Puisque g € €°([0,1],Ry), on sait d’aprés le TBA que g est bornée. On peut considérer
ool g, et on a 0 < g < |loo||g. Par positivité de l'intégrale, on a 0 < fol t"Hlgt)dt <

ool g fy ¢+ dt = M Par théoréme d’encadrement, on a [, t"1g(t)dt ——— 0 donc
n n——+o0o

+ 2
Lygntlg(t 1
[0 gy (1)
o n-+1 n+1

L ol . 1
On en déduil que u, ~ —— puis | u,
n

+1 V2 |

Exercice 27 (Annales khass I1.8). Le but de cet exercice est de déterminer l’ensemble

E = {f c €' (R,R) | Vz € R, f(f(x)) = g+1}.
1. On suppose que f € E.

(a) Montrer que Ve € R, f(5+1) = @ + 1. (b) Montrer que f’ est constante.
2. Conclure.

Correction :
1. Soit f € E.

(a) Soit x € R. Comme f € E,

F(5+1) = s =121

(b) f € E donc f est dérivable sur R. En dérivant [’égalité précédente, il vient :
f'(@)
2

Vz € R, ;f’(;Jrl): , puis Vz € R, f’(§+1>=f’(l‘)-
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uyg =2

VneN, upp =g +1°

(up) est une suite arithmético-géométrique de point five 2, donc (u, — 2) est géométrique
de raison % et Vn € N, u, — 2 = (ug — 2)21,1 d’ou ¥n € N, u, = (v — 2)% + 2 puis
(un) converge vers 2.

De plus, Yn € N, f'(ups1) = f'(upn) donc en itérant Vn € N, f'(u,) = f'(ug) = f'(x).

Or, f' est continue sur R donc en particulier au point 2, d’ot par passage a la limite dans

Fizons v € R et introduisons la suite (uy) définie par :

légalité précédente : f'(x) = f'(2), ceci pour tout x € R. On en déduit que ’ I est constante‘.

2. Procédons par analyse-synthése = double inclusion ici.

e Si f € E, daprés la question 1., f' est constante donc f est une fonction affine, i.e. de la
forme z +— ax + b, avec (a,b) € R?. Alors

Ve € R, f(f(z)) = af(x)+b=alax +b)+b=d’x+b(l+a).
Comme f € E, elle vérifie :

Vz € R, g—i—lzan—&—b(l—i—a).

En utilisant Uunicité de Uécriture d’un polynéme, on obtient : a® = % et b(1+a) = 1. Ainsi,
V2 _ L V2 V2 . 1 V2
(0,0) = (J5 ¥5) o) = (=5 g5) et B {(w Jgo + o) i (o — o+ 0) 1

o Péoinm - . a1, V2 R V2
Réciproquement, n0t0nsj.x»—>\/§m+\/§+1 g:xTi— \/ﬁl—i-\/i_l.

Les fonctions affines sont de classe €' sur R
1
De plus, pour tout x € R, f(f(z)) = 2$+\/+1 ( 2) 5+ 1 donc f € E.
1

De méme, pour tout x € R, g(g(z)) = L 2T+ A 1( - 2) =5+ 1doncge€ E. On a donc
vérifié que {f,g} C E.

Finalement, E est un ensemble fini a deux éléments :

1 V2 1 V2
E{<$'_>\/§x+\/§+1>;($'_>_\/§$+\/§—l>}'

Exercice 28 (Annales khass I1.9). Le but de cet exercice est de déterminer l’ensemble E des fonctions
f € €°(R,R) telles que

Vr eR, f(x)+ /Ox(:v —t)f(t)dt = 1.

1. On suppose que f € E. Montrer que f € €*(R,R) et que f est solution d’une équation différenticlle
du second ordre a coefficients constants.

2. Conclure.

Correction :

1. f e E donc N N
Vr € R, f(a:):l—x/o f+/0 LAt (+).
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f € €°%R,R) donc d’aprés le théoréme fondamental du calcul intégral, x + zfyf etz —
z [§ tf(t)dt sont de classe € sur R. Par opérations, f est également de classe €. Mais alors,
z [y fetx [ tf(t)dt sont de classe €2 sur R et f aussi. On pourrait méme montrer
que f € € (R,R).

En dérivant (x), on obtient :

Ve eR, f(x /f—xf ) +of(z /f

En dérivant d nouveau, on obtient : f" = —f (f est solution de ’EDL homogéne a coefficients
constants).

. D’aprés ce qui précéde, on a trouvé que E C Vect (cos,sin).
Soit (a,b) € R? tel que f = acos+bsin. Pour tout x € R, on a, grice d deuz IPP :

/(a;—t)costdt:[(l—t)mnz‘t 0+/ sin tdt
0

=0+ [~ cost];
=1—cosuz,
et
/ (z — t)sintdt = [(z — t)(— cost)]’=f — / cos tdt
Jo Jo
=z — [sint];
=1z —sinx.
Ainsi, B
Va € R, / (x —t)f(t)dt = a + bx — acos —bsin = a + bx — f(x).
0
Donc :

feEE<=VzeR at+br=1<= (a=1etb=0).

P )

En conclusion,

Exercice 29 (Annales khass 11.10, TD). On définit f sur R* par f (x) =1+ Sm(l/x)

1. Montrer que f (R*) C {%, %] et que fo f(R*) C[1,4o0].

2. Montrer que f est %-lipschitzienne sur [1,+o0].

3. Montrer qu’il existe un unique £ € [1,+00[ tel que f (£) = £.

4. Etudier la suite (up), oy définie par ug=a € R* et : ¥n € N, upi1 = f (un).
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cf TD dérivation.

Exercice 30 (Annales khass I1.11, TD). Déterminer la nature, selon les réels positifs a et b, de la série
de terme général :

Up = VYn3 +an — vVn2 +b.

cf TD série.

Exercice 31 (Annales khass 11.12). 1. Montrer que pour tout n € N* [’équation x — e~ = n admet
une unique solution sur R. On note désormais x,, cette solution.
2. Montrer que x,, ~ n.
n—+oo
3. Donner un équivalent simple de x, — n lorsque n tend vers l’infini.
Correction :
1. Soit f: R — R . [ est dérivable sur R et Vo € R, f'(x) = 1+e* > 0 donc f est

r — x—e "

strictement croissante sur l'intervalle R donc f induit une bijection de R sur f(R).
Comme de plus, f est continue sur R, d’aprés le théoréeme de la bijection monotone :

F(R) =Jlim £ Jim f[=] — o0, +oo[=R,

ot (*) peut s’obtenir en écrivant f(x) = —e (1 — ze®) et par croissance comparée.
Ainsi, [ est bijective de R dans R.
Fizons n € N. Alorsn € R donc n a un unique antécédent dans R par la fonction f, ce qui assure

que | ’équation x — e~ " = n a une unique solution dans R, que l’on notera x, ‘
2. Soit n € N*.
M¢éthode 1 : Par définition de x,, on a :
T, n+efn e n
n n n
e~ Tn 1 e
Or,zp,=n+e " >0donce ™ <1et0< < —. Par encadrement, il vient — 0.
n n——+oo
. .| Tn
Ainsi, | — —— 1.

Meéthode 2 : On a : f(n) = n—e " < n = f(xy,) et f est croissante sur R donc n < x.
De plus : f(n+1)=n+ (1 —e ") > n = f(z,) et f est croissante sur R donc n+ 1 > z,.
—_————

>0

Ainsi, n < xp, <n+1, puis 1 < =2 < 1+%, d’ot par encadrement nEI}Lloo

In — 1 donclx, ~ nl

Ln
n n—+400

Méthode 3 :
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e Ona:n+1>n>—1et f(0)=—1dot f(xny1) > f(xn) > f(0). Or, f est croissante, donc
on en déduit que Tp41 > xn > 0 (sinon...). Ainsi, la suite (xy,) est strictement croissante.
D’aprés le théoréme de la limite monotone, on sait que (x,) converge vers { € Ry ou bien
diverge vers 400.

o Raisonnons par l'absurde, en supposant que (x,,) converge vers £ € Ry. Comme f est continue
sur R (donc en t), on aurait : f(x,) —— f({) € R. Or, f(zn) =n ——— 4o00. L’unicité
n—-+00 n——+o00
de la limite de (f(xzy)) méne a une contradiction. Ainsi, (x,) diverge vers +oo.

Tp, nte —
e Enfin, —=——=1+ — 1. Ainsi, [x, ~ n].
n n nern n—-+oo n—00
3. Soitn € N*. On a f(z,) =n donc x,, —n = e *". On conjecture que x, —n ~ e~ ". Montrons-le.
Ona:

Tp — N _ o

fr— e?’l Tn = e € E— 17

e n—-+o00

car lim x, = +oo, lexponentielle est continue donc e™*» — 0. Ainst,

n——+o0
]

1 s Inz/z
Exercice 32 (Annales khass 11.13). Déterminer lim (1+ sm2x ) ’
z—0+ z¢lnx

Correction : On a :

1
(1+sinz)"%/* = exp {nx In (1 +x+ 0(1’2))}
x

Inx
:x<1xnm+o(mlnm)> car zlnz — 0

Ainsi, | la limite cherchée est _71 .

n—1 n—1 1/n
1
Exercice 33 (Annales khass I1.15). On pose v, = e — E — et u, = (e — —> pour n € N*.

1. Montrer :
Vn € N*, 3¢, € [0,1] : vnz%.

Lycée Sainte-Genevieve 34/7? C. Vergé



PCSI 2 Exercices de révisions de fin de sup (Correction) Année 2023-2024

2. Trouver un développement limité a deuz termes en 1/n de c,.

On admet que n! ~ /2mn (%)™ au voisinage de +oco.

3. Donner un équivalent simple wy, de uy, puis un équivalent de u, — wy,.

Correction :

1. Soit n € N*. On reconnait dans e — ZZ;II % le reste de Taylor de exp en 0 a l'ordre n — 1 évalué
en 1. Or, la fonction exp est de classe €™ sur le segment [0,1] donc d’aprés la formule de Taylor

avec reste intégral, on a
n—1

(I—t)"
(n)
E k:' / CEE exp (t)dt.

Donc

1
nlv, = n/ (1—t)"teldt|.
0

Or, pour tout t € [0,1], on a1 < el <e et (1 —1)""1 >0 done
1-t)"t<@-t)" e <e(l—t)"

et par croissance de l'intégrale sur le segment [0,1], on a :

1 1
/ n(l — t)”*ldt < nly, < e/ n(l — t)”*ldt.
0 0

Or, [y n(l —t)"~'dt = [~(1 —t)"]y = 1, donc

’eozlgnlvnge‘.

Puisque exp est continue sur le segment [0, 1], € [0,1] tel que nlv,, = e

2. On veut le développement asymptotique de ¢, d la précision 0( ) Déterminons d’abord celui de
e‘n au méme ordre.

D’ s 1 efnts 1 1 1 d
aprés 1., on a Upi3 = ————, QUEC Upi3 = Uy — — — _ . done
pres T 1 3)l 3 T D (n+2)
e‘n 1 1 1 eCn+3
=Up=—+

! ATt 2l a3l
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Donc
1 1 1 ecnts
en =1+ + +
n+l (n+1)n+2) (m+1)(n+2)(n+3)
RS 1 . (1)
— — — —_— 0 —
nl+1 " n? (1+%> (1_,_%) n?
Lo (1)) o ()
= “(1—=+o0(= — ) ol =
n n n n2 n2
1 1
n n
Donc

Up = 0™ = exp (rlL ln(vn)> = exp (:L In <€7:>) = exp <71l (cn — ln(n!))) .

Or, n! ~/2mn (2)" donc n! = v2mn (2)" (1 + o(1)) donc

In(n!) =1In ( 2mn (:) ) +In(1 + o(1))
1 1
=nlon—n+ §1nn+ 5111(2#) +o(1),

et d’apres la question précédente, ¢, = o(1) donc

1
—(en —In(n!)) = —lnn+ 1+ o(1).
n
D’ou . .
up =exp(—lnn+1+o0(1)) = —efM ~ =,
n n
donc
e

Up ~ Wy, — QUEC Wy = — |
n

En reprenant le calcul précédent, on a :

1 llnn Inn
_ — N = — . —
n(cn In(n!)) Inn+1 5 1 +o( - >,
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donc

1lnn Inn
U, =exp | —Inn+1-— > +o|—

n n

e 1lnn (lnn)
=—exp|—=—+40—
—0
e ( llnn <lnn)>
—_ — 1—77_’_0 .
n 2 n n
On en déduit que
elnn Inn elnn
unfwn272n2 + o0 ol donc unfwanQnQ .

Exercice 34 (Annales khass 11.16, environ TD). Déterminer les fonctions f : R% — R de classe €*

vérifiant :
1
ek, f@=1(3) )
Indication : On pourra poser x = €.

Correction : Procédons par analyse-syntheése.

Analyse. Soit f € €1 (R*,R) telle que vérifiant (x). La fonction z +— % est de classe €' sur RY, a
valeurs dans R*. et f € €1 (R%,R) donc par composée, f' € €1 (R, R). On peut donc dériver (x)
et on obtient :

Vo e R:, f'(z) = Ly <1>— ! ().

a2t \z) T a2
Donc f est solution de ’EDL d’ordre 2 a coefficients non constants x> f" + f = 0. Pour la résoudre,
posons, comme l'indication le suggére, la fonction g = foexp (donc f = goln), définie et deux
fois dérivable sur R. Alors :

VteR, g(t)=f(e") JA)=€f(e)  g'(t) =€ f(e)+ () f ().

Alors
Vi eR, ¢"(t) — g'(t) + g(t) = (") f"(e") + f(e") =0,

d’apres 'EDL vérifiée par f.
Remarque : on aurait aussi pu poser d’emblée g = f oexp, ce qui donne

et
g"(t) = e'g(—t) —e'g'(—t) = ¢'(t) —e'e ' g(t) = ¢'(t) — g(t).

Ainsi, g est solution de I’EDL d’ordre 2 a coefficients constants g — ¢ + g = 0, d’équation carac-

2 _r+4+1=0, ayant pour racines —j> = % + z@ et —j.

téristique r
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ol

Par théoréme, il existe donc (A, B) € R? tel que Vt € R, g(t) = e'/? (A cos (@t) + Bsin( : t))

donc

Ve € RY, f(z) = f(e"7) = g(Ina)

= lne/2 (Acos (?lnx) + Bsin (?hu))
=V <Acos <\g§lnx> + Bsin <\é§lnx)> .

Synthése. Soient (A, B) € R? et f: x> /7 (A cos (? lnx) + Bsin (é lnx)).
On a d’une part :

Ve eRY, f (i) = \}E lAcos (\/3211156> — Bsin <\/§21n:1:>] ,

A+ BV3 cos <\/§lna}> n B— AV3 sin (\/gln:r)]
_— ) )

et d’autre part :

vz e RY, f(z) = ;5

2 2 2

En particulier, pour avoir f'(1) = f(1), il est nécessaire que A%B‘/g = A, donc A = B+\/3. Ainsi,
BfTA\/E = —DB et on a bien Vx € RY, f <1> = f'(z), donc f vérifie (x). On en déduit que les

T

fonctions [ : x — By/x {\/ﬁ cos (@) + sin (%)} sont solutions du probléme.

En conclusion, ’ensemble des fonctions de €' (R* ,R) vérifiant (x) est

{x»—>B\/JE {\/gcos (@) + sin (@” ’ B ER} , i.e. {xHC\/Ecos(\/ng‘r — %) ‘ C’ER} .

Exercice 35 (Annales khass I1.17).

Vitz—1-242
1. Déterminer lim e 2" s .

z—0t x3

< Ka:3}. Déterminer E.

2. OnposeEz{K>0 |V >0, )\/1—1-1“—1—%4—%2
On rappelle la formule de Taylor avec reste intégral :
Pourn € N et f € €""(I,K), on a :

Y(a,z) € I?,  f(x) = i 1) (x —a)* + /: (CE;!t)nf("H)(t)dt.

!
= K

Correction :
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1. Soit x > 0.
\/m_(1+3:)1/2—1+;x+%<2%)x2+%(%)6<3)x3+0(x3)
:1—&—%3:— éw2+1—161:3+0(:1:3).
Donc : \/m;{; 2t % = 1i6 +o0(1), d’ou

. ViFr—1-242 L
rz—0t+ J,S 16

2. Soit x > 0. La fonction f :t — /14t est de classe €3 sur R donc d’aprés la formule de Taylor
avec reste intégral entre 0 et x :

P 2 x f._t2
Vitr=1+5-= +/ .f“)(t)%dt-
0

On caleule : f(t) = (t+ 1)Y2, f/(t) = Lt +1)7Y2, f"(t) = F @+ 1), fO@) = 3¢ +1)7%/2,
Alors : ,
‘\/1-#—1'—1—;4-2

3

= — du,
16

/:1: (Ift)z 4l — E 1 (1 7u)2
o (t+1)5277 16 Jo (ux+1)5/2

en faisant le changement de variables t = uz (car u — ux € €1([0,1],R)) et par positivité de

Uintégrale sur [0, 1].

3 1 (1 —u)?

Notons ¢ 1 x — — —s
7 16 Jo (uz + 1)5/2

la définition, on peut montrer que la fonction ¢ est décroissante sur Ro.. On en déduit que ¢ est

mazimale en 0 donc

du. Alors E = {K > 0| Yz >0, ¢(z) < K}. En revenant d

3 [ 3 ! 1
Vz € R+, 90(‘/1’) S ()0(0) = E/O (1 - U)Qdu = T6/0 U2d’U = TG

L’ensemble E, qui représente l’ensemble des majorants de la fonction o, vaut donc| E = [ —1—00{ .

Exercice 36 (Annales khass I1.18). Soit f € €°(R,R) telle que :

2
Vo) eR:, fr+y)fe—y) = (f@fW) (.
1. Déterminer f si f(0) = 0. Quelles sont les autres valeurs possibles pour f(0) ¢
2. On suppose f(0) = 1.

(a) Calculer pour tout x € R, f(2x) en fonction de f(x). Montrer que f est d valeurs > 0.
(b) On pose g =1n f. Montrer que :

VyeR, /Olg(w+y)dw+/olg(<v—y)dw22/019(:3)d:v+29(y)-

En déduire que g est de classe €.
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(¢) Déterminer f.

3. Déterminer f si f(0) = —1.

Correction :

1. Si f(0) =0, alors
Vo € R, f(2)” = f(z+0)f(z—0) = (f(x)£(0))* =0,

De maniére générale, on a f(0+0)f(0—0) = (f(0)f(0)
0 d’ou f(0) =0 ou f(0)? = 1. Ainsi, | f(0) € {

2. (a) Ona :Vx €R, f(z+x)flx—x)=(f(x)f(x))? ie f(2x)= f(x)*, donc
=f(0)=1

wer, s =1 (Y) 20

Sl existe y € R tel que f(y) = 0. Alors f (%) = 0 puis par récurrence immédiate, ¥n €
N, f (%) =0. Or, 5= — 0 et f est continue en 0, donc par passage d la limite, on obtient
f(0) =0 : contradiction.

Ainsi, Vy € R, f(y) # 0 donc .

(b) Par définition. g = In f. En passant au In dans (x), on obtient :

V(z,y) ER?, glz+y)+g(x—y) =2g9(x) +29(y) (M)

En intégrant x entre 0 et 1, on obtient :

Yy € R, / T +y) der/l g(x y)d:E:Q'/Olg(m)deng(y)

c’est-a-dire

y+1 1-y 1
VyGRv/ g+/ g=2/09+2g(y)
.y .—y .

y+1 1—y 1

1 1

g:yﬁg/ g+§/ g—/g Q.
Yy -y 0

Montrons par récurrence que g € €"(R,R) pour tout n € N.
On sait que f € €9(R,R%) et In € €°(R%,R) donc leur composée g € ¢°(R,R).
Soit n € N tel que g € €"(R,R). Alors, d’aprés le théoréme fondamental du calcul intégral,

1 v+l 1—y 1
Y — 3 / g+§/ g—/0 g est de classe €"TH(R,R) donc g aussi, ce qui prouve I’hérédité.
y -y

donc

Ainsi, g € €"(R,R) pour tout n € N, ce qui signifie que ’g € ¢ (R,R) ‘
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(c) En dérivant (V) par rapport d y, il vient :

Vy R, ¢'(y) =

DO | =

=g(1)+9g(y)

d’aprés (W). Remarquons aussi que

VyeR, f0+y)f(0—y) = @f(y)

et f ne s’annule pas, donc
Vy e R, f(=y) = fy),

ce qui prouve que ’ f est paire, et donc g aussi‘. Ainst,

Yy € R, ¢'(y) = g(1).

(9(1+y) +g9(1—y)) —% (9(y) +9(—y)),

La fonction ¢’ est donc constante, d’ot g est affine. Mais, g est paire donc g est constante,

et f aussi. Puisque f(0) =1, on a .

3. St f(0) = —1, alors en posant h = —f, on voit que h vérifie les mémes hypothéses que la fonction

f de la question 2. donc h : x+— 1 d’ou ,

Exercice 37 (Annales khass 11.19).

1. Factoriser dans C[X], puis dans R[X], le polynéme P = X*" — 1.

2. Soit r € R. Calculer kli[l (1 — 2r cos (’%’) 4 r2)-

vy
3. Calculer, pour r € R avec |r| #1, I(r) = / In (1 — 2rcost + 7«2) dt.
0

Correction :

1.

P=x*-1= ] (X-w) Qﬁl X 2ikn

= —1= —w) = —ex
P 2n

w€eUsgy k=0
=Wk
n—1 L
=X -DX+1) J[JT(X = wp)(X — wy)
=1

n—1

k=1

P=[(x*-1]] (XQ—QXCOSTH) ().
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2. Ona:
n kr n—1 kr
H <1 — 2rcos () +7’2> =(1+2r+7?) H <1 — 2rcos () +r2>
n n
k=1 k=1
n—1 kr
=(1+7r)? H <1 — 27 cos () + 7’2)
k=1 "
r2n —1 r—+1
L+r)?—— = (" — v £ +1 (qu. précé
(1+47) T (r )7“ — ST + (qu. précédente)
= 0 sir=—1
n—1
22 11 (2—2005’%) sir=1.

k=1
Simplifions ’expression dans le cas ou r = 1.
En dérivant (x), on obtient

n—1 kr n—1 kr
P =2X H (X2—2Xcos+1) + (X2 1) H (2X—2cos>
k=1 i k=1 "

donc

n—1
Fm:2H<
k=1

km

2 —2cos—
n

) +o

On a aussi P' = 2nX?"~! donc P'(1) = 2n. Par égalité, on en déduit que :

donc

2 —2cos —
n

I (

lmr)
=n

(2n_1)7“+1
n k -
H(l—Qrcos<ﬂ>+r2>: 0 r—1
n
k=1
4n

sir# +1
sir=—1
sir=1.

Soit r € R avec |r| # 1. Alors r # £1. La fonction t — In (1 — 2rcost +1?) est continue sur le
segment [0, ] donc d’aprés le théoréme de convergence des sommes de Riemann, on a

I(r)

/Owln (1 —2rcost+r2) dt

" k
lim Z In (1 — 27 cos o + r2> dt
=1 n

n—+oo n —

™

" k
lim Eln H <1 — ZTCOS—W +r2> dt
n—+oo n el n

r+1

(somme de Riemann,)

Distinguons les cas.

(0% =1

)

r—1

d’aprés 2.
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r+1 1+

— —— > 0 donc par
r—1 1—r

continuité du In sur R, on a nEToo ™ In ((r2” — 1)%) =0, donc I(r) =0.

o Casoure|—1,1[. Alors 0 <r? <1 donc r?" — 0 et (r*» —1)

e Casoulr < —1our>1. Alors r2 < 1 donc r?" — +o00. On écrit alors :

1 1 1
In ((T% - 1): J: 1) =In(r*") + In <1 — 7“2”> +1In Tt =2nlnr + uy,,
=Un
avec u, — In % Ainsi, par opérations :

n—400

1
77111((7‘2"1)T+ )——%27rln7“+0:l(r).
n r—1) n—+too

En conclusion :

) 2rlnr sifr|>1
Ir) = { 0 silr| <1

Exercice 38 (Annales khass 11.20). Soit f: 2 — 23 + .

1. Vérifier que f est une bijection de R sur R dont la réciproque g est de classe €°°, impaire et stricte-
ment croissante.

2. Donner un développement limité de g a la précision o(x°) en 0.

3. Donner un développement asymptotique a trois termes de g en +00.

Correction :
1. f: x>+ est continue et strictement croissante sur R done, d’aprés le TBM, f induit une bijection
de R sur f(R) =]lim f, lim f[= R, qui est également strictement croissante sur R.
— 00 oo

Comme f est impaire, sa bijection réciproque g lest aussi (exercice classique).
De plus, f € €¥(R,R) et f':x+ 22+ 1 ne s’annule pas donc |g = [~ € €*(R,R)|.

2. Premiére méthode. On a : f(z) = x + 2% + o(z°). Comme g € €5(R,R), on sait d’aprés la
formule de Taylor-Young que g admet un DL a lordre 5 en 0. De plus, f(0) = 0 donc

1
J'(0) = 7009 =1, et par imparité de g, le DL de g a l'ordre 5 en 0 est de la forme :

9(y) =y +ay® + by’ + yio(y5)’ avec (a,b) € R2.
Puisque f(x) — 0, on a :
v = g(f(@)) = F@) +a(f(@) + b/ @ + o (F(a)).

Or, f(z) = z+23+o0(2®), f(x)? = 224224 +-0(2?), f(x)3 = 234325 40(2P), f(2)® = 25 4o0(2P)
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et oo(f(:c)5) = o(2%) donc en remplagant dans I’égalité précédente, on obtient :
T—

z=x+ (a+1)z3+ (3a+ b)z® + o(z?).

Par unicité du DL a Uordre 5 en 0 de lidentité, on a a +1 = 0 et 3a +b = 0 donc
a=-1 etb:—3a:3‘.
Ainsi,

3 5 5
9W) =y -y 39"+ o ()}

Deuxiéme méthode. f(z) = 23+ z donc y = g(y)® + 9(y) = g(v)[g(v)? + 1]. Comme g(0) =0

et g est continue en 0, on a g(y)> +1 ——= 1 donc g(y) ~y, d'ou g(y) =y + o (y).
y—0 0 y—0

Ainsi,

g +1  Ly+o(y)? 149240y

O P A S y
=y (1-y*+o(?))

=y -y’ +oly’).
En réinjectant, on obtient :
9(y) = ——5— = .
9> +1  14[y—y*+oly)P
=y X !

1+y? = 2y' +o(y?)
=y 1=y +2" + (1) + oy
=y |1-y?+3y" +o(y")]

_ .3 5 5
9(y) =y —y° +3y +ygo(y)'

3. A nouveau : f(x) = 23+ x donc y = g(y)* + g(y) = g(y)* {1 + } Comme lim o g = 400,

9(y)?

1 - 1/3 A or
onal+—— FE m 1 done g(y)3 o d’ou g(y) ~Y /3 Ainsi,

1/3 1 )
_ Y -2/3
g(y) = RNTE avec T oy /
o *>2
yL/3 23 4 —2/3)>*1/3

y1/3 <1 —2/3 + O( 2/3)) .
D’ou

1 _ B 2 B B
g(y)? = y*/* <1—3y 23+ oy 2/3)> =y (1 3Y 23+ oly 2/3)>
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et
Lo 1
9(y)2 1— %y‘Q/?’ + o(y=2/3)
. 2 .
_ 23 <1 4 §y_2/3 n O(y—2/3>
donc . 5
1 + — 1 +y—2/3 _|_ 7y—4/3 +O<y_4/3.
9(y)? 3

En réinjectant, on obtient :
1 -1/3
_ . 1/3
9(y) =y (1 + >
9(y)?

N\ -1/3
_y1/3 <1+y 2/3Jr y 4/3+0( 4/3))

9 _1 (_4)

1/3 1— 72/3+ 2y —4/3 ( 4/3)>+ 3 3 4/3 ( 4/3)]
3
2 2 A

y1/3 {1 —2/3 (9 + 9) y—4/3 + O(y—4/3)}

o) =y = 2y o (3|

1 2
Exercice 39 (Annales khass I11.21). Déterminer : lim ( +— ) .
z—0 \Incosz = sin®xz

Ona:
2 4
In(cosz) =1In (1 Ty % + o(x ))
2 2t 1 22\ A
=S+ 5 -3(-F) +oah
2 41 2 2
2 4
oz x 1y 4
= g gt o)
2 4
N
I 12+0(¢)
2 2
o <1+””6+o(x2)>
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Donc

1 2 1

- TS T2 o
In cos x 221 + L + o(2?)

1 2 x?
_ 14 = 2 |
Incosz 2 ( + 6 +ol@ )>

D’autre part :

2 2
sin?z : 27 2 _ 1.4 1
sin® x (;L'—%f%-o(ﬁ)) 22 — zxt + o(xt)
_ 2 1
7121—%%2%—0(12)
2 2 1.
= | — 1 _ 2 2>
sin? x x2 ( * 37 +o(a)
Donc
1 2 2 | /1 1\ , )
= — — _ P P :1 1 i
Incosz  sin’z a2 (6+3)‘L + ofz?) +o(1),
—
=1/2
donc

. 1 2
lim + = =1\
z—0\Incosz  sin“x

Exercice 40 (Annales khass 11.22). Soit f: R%Y — R
xr

8%

1. Justifier bricvement que f est de classe €°.
2. Montrer que pour tout n € N, il existe un polynome P, € R[X] unitaire de degré n tel que

Ve >0, fM(z) = ¢ P,(x).

CogpntlT

3. Montrer que pour tout n € N,
(a) P,+ P, = X"
(b) Pn(0) = (=1)"n!

xX
4. En calculant de deux manieéres / t"et dt, déterminer les coefficients du polynéme P,.
0
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Correction :

1. f est un quotient de deux fonctions de classe € dont le dénominateur ne s’annule pas, donc f
est de classe €°° sur R.

2. Par récurrence sur n € N. On a Uinitialisation avec Py = 1 (unitaire et de degré 0).
Soit n € N. Supposons qu’il existe P, € R[X]| unitaire de degré n tel que

Ve >0, f™(x) = P,(x)z” "
) étant dérivable, on obtient pour tout x > 0,
f(n+1)($) _ (Pn(x)x—(n—&-l) + Pé(x)x—(n-&-l) _ (n + 1)Pn($)$_(n+2)) s
zP,(z)+ 2P (x) — (n+ 1)P,(x) ,
= e

pnt2
P

deg(XP,) =n+1, deg(XP)) =n, deg((n + 1)P,) = n donc deg(Pn+1) =n+ 1 et son coefficient

dominant est celui de X P, donc 1 (car P, est unitaire). On a bien U’hérédité, ce qui conclut la
récurrence.

3. (a) Pour tout n € N, on pose Q, = P, + P), et on montre par récurrence sur n que Q, = X™.
Ona Qo= Py=1= X" donc Uinitialisation.
Soit n € N tel que @, = X".
OnaP),,,=P,+XP,+P +XP]— (n+1)P) donc

Qni1=Poy1+ P yy
=P, +P)+X(P,+P)+X(P,+P)—(n+1)(P,+ P))
= (X —n)Qn +XQ,
=(X —n)X" —nX"
:)(TL-H7

d’on Uhérédité, ce qui conclut la récurrence. Ainsi,

Vn € N, Pn+P;L=X”\.

(b) Grice a la formule de récurrence vérifiée par P,, on trouve :

Po(0) = —nPy_1(0) = (=1)2n(n — 1)P,,(0) = - - = (—1)"n! Py(0) = (—1)"n!
o

(ce que l'on peut vérifier proprement par récurrence sur n).
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4. D’une part, d’apres la question précédente :

/ {retdt — / (Po(t) + P.(1)edt
JO 0

€T r X
= / P, (t)eldt + / P! (t)e'dt par linéarité
o 0 ) i
_ / Pa(t)e'dt + [Po(t)e!]] - / P (t)eldt par TPP
0 0
= P, (z)e” — P,(0)e°
= Py(z)e” — (—1)"n! question précédente.

~ T
D’autre part, en notant I, = / t"etdt, et grice d une IPP, on a :
Jo

x o x
I, = / retdt = [t”et} _ / nt"letdt
0 0 0
I, =a2"e® —nl,_1.

En itérant, on obtient :

I, = z"* —n(z"1e® — (n — 1)1, o)

= 2"e® —nz"1e” 4 n(n — 1)z" 2" —n(n —1)(n — 2)z" 3" 4 -+ (=1)" n(n —1)...2ze" + (=1)"n!Iy
x
011[0:/ eldt = e* — 1
0
= [a:" —nz" P nn— 12" 4+ (—1)”n!} e’ —(=1)"nl.

Les deux écritures de I, permettent d’en déduire que :

|
Po=X"—nX""4nn-DX" 2+ . +(-D"nl=> (-1)" W xnk|
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3 Probabilités

Exercice 41. Une urne contient 4 boules indiscernables numérotées de 0 ¢ 3. On tire simultanément deux
boules, et on note X1 et Xy les numéros obtenus. On pose X = min(X;, X2) et Y = max(X1, Xo).

1. Déterminer Q, X () et Y(Q).

2. Soient i € [0,3] et j € [0,3]. Déterminer P (X =14,Y = j).
3. En déduire les lois de X et de Y.

4. Calculer E(X), E(Y), V(X) et V(Y).

Correction :

1. Q = {parties a 2 éléments de [0,3]} (les tirages sont simultanés donc l'ordre ne compte pas).
Ainsi, Card(€) = (3) = 6. On a|Q = {{0,1};{0,2};{0,3}; {1,2}; {1,3},{2,3}} | et| X () = {0, 1,2} |
Y(Q) ={1,2,3}|

2. Soient i € [0,3] et j € [0,3]. Alors

e Sii>j, on a immédiatement P (X =14,Y =j) =0.
e Sii=7j,alorsP(X=4Y=j)=P(X=14Y =1i)=P (X1 =1,Xe=1) =0 car le tirage est

simultané.

1
o Sii<j,alorsP(X=4Y=j)=P{ij}) = G

3. Pour tout i € [0,2] et pour tout j € [1,3], grice da la formule des probabilités totales,

3

3
1 33—
PX: = PX:/.Y:’. = - =
K==3PX=i¥=j)= 3 5=
j=1 J=i+1
et
2 474*11 j
P(Y=j)=YP(X=iy=j=3+=2
— — 6 6
=0 i=0
. , ke X(Q)|0]1]2]|Total EeY(Q)|1]2]3]|Total
Les lois de X etY sont données par : T et o3
1 Ona[EX) =343 =8| [E0) =+ 8+ § =} B = 3+ =1, B0 = j+5+F =
dou|V(X)=1—-4=3]et|V(Y)=6—-F =2\

Exercice 42 (Annales khass II1.2). Soient n € N* et X et Y deux variables aléatoires d valeurs dans
[1,7].
Soit A = (a;j)i1<ij<n la matrice définie par

¥(i,j) € [1,n]?, ai; =P((X = i) N (Y =j)).

Soit U € Mp1(R) un vecteur colonne dont tous les coefficients sont égaux d 1. On note C = AU et
L=UTA.
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1. Déterminer les coefficients du vecteur colonne C et du vecteur ligne L. Quel est le rapport avec les
variables X etY ¢

2. Montrer que X et'Y sont indépendantes si, et seulement si, A est de rang 1.

Correction :

1. Notons

Vie[Lnl, Ci=Yay;=Y P(X=in(Y=j)=PX =i,
j=1 j=1

car la famille ({Y = jti<j<n) est un systéme complet d’événements, et

n

viellnl L= ay =Y P(X=i)n(¥ =) =P =)
1=1 =1

Le vecteur colonne C contient la loi de X et le vecteur ligne L contient la loi de'Y ‘

XY < V(i,j) € [1,n]?, P(X =i) N (Y =j)) =P(X =9)P(Y =)
«~— A=CL
— A=[P(Y =1)CPY =2)C ... P(Y =n)C].

o Si XY alors A=[P(Y =1)C P(Y =2)C ... P(Y = n)C] donc toutes les colonnes sont
proportionnelles au vecteur colonne C'. Comme ni C, ni L ne sont nuls, on en déduit que
rg(A) = dim Vect (C) = 1. ’ On a Uimplication directe‘.

o Supposons que rg(A) = 1. On peut alors trouver une colonne non nulle de A, disons la jo-éme
que l'on notera Colj,(A), et alors toutes les autres lui sont proportionnelles. Il existe donc
at,...,on € Ry, avec o, = 1, tels que :

A = (a1Coljy(A),. .., a,Coljy(A)) = Colj, (A) (a1 . .. ap).

Les coefficients de A sont tous positifs donc ceux de Cj, aussi. Pour créer un vecteur contenant
une loi de probabilité, il faut que la somme de ses coefficients soit égale a 1. Notons S la somme
les coefficients de C}, (qui est non nulle car les Cj, # 0 et ses coefficients sont positifs). Alors
S =P(Y = jo). Posons

. Pry—jo (X =1)

C =
S

COlj()(A) - :
Py—jo) (X =n)
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Alors, on a :

A=CxS (ay...ap).
—_———
=:L
Remarquons que les coefficients de L sont tous positifs et calculons leur somme.
De A=C x L, on déduit :

n n

n n n
1= Z Qg5 = ZCJ (Z Li) s donc ZLi =1.
i=1j=1 j=1 i=1 i=1

1
Ainsi, le vecteur L contient une loi de probabilité.

Pourﬁnir,C:AU:CN'éfUJ:CN'donc et de méme’L:UTA:f/.

=1

On a donc : A = CL, et d’apres [’équivalence, on en déduit que ’ X etY sont indépendants, d’ou l'implication

Exercice 43 (Annales khass I11.3). Soient k et n deuz entiers tels que 1 <n < k < 2n.

Une troupe de comédiens donne deux représentations de thédatre pour les 2n vacanciers d’un hotel. Les
représentations ont lieu dans une salle de k places.

On suppose que chacun des vacanciers choisit au hasard d’aller a l'une des deux séances. On suppose
également que toute personne refusée da la premiere séance par manque de places se présente a nouveau a
la seconde séance.

On note X la variable aléatoire réelle correspondant aur nombre de vacanciers se présentant d la premiére
séance.

1. Donner la loi de X.

2. Soit A l’événement « Toutes les personnes assistent a une représentation ». Calculer P (A) en fonction
de k.
3. Démontrer que P (A) > 1.

Correction :

1| X ~B(2n, %) |

2. ’A est I’événement (X > 2n — k) ‘ En effet, on a 0 < 2n — k < n < k donc si au moins 2n — k
personnes se présentent da la premiére séance, alors il y aura au moins 2n — k (car 2n — k < k)
personnes qui assisteront a la premiere séance et il restera moins de k personnes a caser lors de la
seconde séance (ce qui est possible, au vu de la jauge).

Ainsi,
oo\ 11 1 & (2n
P(A)= Siom —gm 2 |\ i)

j=2n—k J j=2n—k J
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3. Comme 2n — k <n < 2n et que [’on somme des réels positifs, on a :

1 2n m
s 3 ()

1 <2n> 1 & (2n>
- ()t 2 (7
2n 2n
2 n 2 Pttt 7

11 (2n 1 & [on 1 (2n

> = = 5 >0

22n<n>+22nj§1<j> CCW 22”(”)
=:5

1

2

En effet, grace a la formule du binome de Newton et symétrie des coefficients binomiauzx, on a :

1 = /o 1 (2n 12 (o
1= — — — .
22n JZ% (J > Toom ( ’”) T j;rl J

=S =S

Donc

En conclusion, on a :|P(A) >

Exercice 44 (Annales khass I111.4). On considére deux urnes Uy et Us contenant chacune n boules numé-
rotées de 1 a n, avec n > 2. On tire une boule dans chaque urne et on note X; le numéro de la boule tirée
dans l'urne U;. On note E, 'événement « X1/Xy est un entier ».

1. Calculer P(E3), P(E3).

[\)

. Calculer P(E,,). Le résultat sera donné sous la forme d’une somme.

n
3. Montrer, pour tout entier n > 2, que In ("TH) < kZ_é% <Inn.

4. Donner la limite de P(E,,) lorsque n — 400, ainsi qu’un équivalent.

Correction :

1. Sin =2 (resp. n = 3) alors Q = [1, 2]? (resp. = [1,3]?), et on le munit de la probabilité uniforme
P. Alors :

_ Card (1,15 (2,1 (2,2)) _[3  Card (1,15 (2,1); (3,15 (2,2 (3,3)) _[5
P(E2) = Card([[1, 2]?) B ! et P(Ey) = Card([[1, 3]?) B '

n
2. Remarquons que {X = k}1<x<p est un SCE donc E,, = |_| {Xy = k, X7 est un multiple de k},
k=1
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puis par additivité de P :

P(E,) = Z P(X2 = k, X1 est un multiple de k

7 2
k=1 =1 n n

)= i: #{multiples de k dans [1,n]} — 1;“: LZJ .
=1

3. Soient n >2et f:t— % La fonction f est continue, positive et décroissante sur R’ , donc grace
a la méthode des rectangles, on obtient :

k+1 k
Vk > 2, di < 1 S/ ﬁa
; k k—1 t

i.e.

Vk>2, In(k+1) —In(k) < - <In(k) —In(k — 1).

Puis, en sommant pour k£ variant de 2 a n, et par télescopage, on a :

1 1
ln(n—l—l)—ln(2)ln(n+ ) SZ% <lnn|

2 k=2
4.
n n n
k 1 — -1 — | < =
vk € [ln), ¢ <L<:J—/<’
donc
1 < /n 1 n 1 &n
22<_1><22\\J<,227
n® = k n® — k n k:lk
i.e.
1 &1 11
— Y —<PE)<=)
Pl nik

En utilisant la question 3., il vient :

1 1
—[In(n+1) —In(2)] < P(E,) < —[1 + In(n)],
n n
In(n) [ (14 1/n)  In(2) In(n) (1
n(n n(l+1/n n n(n
1 — <P(E,) < 1 .
n + In(n) In(n)] — (En) < n ( N ln(n))
—_—————
—1 —1
Par encadrement, on obtient : | P(E,,) ~ lnfln) . Or, par croissance comparée, lim 202 = ( et par
n—+oo M
conservation de la limite dans les équivalents, on a : hg_l P(E,) =0/
n—-+0oo

Exercice 45 (Annales khass I11.5). La wvariable aléatoire X est régie par le tirage d’un dé a siz faces
parfaitement équilibré de sorte que : Vi € {1,2,...,6}, p =P(X =1i) = 6
La variable aléatoire Y est régie par le tirage d’un dé a six faces truqué de sorte que :

6
VjE{l,?,...,ﬁ}, P(YZj)ij >0, avec quzl_
7=1
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On suppose que les variables aléatoires X et'Y sont indépendantes.

1. Etant donné un entier naturel p non nul, montrer qu’il existe un unique couple (q,7) € Nx[1,6] tel

que p = 6q + .

2. On construit un « dé virtuel » a sixz faces de la facon suivante :

re{l,2,...,6}, alors V. =r.
Montrer que P(V =1)

st X+Y =6qg+7r avecq € N et

1. Soit p € N*. On écrit la division euclidienne de p par 6 : p = 6q + r avec r € [0,5], ¢ € N, et

unicité d’un tel couple.

Sir € [1,5], alors on a ce que l'on voulait; si r =0, alors ¢ > 1 (car p est supposé non nul), et

on écrit alors : p=6(q — 1) + 6, ce qui conclut.

2. Ona X(2)=[1,6] =Y(Q) donc (X+Y)(Q)=[2,12], et X+Y =6g+7r avecr € [1,6] et g € N

donc q € {0,1}.

Ona:
P(V=1)=PX+Y =7)
PV=2)=P(X+Y=2)+P
PV=3)=P(X+Y=3)+P
PV=4)=PX+Y=4)+P
PV =5)=P(X+Y=5)+P
PV=6)=P(X+Y=6)+P
Puis :
P(X+Y:7):iP(Y=j,X=7*j)
i=1
6
— ZP(Y: JIP(X =7—7)

<
I
—_

I
nghs
2

S| =

<
Il
—

=

e~~~ o~ o~

X +Y =28)
X+Y =09)
X 4+Y =10)
X+Y =11)
X+Y =12).

par indépendance

car qu = 1.

J=1
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De la méme facon,

6
P(X+Y =2)+P(X+Y =8)=P(X=1Y=1)+) PY=4jX=8-})
j=2
LS|
=t 5
Jj=2
1 6
j=1
1
G
De méme,
3 6
P(X+Y =3)+P(X+Y =9)=) PY=4X=3-j)+> PY =4X=9—))
j=1 j=3
1S 6.1 1 1
=D G = XD 4=
6 < — 6 = 6
7=1 7=3 7=1
1
Ainsi, |[P(V =1) =P(V=2)=-=P(V=0)= |

Exercice 46 (Annales khass II1.6). Soit n un entier naturel tel que n > 2. On considére n papiers
numeérotés de 0 a n — 1. Sur le papier numéro k on écrit le nombre complexe exp 2”” . On place ces

papiers dans une urne et on tire un papier au hasard. On note X la partie réelle du comple:ze obtenu et Y
sa partie 1maginaire.

1. Calculer E(X) et E(Y).
2. Est-il vrai que E(XY) =E(X)E(Y) ?
3. Les variables aléatoires X et'Y sont elles indépendantes ?

Correction : Introduisons Z la variable aléatoire correspondant au numéro du papier tiré. Alors Z ~ U([0,n — 1]),
X =cos(2nZ/n) et Y =sin(2nZ/n).

1. Par théoreme de transfert :

n—1
Zcos 27k /n) = <Z 6275W> et E(Y Z sin(2nk/n) = —Im <Z ezzv]:ﬂ> .

n—1 _
Or, Z et = Z z =0 dés que n > 2, ce qui est le cas ici, donc’ (X)=0=E(Y)|, donc X
k=0 ZEUIL

et Y sont centrées.
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2. Par théoréme de transfert :

= | n-l 1 ol
E(XY) =~ > cos(2mk/n)sin(2mk/n) = o 3 sin(4rk/n) = --Im (Z e“n’“) .
k=0 k=0 k=0

in 1 1—etm
Sin > 2, alors e # 1 et E(XY) = Q—Im <64m> =0;sin =2, alors Y = 0 donc
n l—en

E(XY) =0.

Dans tous les cas,

, donc la réponse est .

3. Indication : étudier I’événement {Y = 0}. Remarquons que

{Y =0} = {sin <27rnZ> :0} = {27;2 =0 mod (7[‘)} = {27;2 € {0,77}} ={Z= O}U{ZZ Z}’

2m(n—1)

E(XY) =0 =E(X)E(Y)

ot la troisiéme égalité provient du fait que 0 < Z < n — 1 donc que 0 < % < < 2.
Ainsi, la valeur de P(Y = 0) dépend de la parité de n. Plus précisément, si n est impair alors
P(Y =0)=P(Z=0)=2;sin est pair alors {Y =0} = {Z =0}U{Z =2} donc P(Y =0) = 2.
Remarquons également que les variables aléatoires X et Y sont lides par la relation X% +Y? = 1.
Ainsi, {Y = 0|X = 1} est I"événement certain et Pyx_1)(Y = 0) = 1. Ces observations permettent
de répondre a la question posée, en distinguant certains cas.

o Sin =2, alors Y =0 (v.a. constante) donc X et'Y sont indépendantes (N.B. : une v.a.
constante est indépendante de toute variable aléatoire...).

o Sin > 3 impair, alors Pix_(Y = 0) = 1 # % = P(Y = 0) donc X etY ne sont pas
indépendantes.

o Sin > 4 pair, alors Pix_y(Y = 0) = 1 # 2 = P(Y = 0) donc X etY ne sont pas
indépendantes.

Ainsi, | les v.a. X et'Y sont indépendantes ssin = 2 ‘
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